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NOMBRES COMPLEXES

1 Rappels

1.1 Ecriture.

Tout nombre complexe s’écrit z = x + iy ou x,y € R. On note C ’ensemble des nombres complexes.
On note x = Re z et y = Im z. En particulier Rei =0 et Im¢ = 1.

Deux nombres complexes z = x + iy et 2/ = x’ + iy’ sont égaux si et seulement si x = 2’ et y = 3.
On dit que le point M du plan ayant pour coordonnées (z,y) a pour affixe z = x + iy.

De méme, tout vecteur @ ayant pour coordonnées (z,y) dans la base orthonormée (0, i, j) du plan a pour

affixe z = x + iy. Ainsi, i a pour affixe 1 et fa pour affixe 1.

Les réels sont des complexes particuliers z 4 70. Ils sont représentés par les points de ’axe des abscisses.
Un complexe z est un réel si et seulement si Im z = 0.

Les complexes représentés par des points de 'axe des ordonnées sont appelés des imaginaires purs.

Un complexe z est un imaginaire pur si et seulement si Re z = 0.

1.2 On opere dans C comme dans R.

On impose au produit du complexe ¢ par lui-méme d’étre égal & —1, c’est-a-dire que

ixi=i2=-1

et ensuite on opere dans C comme dans R en remplacant lorsque le cas se présente i par —1.
Siz=ux+1iy et 2 =2’ +1y, on pose
z+72 =(x+2)+ily+vy).

Notez que
Re(z+2") =Rez +Re?’ Im(z+2)=Imz+Im2".

On pose aussi, compte tenu des conventions précédentes

27 = (x +iy) (2 +iy) = x2’ +izvy +ix'y + iPyy’ = (v’ —yy') +i(zy +2'y).



En particulier, si 2/ = z’ est réel, nous avons
27 = xx’ +iyx’.

Remarquons que si @ et 4’ sont deux vecteurs ayant pour affixes z et 2/, alors le vecteur 4 + @ a pour

affixe 2z + 2.

L’addition et la multiplication dans C sont :

- commutatives : pour tous complexes z et 2’

)
242 =72 +z 22 =2z
- associatives : pour tous complexes z, 2’ et 2",

2+ (G +2)=(z+2")+ 2" 2(2'2") = (22")2"

- admettent un élément neutre : pour tout complexe z,
z+0=2z2 zx 1=z
La multiplication est distributive par rapport a ’addition : pour tous complexes z, 2’ et 2”,

2(2' +2") = 22" + 22",

On vérifie aussi que pour tout complexe z, 0 X z = 0.

1.3 Opposé et soustraction.

Si z = x + iy, le complexe 2’ = —x — 4y vérifie z + 2’ = 0. On note —z ce complexe.
Si M a pour affixe z et si M’ a pour affixe —z, alors M’ est le symétrique de M par rapport & lorigine.

Siz=ux+1iy et 2/ =2’ + 1y sont deux complexes, on définit
22 =(z—2) +ily—y).
. % .
Si M a pour affixe z et M’ pour affixe z’, alors le vecteur M M’ a pour affixe 2z’ — z. Autrement dit :

—
Affixe(MM'") = Affixe(M') — Affixe(M)

1.4 Conjugué, module, quotient et inverse.

Si z = x + iy est un complexe, on appelle conjugué de z le complexe noté z défini par



Géométriquement, si M a pour affixe z et M’ pour affixe z, alors M’ est le symétrique de M par rapport

a l'axe des x.
On a alors
272 = (z +1iy)(z — iy) = 2° + y*
qui est un réel positif ou nul.
On note |z| = \/m = /2Z et on appelle ce nombre le module de z.
Géométriquement, |z| est la longueur OM si M a pour affixe z.
Pour tout complexe z, on a |z| = |Z]| = | — z|.

Si z = x + iy # 0, nous avons
« z 2z
A —_— = =
2> |2

. . . z 1
Ceci montre que le complexe z a un inverse qui est W que 'on note —.
z z

Enfin si z et 2’ sont deux complexes tels que z’ # 0, on note

z 1
— =z X —.
z z

Pour tout complexe z, on a z = 0 si et seulement si Z = 0.

Un complexe z est réel si et seulement si z = z. Un complexe z est imaginaire pur si et seulement si

z=—=Z.

Pour tout complexe z, le conjugué de z est z. En d’autres termes

wl
Il
I

SizeC,ona

1 _ 1 _
Rez = 5(24—2) Imz = Q—Z(z z).

Enfin, pour tous complexes z et 2/,

En ce qui concernce le module, pour tout z # 0, nous avons |z| > 0 et |z| = 0 si et seulement si z = 0.

Pour tous complexes z et 2/, |22'| = |z]||Z/|.
1 1
Enfin, pour tout complexe z # 0, =

2|
1.5 Argument et formes trigonométriques d’un nombre complexe non nul.

Soit z un complexe non nul. Si dans le plan complexe, M a pour affixe z, on appelle un argument de z

une mesure # en radians de Pangle (i; OM).



Une forme trigonométrique de z est une écriture du type
z = |z|(cos O + isinb).

Si z = x + iy, nous avons

/ z € . Yy Yy
zZ| = x2+y2 cosf) = — = ——— sinf = =+ = ——
. 7 2l Va2 2| 22 + g2

Il en résulte que deux complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont méme module et des

arguments qui different d’un multiple de 27.
z est réel si et seulement si z =0 ou arg z = k7w avec k € Z.

z est imaginaire pur si et seulement si z = 0 ou arg 2 = 3 + k7 avec k € Z.

z' = Z si et seulement si |z| = |Z/|

et arg 2/ = —arg z + 2kw avec k € Z.

/

z' = —z si et seulement si |z| = |2/]

et arg 2/ = mt+arg z + 2kw avec k € Z.

—
—

Si M a pour affixe z et M’ pour affixe 2/, alors arg(z’ — z) est une mesure en radians de 'angle (i, M M').

1.6 Formes exponentielles ou polaires d’un nombre complexe non nul.

On note, pour 0 € R,

e = cos® + isinb.
Pour tous réels 0 et ¢’,
. ! . -n!
ez(9+9) _ ez0620 )
e — 1, 5 — i, o0 — p2im _ 1
Pour tout réel 6
A e UG N
ez9

Enfin ¢’ = ¢ si et seulement si 6 = ¢’ + 2kx avec k € Z. Nous avons les formules d’Euler (1748) :

cos = ———, sinf = -

21

Une forme exponentielle ou polaire d’un nombre complexe z non nul est une écriture
z = |z|e®

ou # est un argument de z.

Le produit zz’ de deux complexes non nuls z et z a pour module le produit des modules de z et 2’ et a

un argument qui est la somme d’un argument de z et d’un argument de 2’.
(121e")(|2"]e") = |2[|2/] e+,
Enfin, nous avons la formule de Moivre : pour tout entier relatif n et tout réel 6 :

(cos+isin )™ = cosnf + isinnd,



soit en d’autres termes : (e¥)" = ei"?.

. z! .
Le quotient — de deux complexes non nuls z et z a pour module le quotient des modules de z et 2’ et a
z

un argument qui est la différence d’un argument de z et d’un argument de z’.

\Z|€i0 _ 2l i(6—6")

|2/]e?"  |2']

Enfin U'interprétation géométrique de ce qui précede réside en la proposition suivante :

Si A, B et C sont trois points distincts du plan ayant pour affixes respectives a, b et ¢, si k est un réel

strictement positif et  un nombre réel, les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) % ket (CACB) =0 [
2) % — ke

2 Racines n—iemes de nombres complexes.

2.1 Racines carrées de nombres complexes.

Soit a + ib # 0 un nombre complexe avec a,b € R. On cherche les z = = + iy € C tels que 22 = a + ib.

On appelle ces nombres les racines carrées de a + b.

Pour trouver ces z, on écrit que 22 = (22 — y?) + 2ixy = a + ib, ce qui nous donne

2 —y? =ad?, 2zy = b.

Or 22 + y? = |z|> = |2%| = |a + ib] = Va? + b2. En additionnant cette relation & la relation 22 — y* = a?
et en divisant par 2, on obtient donc que
22 a® ++va? + b2
=

et donc que

a? +va? + b2

r==
2
La relation 2zy = b nous donne alors les deux valeurs de y correspondantes :
2b
y==

a? 4+ va? + b2
2
2b B /a2+\/a2+b2_i 2b
a? +va? + b2 2 |a? + Va? + b2
2 2

Les deux racines sont donc




2.2 Remarque importante.

Il ne faut jamais écrire /2 quand z € C

Quand z est un réel positif, I’équation 32 = z admet toujours deux racines, une positive et 'autre
négative. On a donc un moyen simple de différencier les racines, c’est leur signe, on choisit de noter la
racine positive y/z. Dans ce cas, on a /Ty = \/T./y.

2

Quand « est un complexe, ’équation z* = o admet toujours deux solutions opposées. On pourrait choisir

la racine qui a une partie réelle positive (et qui n’est pas de la forme —ib avec b € R™) pour définir une
fonction racine complexe. Mais ce choix donne une fonction qui n’est pas continue, et qui ne vérifie pas
VvapB = y/ay/B. On risque de faire plein d’erreur avec une telle fonction. Et tous les choix possibles pour

la racine posent les mémes problemes. Le plus simple est de se passer d’une fonction racine complexe.

2.3 Racines n—iemes de a € C pour n > 3.

Soit m > 3 un entier et a € C. On cherche les z tels que 2" = a.
Si a = 0, alors seul z = 0 est solution de 2™ = 0.

Si a # 0, alors on peut écrire a = pe® avec p > 0 et p € R.

Posant z = re'®, nous avons 2" = e = pe¥.
Donc |2"| = 1" = |pe?| = p, ce qui nous donne que 7 = p*/”. Nous avons alors e’ = o, ce qui est
équivaut a l'existence d'un k € Z tel que nf = ¢ + 2km, ou encore § = £ + %Tﬂ
Nous en déduisons que ’ensemble des racines n—iemes de a est
S = {p/neil5+55) | ke 7).
Or la suite wy = (ei(%+%%))k est périodique de période n car, pour tout k € Z, on a
Wit = ed%"'W) = ei(%"'szﬂ""%T) = ei(%"‘%T’r) = wy.
On en déduit que 'ensemble S se réduit a I’ensemble
S = {pl/"ei(%‘*'%), ke{0,1,...,n—1}}.
2.4 Equation 27=27.
Cela n’implique pas z; = z9, mais
2 =2y & (?)n =1 & z—l est une racine n—ieme de 1'unité.
2 2



Par exemple, pour n = 2, les racines carrées de I'unité sont 1 et —1, et cela donne z; = +25.
Pour n = 3, les racines cubiques de I'unité sont 1, j et 52, et cela donne z; = 2z ou z; = jzg oU 21 = j225.

En particulier, si z; est une racine n—iéme de a avec a # 0, alors toutes les racines n—iémes de a sont

les produits zwy ou les wy décrivent ’ensemble des racines n—iemes de 1.
Par exemple, pour n = 2, si z; est une racine carrée de a € C, I'autre racine est —z1.
Pour n = 3, si z; est une racine cubique de a, les deux autres racines sont jz; et j2z;.

Pour n = 4, si z; est une racine quatrieme de a, les trois autres racines sont izy, —z; et —izy.

3 Somme des termes d’une suite géométrique.

Théoréme. Soit a € C etn € N.

n

Sia =1, alors g ad*=n
k=0

artl —1

Sia#1, alors Zak =

k=0

a—1

Preuve. Le cas a = 1 est clair. Si a # 1, montrons par par récurrence sur n € N que
n n+1
Yot = T
Ta—-1
k=0

C’est vrai pour n = 0. Supposons que cela soit vrai au rang n € N*. On a alors

n+1 n n+1 n+1 n+2 n+1 n+2
k ntl @ -1 nt1_ 0" —14a —a _ammt =1
a”® = +a =—+a = = ,
a—1 a—1 a—1
k=0 k=0

donc c’est vrai au rang n + 1.

On a donc bien prouvé par récurrence sur n € N que, pour tout n € N et pour tout a # 1,

n L n+1_1
Za Ta-1

k=0

Théoréme. Soit x € R et ne N. Alors :

Si x € 217, Zcoskx:nJrl, Zsink:r:O.

k=0
n . n
) cos 5 sin 71-25-1$ . sin 5z sin ";‘1;3
Six & 277, g coskr = ———7—5—, E sinkr = ———"—.
sin £ sin £
k=0 2 k=0 2




Preuve. Notons

n n
C, = Z cos kx et Sy = Z sin kx.
k=0 k=0
On a
n
Cr+iSy =Y ™.
k=0

Si x € 277, le résultat énoncé est clair.

Six & 277, ' # 1, et donc

. Snt1 n41 Cn41 .
C 1iS eilnthz _ 1 it gifyma _ p—itg inp2isin 2y
" " e —1 el el —e7is 2isin §

On déduit de cela que

sin "'2"1x> cos ﬂxsin"T“:U sin "'2"1x> sin 5 sin %Hx

n <
SlIl2

2

in <
SlIl2

sin £

in £
S 2

C, =Re (eigm
2

et S, =Im (eigm
4 Résolution de I’équation du second degré a coefficients com-

plexes.

Soient a, b, ¢ trois nombres complexes avec a # 0. On cherche a résoudre I’équation

az’> +bz4+c=0 (%)
dans C.
Soit z € C. En divisant par a # 0, on a

b
az’+bz+c=0 < 224+ -24-=0.
a

EI N AN
a” 2a 4a2°

On en déduit que z est solution de (x) si et seulement si
b\> (B ¢
Z) (2 %)Y 2o
<Z + 2a> <4a2 a) ’

b\> 1
(z—|—2a> —@(bz—élac):O.

Notons d; et &2 les deux racines carrées complexes (opposées) du nombre complexe b? — 4ac.

Or

soit encore si et seulement si

z est alors solution de (*) si et seulement si

b\> 82 b6 b 6 b 6 b &

On en déduit que les deux solutions de () sont

—b+ ot —b+ d9

1= 2a 2a



5 Inégalité triangulaire.

Théoréme. Premiére inégalité triangulaire. Pour tous z, 2’ dans C, nous avons
/ /
|z + 2| < |z| + |7

avec égalité si et seulement (z =0) ou (2 =0) ou arg z =arg z'.

Preuve. En effet, si z, 2’ sont dans C, on a
lz4+ 2| <zl + 12| & |z+2P<(z|+Z])? & (+2)EZ+7) <2 +22|7 |+ |¢)?
& ZHF 4T <P 22| F P e 2P 2R < 2P 20| + 1)
& 27 4+22<22||2| & 2Re(27) <227 & Re(:7) < |27

Or cette derniére inégalité est toujours vraie car, quel que soit le nombre complexe w, on a toujours Re

w < |wl.
De plus, on déduit que nous avons P'égalité |z + 2’| = |z| + |2/ si et seulement si Re(zZ') = |27/
11 est clair que, si z = 0 ou si 2’ = 0, Pégalité Re(zz’) = |2Z'| est vraie.

Supposons z # 0 # 2. Si w = 27, alors w # 0. 1l existe donc r > 0 et 6 € R tel que w = re’®. Nous
avons alors Re w = rcosf = |w| = r. Ceci nous donne que § € 277, donc que w = r est un réel positif.

Nous avons alors arg(zz') =arg z—arg 2z’ =arg w = 0 modulo 27. Ceci termine la preuve du théoreme.

6 Somme de deux complexes de module 1.

Si e et e? sont deux nombres de module 1, alors on peut simplifier la somme e + e en mettant en

- utv
facteur e* 2

. . s utv cu—v _su—v u—v s utv
e el =¢"7 (2 +e "2 )chos( 5 )el T,



