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Logique, Ensembles, Relations, Applications

1 Rudiments de logique.

1.1 Quantificateurs

Pour écrire des mathématiques, on utilise souvent les quantificateurs combinés avec les connecteurs logiques

”et”, ”ou”, ⇒ , ⇔ :

- ∀ (lu : “quel que soit” ... ou bien “pour tout” ...)

- ∃ (lu : “Il existe ...”)

- ∃! (lu : “il existe un unique ...”).

Par exemple, si on veut exprimer que tout entier naturel est soit pair ou impair, on écrit :

∀n ∈ N, ∃k ∈ N, tel que n = 2k ou ∃k′ ∈ N, tel que n = 2k + 1.

Si on veut exprimer l’identité remarquable (a + b)2 = a2 + 2ab + b2, on écrit

∀a ∈ R, ∀b ∈ R, (a + b)2 = a2 + 2ab + b2.

De même,

(∀x ∈ R, ax + b = 0)⇔ (a = b = 0)

et

(∃x ∈ R, ax + b = 0)⇔ (a 6= 0 ou a = b = 0)

L’ordre des quantificateurs n’est pas important quand ils sont identiques, mais a de l’importance quand ils sont

différents.

Quelques exemples :

(∃x ∈ R, ∃y ∈ R, y − x > 0)⇔ (∃y ∈ R, ∃x ∈ R, y − x > 0)

et ces deux assertions sont vraies.

(∀x ∈ R, ∀y ∈ R, y − x > 0)⇔ (∀y ∈ R, ∀x ∈ R, y − x > 0)

et ces deux assertions sont fausses. Par contre les assertions

∃x ∈ R, ∀y ∈ R, y − x > 0

∀y ∈ R, ∃x ∈ R, y − x > 0

sont différentes. En effet la première est fausse alors que la seconde est vraie.



1.2 Négation.

On appelle négation d’une assertion A, l’assertion (non A) qui est vraie quand A et fausse, et fausse quand A

est vraie.

Les règles pour prendre les négations des assertions sont très simples :

- ∀ devient ∃ ;

- ∃ devient ∀ ;

- non (A ou B) = (non A) et (non B) (le ”et” devient ”ou”) ;

- non (A et B) = (non A) ou (non B) (le ”ou” devient ”et”) ;

- non (A⇒ B) = A et (non B).

Par exemple, si on écrit que tout entier est pair (ce qui est faux) :

∀n ∈ N, ∃k ∈ N, n = 2k,

la négation de cette assertion est donc vraie, ce qui nous donne :

∃n ∈ N, ∀k ∈ N, n 6= 2k.

La négation de l’assertion (vraie) :

∀n ∈ N, ∃k ∈ N, tel que n = 2k ou ∃k′ ∈ N, tel que n = 2k + 1.

est

∃n ∈ N, ∀k ∈ N, n 6= 2k et ∀k′ ∈ N, n 6= 2k + 1

qui est donc fausse car la première est vraie.

2 Ensembles.

2.1 Définition.

Nous considérons des ensembles (ou collections) d’objets de nature quelconque : ensemble des points de l’es-

pace, ensemble des nombres réels, ensemble des droites du plan, etc... Les objets dont l’ensemble est constitué

s’appellent les éléments.

2.2 Symboles de la théorie des ensembles.

Soient A et B deux ensembles quelconques.

- ”x ∈ A” signifie x est un élément de l’ensemble A.

- ”x 6∈ A” signifie x n’est pas un élément de A.

- L’ensemble ne contenant aucun élément est l’ensemble vide, noté ∅.
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- ” A ⊂ B” signifie que A est inclus dans B, c’est-à-dire que tous les éléments de A sont des éléments de B.

Cela se formalise :

∀x, (x ∈ A⇒ x ∈ B).

- ”A 6⊂ B” signifie que A n’est pas inclus dans B. C’est la négation de l’assertion précédente, c’est-à-dire qu’il

existe des éléments de A qui ne sont pas des éléments de B. Cela se formalise

∃x, x ∈ A et x 6∈ B.

-”A = B” signifie que les éléments de A sont exactement les éléments de B. Cela se formalise

∀x, (x ∈ A⇔ x ∈ B).

-”A 6= B” est la négation de l’assertion précédente, c’est-à-dire qu’il existe des éléments de A qui ne sont pas

dans B ou il existe des éléments de B qui ne sont pas dans A. Pour formaliser cela, on écrit que

[A = B]⇐⇒ [∀x, (x ∈ A)⇔ (x ∈ B)]

⇐⇒ [∀x, (x ∈ A)⇒ (x ∈ B) et (x ∈ B)⇒ (x ∈ A)] .

Et donc :

[A 6= B]⇐⇒ [∃x, (x ∈ A et x 6∈ B) ou (x ∈ B et x 6∈ A)] .

- On appelle intersection de A et de B l’ensemble des éléments qui sont à la fois dans A et à la fois dans B. On

note cet ensemble A ∩B. On a

∀x, (x ∈ A ∩B)⇔ (x ∈ A et x ∈ B).

- On appelle réunion de A et de B l’ensemble des éléments qui sont dans A ou bien dans B. On note cet

ensemble A ∪B.

∀x, (x ∈ A ∪B)⇔ (x ∈ A ou x ∈ B).

- Soit E un ensemble et soit A un sous-ensemble de E. On appelle complémentaire de A dans E et on note

CE A ou E \A l’ensemble des x de E qui ne sont pas dans A.

∀x ∈ E, x ∈ (E \A)⇔ x 6∈ A.

2.3 Ensemble produit.

Si A et B sont deux ensembles quelconques, on appelle ensemble produit de A par B et on note A×B, l’ensemble

des couples ordonnés (a, b), où a ∈ A et b ∈ B.

Bien faire attention au fait que, si a ∈ A et b ∈ B et si a 6= b, (a, b) 6= (b, a).

De plus, l’égalité (a, b) = (a′, b′) signifie a = a′ et b = b′.

On a donc

A×B = {(a, b)/ a ∈ A et b ∈ B}.

Plus généralement, on appelle produit de n ensembles A1, . . . , An (dans cet ordre), et on note :

A1 × · · · ×An =

n∏
k=1

Ak
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l’ensemble des suites ordonnées (a1, . . . , an) où a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An.

Si les ensembles A1, . . . , An sont égaux à un même ensemble A, on note : A1 × · · · ×An = An.

3 Applications.

3.1 Applications. Composition des applications.

Définition. Si E et F sont deux ensembles, on appelle fonction f ou application f toute correspondance qui à

un élément x de E associe un et un seul élément y de F . On note f : E → F , x 7→ y = f(x).

Définition. Si E, F et G sont trois ensembles et f : E → F et g : F → G deux applications, on appelle

application composée de g et de f et on note g ◦ f l’unique application qui à x ∈ E associe g[f(x)]. On a donc :

∀x ∈ E, (g ◦ f)(x) = g[f(x)].

On vérifie de manière immédiate que, si E, F , G et H sont quatre ensembles et f : E → F , g : F → G et

h : G→ H trois applications, on a

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

On dit alors que la composition est associative.

3.2 Injectivité, surjectivité, bijectivité.

Définition. Soient E, F deux ensembles et f : E → F une application. On dit que :

- f est injective si et seulement si : ∀(x, x′) ∈ E2, f(x) = f(x′)⇒ x = x′.

- f est surjective si et seulement si : ∀y ∈ F, ∃x ∈ E, f(x) = y.

- f est bijective si et seulement si f est injective et surjective.

On vérifie de manière immédiate que la composée de fonctions injectives est injective, la composée de fonctions

surjectives est surjective, et donc que la composée de fonctions bijectives est encore bijective.

Si E est un ensemble non vide, on note IdE l’unique application de E dans E appelée identité, et qui à tout

élément x de E associe x ∈ E.

Nous avons la caractérisation suivante des fonctions injectives, surjectives et bijectives :

Théorème. Soient E, F deux ensembles et f : E → F une application.

- f est injective si et seulement si il existe une application g : F → E telle que g ◦ f = IdE.

- f est surjective si et seulement si il existe une application g : F → E telle que f ◦ g = IdF .

- f est bijective si et seulement si il existe une application g : F → E telle que f ◦ g = IdF et g ◦ f = IdE.
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Preuve. Prouvons le premier point : si il existe une application g : F → E telle que g◦f = IdE , montrons que f est

injective. Soient donc x, x′ ∈ E tels que f(x) = f(x′). On a alors x = g◦f(x) = g[f(x)] = g[f(x′)] = g◦f(x′) = x′.

Ceci prouve bien que x = x′, donc que f est injective.

Réciproquement, montrons que si f est injective, il existe g : F → E telle que g ◦ f = IdE . Soit y ∈ F . Si

il existe x ∈ E tel que f(x) = y, ce x est unique car f est injective. On pose alors g(y) = x. Sinon, on pose

g(y) = a où a ∈ E est quelconque. On vérifie que l’application ainsi construite vérifie g ◦ f = IdE . En effet, si

x ∈ E et si y = f(x), alors, par construction, g(y) = x. Ceci clôt la preuve du premier point.

Prouvons le second point : si il existe une application g : F → E telle que f ◦ g = IdE , montrons que f est

surjective. Soit donc y ∈ F . Soit x = g(y). On a y = (f ◦ g)(y) = f [g(y)] = f(x). Ceci prouve bien que, pour

tout y ∈ F , il existe x ∈ E tel que y = f(x), et donc que f est surjective.

Réciproquement, montons que si f est surjective, il existe g : F → E telle que f ◦ g = IdF . Soit y ∈ F . Il

existe au moins un élément x ∈ E tel que f(x) = y. On en choisit alors un, et on pose g(y) = x. On vérifie

que l’application ainsi construite vérifie f ◦ g = IdF . En effet, si y ∈ F et si g(y) = x, alors, par construction,

f(x) = y. Ceci clôt la preuve du second point.

Prouvons le troisième point. Il est clair que si il existe g : F → E telle que f ◦ g = IdF et g ◦ f = IdE , alors

d’après les deux points précédents, f est injective et surjective, donc f est bijective.

Réciproquement, si f est bijective, montrons qu’il existe une application g : F → E telle que g ◦ f = IdE

et f ◦ g = IdF . Grâce aux deux points précédemment prouvés, on sait qu’il existe g1 et g2 de E dans F

telles que g1 ◦ f = IdE et f ◦ g2 = IdF (attention ! g1 et g2 n’ont à priori aucune raison d’être identiques).

Prouvons néanmoins qu’ici, on a g1 = g2. On utilise pour cela l’associativité de la composition. On a d’une part

(g1 ◦ f) ◦ g2 = IdE ◦ g2 = g2, et d’autre part (g1 ◦ f) ◦ g2 = g1 ◦ (f ◦ g2) = g1 ◦ IdF = g1. D’où g1 = g2.

Corollaire et définition. Soit f : E → F une application entre les deux ensembles E et F .

Alors f est bijective si et seulement si il existe une application g : F → E telle que g ◦ f = IdE et f ◦ g = IdF .

Cette application est de plus unique, et est aussi une bijection de F vers E. On l’appelle bijection réciproque de

f et on la note f−1.

De plus, f est bijective si et seulement si

∀y ∈ F, ∃!x ∈ E, y = f(x).

Preuve. On a vu que f est bijective si et seulement si il existe une application g : F → E telle que g ◦f = IdE et

f ◦g = IdF . Prouvons que cette application g est unique. Supposons donc qu’il existe g1 et g2 deux applications

de F dans E telles que g1 ◦ f = g2 ◦ f = IdE et f ◦ g1 = f ◦ g2 = IdF . Alors, comme précédemment, on a d’une

part (g1 ◦ f) ◦ g2 = IdE ◦ g2 = g2, et d’autre part (g1 ◦ f) ◦ g2 = g1 ◦ (f ◦ g2) = g1 ◦ IdF = g1. D’où g1 = g2. Ceci

prouve l’unicité de g.

En particulier, ceci prouve que, pour tout y ∈ F , il existe un unique x ∈ E (qui est f−1(y)) tel que y = f(x),

d’où le dernier point.
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Définition. Soit f : E → F une application entre les ensembles E et F . Soit A ⊂ E et B ⊂ F deux sous-

ensembles de E et F . On appelle image directe de A et on note f(A) le sous-ensemble de F défini par

f(A) = {f(x)/ x ∈ A}.

On appelle Image réciproque de B et on note f−1(B) le sous-ensemble de E défini par

f−1(B) = {x ∈ E/f(x) ∈ B}.

Bien faire attention au fait que f−1(B) existe toujous, même si f n’est pas bijective (auquel cas la bijection

réciproque f−1 n’existe pas).
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