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Correction de ’exercice 1 de la troisieme feuille d’exercices

Exercice 1. Une bifurcation simple.
1) L’analyse qualitative conduit aux dessins répartis (plus ou moins judicieusement) ci-
dessous:
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FIGURE 1. Allure des solutions de 2’ = =

Tous ces problémes sont autonomes (le membre de droite de dépend pas du temps), donc en
particulier a variables séparables. Apres réflexion, on obtient que:

e les solutions de 2’ = x2 sont de la forme
1 -1
o) = (5 - (=)
e les solutions de 2/ = 22 + 1 sont de la forme
x(t) = tan(t — top — arctan(zg))
e les solutions de 2’ = z? — 1 sont de la forme
A+ e~ (t=t0) x9—1

W)= e AeeA= T

2) Quand on a écrit les solutions en fonction des conditions initiales, le flot est connu. Il
suffit de fixer ty = 0 et de considerer g comme une variable. On obtient par exemple pour
le premier systeme le flot @4

Ql(t, xo) :



FIGURE 2. Allure des solutions de 2/ = 22 + 1
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FIGURE 3. Allure des solutions de 2/ = 22 — 1

ot Dy = {0<xgett<azy'tU{0>zgett>azy'}. Il faut en effet limiter le domaine de @,
car les solutions explosent.

Dans le second cas, on obtient ®5:

Dy — R

Py (t,0) : (t,xg) +— tan(t — arctan(zg))

ou Dy = {0 < |t — arctan(zg)| < 7/2}. On notera que dans tous les cas, le flot est une
fonction réguliere de la condition initiale. C’est-a-dire que si on perturbe légérement la
condition initiale, les solutions restent proches.

3) D’apres les études qualitatives de la question 1, ce qui importe pour la forme des trajectoires
est lié au nombre de points d’équilibre, donc au nombre de racines du membre de droite. Pour



faire apparaitre ce nombre de racines, on se ramene a la forme canonique:

- 2_{_9 _|_E — _i 2_M
r =a\|x al‘ 0 = a xT 2a 4@2

En posant Ag = 4/ b24;42ac|, et y=x— % (ce qui implique 2’ = ¢/'), on obtient:

2
y = a(y2 + A%) = aA% ((y > + 1)
Ao

suivant le signe de b — 4ac, le plus ou moins venant juste du fait qu’on a considéré la valeur
absolue de (b* — 4ac)/4a®. On change encore de fonction inconnue: z(t) = y(t)/Ag, ce qui
donne

/

2 = z—o =alo(2* £ 1).

Pour se débarasser de la derniere constante, il faut changer ’échelle de temps, c-a-d considerer
h(t) = z(t/alp). en effet, on obtient alors:

(o) — 2 (t/ad)

al\g
On ferra attention que si a < 0, I'orientation du temps est inversée entre h et z. Pour
récapituler, on a effectué le changement de fonction inconnue:
y(t/alg)  x(t/alg) — %

h(t) = z(t/alo) = . A,
Comme le changement est affine en x et linéaire en t, cela ne modifie pas la forme générale
des solutions. Dans tous les cas, I’étude qualitative de 2/ = az? + bz 4+ ¢ aménera donc &
un des systeémes étudiés a la question 1. A noter que si a < 0, il faut modifier le sens de
parcours des solutions (de droite & gauche), ou encore faire une symétrie par rapport a l’axe
des ordonnées. Finalement, la forme globale des solutions sera celle de (Ep) si ax? + bz + ¢
possede une racine double, celle de (E ) s’il ne possede pas de racines et celle de (E_) s’il y
a deux racines distinctes.

=2(t/alo)* £1 =h(t)* £ 1.

4) Pas par un changement de variables car si ¢’était le cas, ils auraient tous les deux des
points d’équilibres. Or (E,) n’en a pas.

5) Cela dépend du signe de b? — 4ac. Si a est fixé, on obtient une parabole. A l'intérieur de
celle-ci, on se comporte comme (E_). Sur celle-ci, comme (Ej) et a l'extérieur comme (E ).
Si les parametres sont vraiment a l’extérieur ou 'in‘érieur de la parabole, ils vont y rester
apres une petite modification de leur valeur, et dans ce cas la forme globale des solutions
ne sera pas changée. Par contre, si les parametres étaient initiallement sur la parabole, une
toute petite modification de ceux-ci peut les faire rentrer a l'intérieur ou sortir & I'extérieur
de la parabole. Dans ce cas, la forme globale des solutions sera globalement complétement
modifée. C’est ce qu’on appelle en mathématique une bifurcation voire aussi une catastrophe.
La parabole est la zone ou peuvent se produire ces catastrophes. Il est trés important de
connalitre ces zones car quand une fois qu’on y est rentré, il est tres difficile de prévoir ce qui
va se passer.



