Université Paris Diderot Année 2007/08
L3 Maths Appliquées Intégration

Examen du 7 janvier
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Les intervalles de R sont munis de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.

I

Questions de cours.

1)

a) Pour tout k, Ay = f~'([k, + 0o[) est un borélien car c’est I'image réciproque par la fonction
mesurable (car intégrable) f de I'intervalle (et donc borélien) [k, + ool.

b) Remarquons que Vz € X, kla, () < f(z). On integre cette inégalité:

ku(Ak):/klAk d,ué/fd,u.

On peut donc choisir a = /f du.

c) Soit A = {x € X : f(x) = +o0}. On a alors que Ay, = N;2A,. D’apres les propriétés
de la mesure, et comme p(A4;) < a < 400, on a que (Ax) = hrf u(A ) (qui existe car la suite

(11(Ay))nen est décroissante). Mais d’apres la question précédente, 0 < pu(A,) < g, ce qui implique
n
que lnf 1(A,) = 0. On en déduit que p(As) = 0, ce qui signifie exactement que f(z) < 400 pour

p-presque tout z € X.
2) Voir cours.

3)
a) Dans cette question on posera h(zx) = / |f(x —y)g(y)|dy. La fonction (x,y) — |f(x —y)g(y)|

R
est bien mesurable comme produit et composition de fonctions mesurables. D’apres le théoreme de
Fubini pour les fonctions positives, h est aussi mesurable et:

[ irte =gty = [ ([ 1= ol d) do
_ /Rh(x)dx

En utilisant une nouvelle fois Fubini en commencant par integrer en x, on obtient:

[ = watlasay = [ ([ 15t natla) ay
= [l ([ 156 = lae) ay
— [t ([ 1r@ar) ay
= ([ 1swias) ([ 1r01ac)
+00,



puisque f et g sont intégrables. On déduit de ces deux équations que / h(z)dx < +o00. D’apres la
R
question 1), cela implique que h est finie presque partout.

b) 1l faut utiliser, pour un z fixé, le changement de variable linéaire y — (z — y). Pour cette
transformation, le Jacobien est 1. On obtient que

(F+9)a) = [ o =)ol dy—/f y)dy = (g + f(z))

¢) On utilise le théoreme de Fubini et le fait que la valeur absolue d’une intégrale est toujours
inférieure a 'intégrale de la valeur absolue, pour calculer:

[ 1-v) dy\d:c—/R(A|f<x—y>||g<y>|dy)dx
/R pedo = ( / r@lde ) ([ lowla)

< Al llglh

If* gl =

/N

On a utilisé pour les trois dernieres lignes les calculs fait dans la premiere partie de la question 3).

d) On utilise Fubini comme précedemment cette fois-ci sans valeur absolue. on obtient:

[a@ar = [ ([ se-vawar) e

= /|, [z —y)g(y) dudy

= [([ 1ot ac) ay
Lo ([ 16 was) ay
= (/Rf(l“)dx) (/Rg(y)dy)-

11

os(x)

c
1) La fonction f = ———=, pour a €]0,1[ est continue sur [, +oc[, donc borélienne . Par définition,
T

+o0
f est intégrable au sens de Lebesgue sur [r, + oof si / |f(z)] dz < +o0.

Orona/jLOO |dx—Z/ |dx/z / | cos(z)|dx = — Zka
s )

Puisque la série Z o est divergente si a €]0,1], on conclut que la fonction f n’est pas intégrable.

" sint 1 ["sinz
2) En intégrant par parties, on obtient / f(x)dx = + 5/ — dz Vr > . La fonction
sinx L, .
x +— —— est intégrable sur [, + oof, si a €]0,1[. En effet
xOé

sin x

dr < oo dx 1
TS . :L‘oz-l—l_aﬂ-oz'

/Jroo
™

:L‘oc—i—l



sin x
dx

3;04-1—1 :

T3 —+00
P . sin
On en déduit que lim dx =
r—+oo J rotl -

sinr "

=0 (|sin(r)| < 1). On peut donc conclure que / f(z) dx admet une limite

Par ailleurs, lim
r—+4oco ¢

™
finie quand r — 400, et donc que f admet une intégrale généralisée sur |7, + co.

111

1)
— D’apres le théoreme de croissance comparée, pour tout y > 0 la fonction (1 + z)"e ¥ est
intégrable sur RT. En effet, pour tout n € IN et y > 0, il existe un rang & partir duquel

(1+2)" < e™? et alors (1 +z)"e™™ < e /2 qui est intégrable pour tout y > 0.
oh
- L(N) = /h(fcay) do avee hzy) = flw)e™™. Ona 7 (wy) = —wflz)e*".

Soit @ > 0. Pour tout y > a, <zf(r)e™ < el +x)" e,

oh
a_y(l‘ay)

Cette derniere fonction majorante et indépendante de y est intégrable, pour les mémes raisons
qu’a la question 1). Nous pouvons donc appliquer le théoréme de dérivabilité des intégrales a un
parametre, et en déduire que L(f) est de classe C' sur tout intervalle de la forme [a, + oo, et
donc sur |0, + oo[. Sa dérivée est donné par la formule

t+oo 400
C(f)(y) = / g—;‘u,y)dx:_ / f(@)e " d

— La fonction —x f(z) vérifie | — 2 f(z)| < ¢(1+x)™*!, elle satisfait donc les hypothéses permettant

de calculer la transformée de Laplace, et nous pouvons lui appliquer le résultat de la question
+oo

précedente. Nous obtenons que L(f)"(y) = 2% f(x)e”™ dr. Nous pouvons recommencer:

0
la fonction 2% f(x) satisfait & son tour la condition ?f(z) < ¢(1 + 2)" et ainsi de suite. Par
récurrence nous obtenons que L(f) est de classe C* et que ses dérivées sont données par:

£ = -y [ i fla)e e

M
— On utilise une intégration par partie dans l'intégrale / f(x)e ™ dz, avec u'(x) = f'(x) et
0

v(x) = e *¥. On obtient
M M
| r@eas = wemy [ psweds
0 0
M
— SO0 = fO)+y [ S ds
0

De plus, f vérifie f(z) < ¢(1+x)", ce qui implique que MhIle f(M)e ™Y =0 et que f(z)e ™ et

M 400
intégrable, et donc que / f(z)e™™ dx converge vers (x)e”™ dx, quand M — +o0. De
M 0 400 0
méme Mlim / fl(x)e ™ de = f'(x)e ™ dx qui est bien définie. Nous concluons donc
—+ Jo 0

que

L(f)y)=yL(f)y) — f(0)



2)
— Posons a,(y) = L(z")(y) = / x"e ™ dx. En utilisant la formule démontrée a la question

précedente, nous obtenons que

an(y) = L(z")(y) = yL (xn+ ) () = 0= —L—a,1(y).

n+1 n+1

oo
1
D’autre part, ao(y) = / e "dr = —. Et grace a la formule de récurrence démontrée, nous
0 x

n!
obtenons que a,(y) = L(f)(y) = sy
+oo (e4w) 1
o E —cx — —(e y;):d —
@) = [ e -
) +00 (y—i) 1
o W — - y_'lwxd —
ce=n) ) = [ e - ——

3) De la question 2) nous déduisons que

Yy >0, L(f")(y) = yL(f)— f(0) =ywL(f)— f(0)) — f(0)
= yL(f)—yf(0)— f(0).

De plus, si f vérifie f” = —w?f, alors L(f") = —w?L(f). En utilisant cette relation dans I’égalité
ci-dessus, nous obtenons que

(y* +w?)L(f) = f'(0) +y(0)

(0 0
On obtient donc que L(f) = % A la question précedente, nous avions montré que
Y2+ w

, 1

L(e“")(y) = —. En prenant la partie réelle, puis la partie imaginaire dans cette égalité, on
Y —iw
obtient que L(cos(wz))(y) = 7 j{ — et que L(sin(wz))(y) = ﬁ Par combinaison linéaire, on
obtient que
(0 (0 0
L (f(O) cos(wx) + ff) ) sin(wx)) (y) = %
Comme nous avons admis que la transformée de Laplace est injective, nous pouvons conclure que
_ f)
Vo <0, f(x) = f(0) cos(wx) + sin(wx)
w

puisque ces deux fonctions ont la méme tranformée de Laplace.
4) Ici, en transformée de Laplace, 1'équation différentielle devient —cL(f)(y) = yL(f)(y) — f(0),
ce qui implique que
f(0)
L = :
(D) =122

D’apres les calculs de la question 2, et I'injectivité de la transformée de Laplace, nous concluons que

f(x) = f(0)e™




