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Chapitre 1

Introduction et géneralités

1.1 Rappel de résultats importants

Dans cette section on rappelle quelques résultats bien connus qui seront
utiles dans la suite.

Théoréme 1.1.1 (Théoreme d’Ascoli). Soit (E,d) un espace métrique com-
pact, (F,0) un espace métrique complet. Soit C(E, F) l’ensemble des fonc-
tions continues de E dans F. Une partie A de C(E,F) est relativement
compacte si et seulement si :

(a) Vo € E, {f(x)}c4 est relativement compacte dans F

(b) Vx € E, Ye > 0, 3V wvoisinnage de x dans E tel que Vf € AVy € V

6(f(z), f(y)) <e

Théoréme 1.1.2 (Formule d’Ito). Soit {X;,t € R} un processus d’Ité a
valeurs dans R.

t t
X = Xo +/ bsds +/ osdBs
0 0

Soit f € C*(R?) a derivées bornées. La formule d’Ité assure que :

t t
£ = 1350 + [ Fgax+ 5 [ ongedes

Proposition 1.1.3. Soit (2, §,P) un espace probabilisé, B un mouvement
brownien standard, et (S’t)tzo la filtration induite par ce mouvement brow-

nien. Soit Oy un processus adapté tel que ¥Vt > 0 E (fg szs) < 00. Alors :

¢
E (/ <95st> =0
0



Lemme 1.1.4 (Lemme de Gronwall). Soit u, 5 deuz fonctions continues
sur un intervalle I, a localement intégrable. Si B est positive, a croissante
et que u vérifie une inégalité :
t
u(t) <alt)+ [ B(s)u(s)ds, Vte I

to

Alors vt e T .
u(t) < at)eln #O%

1.2 Systemes de particules et mesures empiriques

1.2.1 Quelques considérations physiques

On considere un systeme de N particules chargées identiques de masse
m et de charge g. On désigne par (X!, V) € R3 x R3 la position et la vitesse
de la i-eme particule au temps t, et par (XZO, V;O) sa position et sa vitesse
initiale. On néglige I'action de la gravité et on considére que les particules
sont uniquement soumises a ’action (de répulsion puisqu’elles sont toutes
chargées de méme signe) de Couloumb. On note F(X} — th) la force exercée
par la j-eme particule sur la i-eme particule, donnée par :

2 Xt — xt 2
FX! - X)) = g = — Vo (X - X))
SR
( J

Ou ¢, est le potentiel coulombien donné par :

1

¢C(X) = m

L’évolution dynamique du systeme est dictée par la seconde loi de Newton :

Xt =V

M 2
mVi = =30, 4i= V(X = X))

Introduisons maintenant L et T une taille et un temps caractéristiques du
systeme, telle que % soit une vitesse caractérstique du systeme, par exemple

la vitesse thermique définie par :

L 1
f = ‘/th = %k‘BTemp



Ol Tepp est la température du systeme et k:B la. constante de Boltzmann.

Introduisons les grandeurs adimensionnelles X; X! Vt 7 telles que

X! =LX!
V= ViV
t=Tr1

L’évolution du systeme de grandeurs adimensionnelles est donnée par :

Xt  pdXxt T
& =T @ =V

dvi o dvi 2TL Xi-XY)
i i T3 Z

dr Vin, dt = " mAneg Vi XtH

On pose a le facteur adimensionnel qui aparait.

¢*T

“= mL24meq Vi,

t _t
On consideére maintenant le systeéme (Y:,Vf) = (Xi‘/m, \/Jl\Ta VN "> c’est

a dire que 'on change I’echelle de temps d’un facteur ﬁ L’évolution de
ce systeme est donné par le systeme d’EDO :
Xlo Ly
1 m 7 [
Lt
V = \/7\1/7‘7\/1\71 = % Zj;éi quc(yﬁ - Y;)

On est donc enclint, pour I’étude de ce probleme physique, a considerer
I’étude mathématique de ce systeme, notamment quand le nombre N de
particules tend vers I'infinie. De plus ce choix d’échelle de temps permet que
la force reste d’odre 1 indépendament du nombre de particules.

1.2.2 Systeme d’EDO et mesures empiriques
On considere le systeme d’'EDO sur (R? x R%)N

Xt =Vt

K3 3

V= % Zj;éi VK(X] - X]t)

%
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Ou K est le potentiel d’intéraction. VK est dans un premier temps lip-
schitzienne pour la commodité, mais qui est toujours impair (pour respecter
le principe d’intéraction réciproque) et vérifie toujours VK (0) = 0. Les
positions et vitesses initiales (X?,Vio)izluN € (R? x RH)N sont fixées. Le
théoreme de Cauchy Lipschitz assure 'existence et 'unicité d’une solution
maximale sur tout ouvert de R x (R? x R4)Y et méme d’une solution globale.
On fixe T' > 0 et on considere la famille indexée par N des restrictions des
soultions du systeme d’EDO sur [0,7] x (R? x RV & laquelle on associe
la famille des mesures empiriques (uly)yen mesures de probabilités sur

R? x RY définies par
1 XN
py = N Z; 5Xf,vf
1=

N - . 0o _ 1 N
Ou § désigne la masse de Dirac. On pose py = « i (5)(?%0 la mesure
emprique initiale. L’interét de ces mesures empriques est donné par la pro-
postion suivante

Proposition 1.2.1. (uly)icpo,r] est solution au sens des distributions de
l’équation non linéaire de Vlasov :

Oply
ot

+ U-Vxlul}\f + F(/’Lljt\f)vvﬂ}t\f =0

pour la donnée initiale u%. F(u) est donnée par :

Fo@) = [ V(= yda(y.w)

Démonstration. On commence par rappeler la définition d’étre solution au
sens des distributions de I’équation de Vlasov. S([0,T] x RY x R?) dénote
I’'ensemble des fonctions dans la classe de Schwartz sur [0, T] xR?xR? (i.e des
fonctions infiniement dérivables sur R? x R% avec des derivées & décroissance
rapide).

Vo € S([0,T] x R x R), Wt € [0,7] on a :

t_ 0 _ ¢ ( B s >
/Rdxmd o /RR P = /0 /RR (0 + vVap + F (1) (2) Vo) 1*(y, ) | ds

Dans la suite on utilisera la notation dualiste (¢, n) = [pa,pa @dp. Soit
¢ € S(R? x RY) et x € C°(]0,¢]). On pose g(s) = x(s) (¢, u3)
t

o) =9(0) = [ g 6)is = [ X @uiras+ [ x5 (o)

0

!



Mais

d 1 X
7 (@) —Nz (X2, V)
1L .
= 3 2 KIVR0(X] V) + VYLK V)

N N
= VIV V) [ SVR(XS - XD) | Veo(X2 )

— =
Ot on a utilisé le fait que (X7, V;®) est solution du systeme d’EDO et le fait
que VK(0) = 0 ce qui permet de remplacer indinsctement la sommation
sur les j # i par une sommation des j = 1--- N. Cette condition sur VK
s’appelle aussi condition de "non autointéraction” et signfie physiquement
qu’une particule n’a pas d’action sur elle-méme. En remarquant que

N
1 S S S S
~ Z VEVad(XF, Vi) = (0-V et 1)

N
%Z X3) = (VK (X} —y), i) = F(uiv)(X)

N N

1 1 s s s s . .
T2 | 5 2 VEXT = X)) | Voo (X2 V) = (F(ui) (@) Vs, 1)
i=1 j=1
Donc en conclusion :

(x(t), i) —(x(0), ply) = /0(<X’¢,u?v>+<v-Vx(x¢),/~L7v>+<F(u?v)-Vv(X¢),M?v>)d5

Par densité de I’espace engendré par les fonctions tensorisables (ie (s, z,v) =
x(s)o(x,v) x € C([0,1] ,t € [0,T], ¢ € S(RExR?)) dans S([0, T] xR xR%),
on a bien que (/‘IJSV)te[o 1] est solution au sens des distributions de ’équation

de Vlasov pour la donnée initiale 1Y;.
O

1.2.3 Systéme d’EDS

On considére maintenant le systeme d’EDS dans R¢ x R?
dX!=V!dt

AV = £ YN F(X! - XY)dt + vd B!



pour la donnée initiale (XZO, VZO)Z 1..~n. On note u((]N) la loi de ce vecteur

aléatoire de dimension 2d/N. On suppose que cette loi est symétrique c’est
a dire que (X9, V);—1..n et (Xg(i),VO(i))izl.‘.N ont la méme loi ol o est

1771 o

une permutation {1--- N}. Par symétrie du systeme d’EDS, a tout temps

t la loi /LEN) du vecteur (X!, V}!);—1..n est aussi symétrique. Notons donc

Yi= (X}, -+, X4, VI - VL) ce vecteur est solution de 'EDS :
Ayt = (MY' + GN(Y"))dt + odB!

Avec
0 I
M = e M(R?N)
0 0
0
GN(:L“l TN, V] o) =| 1 0 € R2IN
9 ) ) 9 N Z]—l F(.’L’l _ x])
%Z] IF('CUN_x])
0 0
g =
0 vl

On applique la formule d’Ité au processus Y. Soit f € Cf(RQdN )ona:

t 0 ! s s 1 ! t s
fYh =f(y )+/0 VI(Y*)dYy +2/0 ot Af(Y*)ds
avec
t t t
/Vf(YS)dYS:/ Vf(YS)(MYS—irGN(YS))ds—ir/ Vf(Y*)odB'
0 0 0

Prenons 'esperance de cette équation. Par définition de la loi d’un vecteur
aléatoire on a :

BU) = [

Ensuite,

/Vf (Y*)dY?®) = /Vf (Y(MY* +GN(Y*))ds)
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car on a que
t
IE(/ Vf(Y*)odB!) =0
0

Mais encore par définition de la loi et par le théoreme de Fubini,

E( / VY (MY LGN (7)) ds) = / CE(V (V) (MY*))dst / CE(V ()G (V) ds
0 0 0

De méme,

E (; /Ot aatAf(YS)ds) . /Ot <;E(aatAf(Ys))) ds

Prenons f(x1, -+ ,oN,v1, - ,vn) = g(x1,v1) et notons p! la loi du vec-
teur (X1, VY) sous ,uEN) (par symétrie c’est la méme que celle d'un vecteur
(X!, VE) i #1). On a donc

17 71

t t t
/ E (V.g(X5, Vi) MY*®) ds = / E (V. g(XF, Vi)V7) ds — / Vag(as, v )ordp®
0 0 0

R2d
et,
t N t 1 N
/OIE(ng(Xf,Vf)G (YS))dsz/O E | Vug(X7,V7) NZF(Xf—X}”) ds
j=1
mais,
1Y 1 Y
E | Vog(X3,V5) NZ X3) NZ Vg (X7, VP F(X7 - X3))

Notons ,qu) la loi du vecteur (X}, VY, X4, V). Par symétrie c’est aussi la loi
du vecteur (X1, Vl,Xj, Vjt) pour j # 1. Donc :

N
1 s 1
N E Vog(XT, Vi) F(X7 Xj)) = NN Rt va(xhvl)F(l‘l_x?)dHfz)

Finalement on a que

2

t t t
/ gdu! = / gduo—i—/ / U.ngd,usds—i—/ VUgF(:cl—:cg)du‘EQ)ds—i—V/ Aygdp’ds
R2d R2d 0 R2d 0 R4d 2 0



Et donc on obtient I’équation au sens faible suivante qui lie u! et ,qu)

t 2

88% + U-vm,ut + vv(Fﬂfg)) = %Avﬂt

On a une équation qui lie deux inconnues ce qui constitue un obstacle.
Une condition suffisante pour avoir une seule inconnue est que les vecteurs
(XE, V) et (XE,VY) soient indépendants de sorte que M€2) = ut @ ut. Ce-
pendant quand N est fixé les trajectoires des particules sont liées les unes
les autres et n’ont pas de raison d’étre indépendants. On verra que cette
indépendance peut étre obtenue sous certaines hypotheses quand le nombre
de particules tend vers 'infinie.

1.2.4 Considérations historiques et problématiques

L’appelation ”équation de Vlasov” peut sembler étrange a la vue de la
chronologie des travaux concernant la théorie cinétique comme il est sou-
ligné dans [10]. En 1915 le mathématicien et astronome anglais James Jeans
propose le modéle suivant pour ’étude de la dynamique d’une galaxie :

of  ,of _ovof

v — — L =

ot “Or  Or Ov

Ou r et v désigne la position et la vitesse d'une étoile, f la fonction de
distribution de I’ensemble des étoiles, et ¥ est le potentiel gravitationnel.
Il attire I'attention sur le fait qu’il s’agit d’un cas particulier de I’équation
de Boltzmann sans opérateur de collisions. En 1938 le mathématicien russe
Anatoly Vlasov présente un modéle identique pour décrire la dynamique
d’un systéeme de particules chargées interagissant via la loi de Couloumb.
Aujourd’hui on appelle équation de Vlasov 'EDP non linéaire suivante :
of ~
a -+ 'U-vxf + F(f)(m)vvf =0
Avec F(f)(z) = J F(z —y)f(y,w) ot F est une donnée du probléme. A
I’origine on entendait par équation de Vlasov ce qu’on appelle aujourd’hui
équation de Vlasov-Poisson, c’est a dire que F' dérive d’'un potentiel K qui
est solution de I’équation de Poisson :

AK = p(t,y) = /f(taya w)dw

Ce qui est le cas lorsqu’on prend pour K le potentiel coulombien. On couple a
I’équation de Vlasov une EDP supplémentaire. Le modéle de Vlasov-Poisson



est donc beaucoup plus compliqué mais aussi beaucoup plus réaliste physi-
quement que le modéle de ”Vlasov simple”.

A la fin des années 70, presque simultanement, Dobrushin, et Braun et
Hepp ont prouvé l'existence et I'unicité de solution de cette équation en
s’intéressant a la question suivante. On a vu dans la section précedente que
la mesure empirique associée a un systeme de particules est toujours so-
lution faible de I'’équation de Vlasov pour la donnée initiale 43 la mesure
empirique intiale. Si quand N — oo ,u?\, converge en un certain sens qu’il
faudra définir vers une mesure de probabilité disons a densité fy, que dire de
la limite quand N — oo des Nﬁv mesures empriques au temps ¢ par rapport
a la solution de I’équation de Vlasov au temps t pour la donnée intiale fjy,
f(t)? Si on arrive a montrer que f(t) peut s’interpreter comme la limite
de ces mesures empiriques on parle de limite de champ moyen et cela
apporte une justification supplémentaire que 1’équation de Vlasov est une
bonne modélisation pour les plasmas.

Une autre question que 'on peut etre amené a se poser quand le nombre
de particules tend vers l'infinie est celle de la propagation du chaos (on
verra dans la partie consacrée ce que 1'on entend préisement par ce terme).
Cette question a été formalisée par le mathématicien Mark Kac en 1956.
On dit d’une dynamique qu’elle propoage le chaos si elle preserve a tout
temps la caractére chaotique d’une distribution initale. Le chaos est une no-
tion probabiliste que 'on peut expliquer ainsi : si on considére comme des
variables aléatoires la position et la vitesse initiales des particules, quand
le nombre de ces particules tend vers l'infinie, ces variables aléatoires de-
viennent ”indépendantes”.

Dans la suite on introduira differentes notions qui permettent d’etablir un
formalisme pratique pour repondre a ces differentes questions.

1.3 Rappels sur les espaces de mesures et leurs
topologies

Définition 1.3.1. Un espace métrique (E,d) est polonais si et seulement
s’il est complet et séparable (il admet un sous ensemble dénombrable dense
dans lui méme).

Définition 1.3.2. On appelle tribu des boréliens sur E la plus petite tribu
(i.e une sous partie de P(E) contenant E, stable par passage au complémentaire
et par intersection dénombrable) contenant tous les ouverts de E. On la note
Bg
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Définition 1.3.3. On notera M+ (FE) l’ensemble des mesures boréliennes
positives i.e des applications p de Bg dans R telles que :

u(@) =0

V(Ag)ken € B, deux a deux disjoints p (U Ak) = Z“(Ak)
kEN kEN
On notera P(E) = {p € M+ (E), u(E) =1} (i.e l’ensemble des mesures de
probabilités sur E)

Définition 1.3.4. On note M(E) = {p, |3pt,p= € MT(E), |p=pt —u~}.
C’est un espace de banach pour la norme |||, la norme en variation totale
definie par :

lullyr = inf  (uT(E)+ p (E))
(Wt —p==p)

Soit maintenant ¢ € M(E) et application F), définie par :

F,: ¢ ¢ Cy(E) i—>/Eq5d,u,

Ou Cy(E) est I'ensemble des fonctions continues et bornées sur E. F), est
une forme linéaire sur Cy(FE), continue car V¢ € Cy(E) on a :

(@) < lloo Nullyr

On peut donc voir p comme un élement du dual de C(E). Munissons alors
(Cy(E))" de la topologie faible *, i.e la topologie la moins fine laissant conti-
nues les applications Fy : f € (Cy(E)) — (f, ¢).

Définition 1.3.5. Soit (jn)neny une suite a valeurs dans M(E). On dit
qu’elle converge faible * vers p € M(E) si et seulement si

Vé € Cy(E /¢dun—>/¢du

On ne se contente pas de la notion de convergence au sens de la norme
||.Ily/ pour la convergence de mesures associées a des systemes de particules.
En effet considérons (z,,),cn une suite convergente (non stagnante) vers x.
La suite d, des masses de Dirac centrées en x,, converge bien faiblement
* vers g, (puisque V¢ continue ¢(x,) — ¢(x0))). Mais ||z, — Ouollypr =
0z, (E) + 92,(E) = 2. De plus on peut remarquer que la convergence en
norme en variation totale implique la convegence faible *, la notion de conve-
grence en norme en variation totale est trop fine pour I’étude des systemes
de particules.
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Définition 1.3.6. On dit qu’une famille de mesures sur E (u;)icr est tendue
si et seulement si :

Ve >0, 3K C E compact t.q, Vi€l |pu|(K°) <e

Ou K¢ est le complémentaire de K dans E, et |p| est la mesure en variation

totale de pu i.e [p|(A) = infi+ ('t (A) + p~(A))
Lorsque l'on considére une famille de mesures de probabilités (u;)icr alors
le critére de la tension s’écrit :

Ve >0, 3K C E compact t.q, Vi€l u(K)>1—¢

Théoréme 1.3.7 (Prokhorov). Soit (u;)icr une sous famille de P(E) avec
E un espace polonais. Les deux assertions suivantes sont equivalentes :

(a)(pi)icr est tendue
(b)(i)ier est relativement compacte pour la topologie faible *

Ce théoreme donne une caractérisation tres pratique de la compacité
faible * sur I'espace des mesures de probabilités, et donc de la capacité a
extraire des sous suites convergentes pour cette topologie qui sera utile par
la suite. On conclut ces rappels sur les mesures par la notion importante de
mesure image.

Définition 1.3.8. Soit X et Y deux espaces polonais, p une probabilité
borélienne sur X etT une application mesurable de X dansY (i.e. VB € By
T~Y(B) € Bx). On définit sur Y la mesure de probabilité v dite mesure
image de p par T (ou "push-forward”), que l'on note v = THpu, par :

VB € By, v(B) = u(T~'(B))

On trouvera aussi la notation probabiliste v = o T~}

1.4 Distances de Wasserstein

Soit X et Y deux espaces polonais et p et v deux mesures de probabilités
boréliennes sur X respectivement Y. On note II(u, ) I’ensemble des mesures
de probabilités sur X x Y de marginale p (resp. v) sur X (resp. Y) i.e.

(p,v) = {7 € P(X x Y),7(A x X) = u(A), ©(Y x B) = v(B)}

Soit ¢ une fonction positive mesurable sur X x Y. Soit I¢ la fonction sur
II(p, v) définie par :

19(r) = /X elay)dr(ay)
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Définition 1.4.1 (Probleme de transport de masse de Kantorovich). On
appelle cott de transport optimal entre p et v note Tp(p, )

T, v) = inf I°(x)= iof y)dn(,
()= ot 1) = inf /X elag)dr(ay)

De plus on peut montrer que I(u,v) est compact (pour la topologie faible
*) et que la fonctionelle I¢ est semi-continue inférieurement. Donc il eziste
toujours au moins un plan de transfert m réalisant le minimum appelé "plan
de transfert optimal”.

Commencons par justifier I'existence de cette quantité. II(u, v) n’est ja-
mais vide, en effet si I'on considere le produit tensoriel y ® v sur X x Y il
a bien u et ¥ comme marginale sur X et Y. On peut remarquer que dans
le cas ou 'une des deux mesures de probabilités est une masse de Dirac, ce
produit tenseoriel est I'unique plan de transfert admissible.

En effet, notons supp(u) (resp supp(v)) le plus petit fermé B de X (resp
Y) au sens de linclusion tel que [pdu(x) =1 (resp. [pdv(z) = 1). Com-
mengons par montrer que pour tout m € II(u,v), supp(m) C supp(p) x

supp(v).
Soit A € By
[ aswyy= [ anten)- [ dn (2, )
supp(p)x A XxA supp(p)cx A
—v)- [ dr(a,y)
supp(p)°x A
Mais

/ dr(z,y) < / dn(z, ) = p(supp(p)°) = 0
supp(p)®x A supp(p)°xY

/ dr(z,y) = v(A)
supp(p)x A

Et finalement pour A = supp(v) on a :

Donc

/ dn(e,y) =1
supp(u) x supp(v)

Et donc supp(m) C supp(p) x supp(v). Dans le cas o u = dz, on a que
supp(p) = {xo}. Montrons que dans ce cas m = d,, ® v. Pour cela on prend
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A € By et B € Bx et on montre que m(B X A) = 0,(B)v(A).
Commencons par le cas ou zg € B, on a :

/BxAdﬂ(x’y) z / dr(z,y) = v(A)

{Io}XA

D’apres le résultat ci dessus. D’un autre cote on a :

/BxA drm(z,y) < /XXAdTF(x,y) = y(A)

Si zg n’est pas dans B, on a directement :

/ dr(z,y) < / dr(x,y) = 0,(B) =0
BxA BxY

Donc on a bien 7 = d,, ® v.

Ensuite pour illustrer en quoi minimiser la fonction I¢(w) répond a un
probleme de transport optimal de masse, considérons que sur un espace
X est placé un tas de sable de masse totale égale 1 et dont la répartition
et donnée par une mesure p, et que 'on souhaite déplacer ce tas sur un
espace Y selon une répartition de masse donnée par v. On modélise le plan
de transfert par une mesure de probabilité 7 sur X x Y. On dépalce tout le
sable qui était réparti autour d’'un point z € X, c’est a dire p(dx), dans Y.
Le plan de transfert de transfert correspondant & cette action est [y dm(z,y).
Réciproquement tout le sable réparti autour d’un point y € Y, c’est a dire
v(dy) correspond au plan de transfert [y dm(x,y). Cela revient & dire que
pour qu'un plan de transfert 7 soit admissible il faut qu’il admette p (resp
v) comme marginale sur X (resp. Y'). Introduisons maintenant une fonction
de cotit ¢(z,y) sur X x Y qui modélise le cotit du transport d’une unité de
masse d’un point x vers un point y. Pour un plan de transfet 7 le cott de
ce transfert est modelisé par [ c(z,y)dn(x,y) et minimiser I°(7) revient
bien a trouver le cotit de transfert optimal.

Considérons un probleme de transport de masses plus restrictif dans lequel
on exige que la masse de sable prise autour d’un point x ne soit pas séparée
en divers endroits de Y. En d’autres termes on souhaite que la masse du(z)
prélevée autour d’un point x € X soit transferée autour d’un et un seul
point y € Y dépendant uniquement de x. Modélisons cette dépendance par
une application (dite de transport) mesurable T : X — Y. La masse de sable
alors localisée autour de y est égale a la somme des masses localisées autour
des points z tels que T'(z) = y.On a donc :
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v(dy) = /X 110y (@)dpa(z) = d(#T) ()

Pour qu’une application de transport soit donc admissible, il faut que qu’il
existe une application de transport telle que v = T#pu. Et 'on souhaite donc
minimiser la fonction I’¢ définie sur I’ensemble des applications mesurables
de X dans Y par :

1'(T) = /X el T@)in(ey) = /X (o, T())dpa(z)

sur 'ensemble des T tels que v = u#T. Ce probléeme est le probleme de
Monge et est une version plus forte du probleme de Kantorovich. En effet en
géneral il peut ne pas exister d’application de transport de p sur v (Si p est
une masse de Dirac et v une somme de deux masses de Diracs par exemple).
Cependant on peut dire en toute géneralité que :

inf clz,y)dm(x,y) < inf / c(x, T(x))du(z
it | cewine < e [ e T@)dut)

C’est a dire que I'infimum du probléme de Kantorovich est toujours inférieur
a l'infimum du probleme de Monge. En effet a toute application de transport
T on peut associer un plan de transfert 77 (v, y) = p®dy—r(z), 7r € H(p, v).
Ce que l'on peut aussi affirmer c’est que si un plan de transfert 7 associé a
une application de transfert 71" réalise 'infimum pour le probléme de Kanto-
rovich, alors 7' réalise I'infimum pour le probleme de Monge et les infimums
coincident. On peut ajouter que quand X =Y = R" ’existence de plans de
transfert réalisant I'infimum est assurée deés que ¢(x,y) = | —y| ou |.| est la
norme euclidienne. De plus quand p est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue (i.e u(A) =0 si A(A) =0, A borélien), il existe un
plan de transfert associé a une application de transfert réalisant 1’in-
fimum du probleme de Kantorovich. On peut conclure a 1'unicité quand
la fonction de cotlit est strictement convexe. On ne rentrera pas dans ces
considérations, car seule I’existence nous sera utile. On retiendra donc que
quand g est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R", et v une autre mesure, on peut caractériser 'infimum du
probleme de Kantorovich par une application de transport. On a par ailleurs
une autre caractérisation dans un cadre plus géneral qui est donnée par la
dualité Kantorovich-Rubinstein.

Théoréme 1.4.2 (Dualité de Kantorovich). On définit la fonction J sur

15



LY(dp) x LY (dv) par

J<¢,w>:/X¢du+/ywdu

On pose ®. = {(¢,v) € L' (dp) x L*(dv)| ¢(z) + ¢ (y) < c(z,y)}. La dua-
lité de Kantorovich assure que :
Te(p,v) = inf I%mw)= sup J
mell(uv) ($))EPe
On suppose maintenant p et v sont deux mesures de probabilités sur le
méme espace polonais X et que la fonction de cout ¢(z,y) est une distance
sur X (on utilisera donc la notation d)

Théoréme 1.4.3 (Kantorovich-Rubinstein).

) = { [ oo )= [ ot~ [ ool <1}

||¢||L = sup ‘(l)(l’) — d)(y)‘
P TH#Y d(l‘, y)

On a donc une caractérisation supplémentaire du cotut de transport op-
timale entre deux mesures de probabilités. A ’aide de cette quantité on va
définir les distances de Wasserstien ou de Monge-Kantorovich. Soit X un
espace polonais, d une distance sur X et p > 0. On note P,(X) I’ensemble
des mesures de probabilités admettant un moment d’ordre p i.e des u telles
que pour un g € X (et donc pour tous)

/ d(x,z0)Pdu(x) < 400
X

Définition 1.4.4 (Distance de Wasserstein ou de Monge-Kantorovich). Soit
@, v € Py(X) on définit la distance de Wasserstein W), d’ordre p par

1 .
Wp(ﬂ’ay):(po(Mﬂ/))p? sip>1
Wp(lu’a V) = (TdP(M7V))7 sip<l1

On ne redémontrera pas ici le fait que W), est une distance sur P,(X)
(on pourra trouver la preuve dans [1]). Les appelations et les orthographes
varient beaucoup d’un article a I’autre quant a cette distance. Dans la suite
on sera plus enclin de parler de distance de Wasserstein aux vues de la
notation W,. Dans le cas p = 1 on parle aussi de distance de Kantorovich-
Rubinstein ou Bounded Lipschitz par rapport au théoreme précedent. On
peut exhiber les quelques proprietés élementaires sur les distances W,

Avec
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Proposition 1.4.5. On a les quelques propriétés élementaires sur les dis-
tances de Wasserstein : (1)Soit p > p' > 1, alors Wy(u,v) > Wy (p,v)

(2)Soit z,y € X on a :
W8z, 8y) = d(z, y)™ ")

Démonstration. (1) Commengons par rappeler que comme p > p' par I'inégalité
de Hodler on a :

/X2 @ (a,y)dn(z,y) < </X2 dpl5($,y)dw(x,y>> '

On a donc
Wy (u,v)? =T, (,v) = inf d (z,v)dr(z,
) =Ty ) = _int [ @ (@ )ar(ay)
2
/D P
< inf (/ dpf”(x,y)dﬂ(x,y)>
mell(p,y) \J x2
o
/P P
< (Lot [ P @inan)
rell(pr) Jx2
= W, v)”
(2)
po((sza(sy): sup </ ¢d(5r_5y))
81l Lipp () <1 NS X
Avec

i Lt 16) —0(0)
LZPP(X)_{¢|1¢I; R <1}

Donc V¢ € LipP(X)

/X 6d(5, — 8,) = Blx) — Bly) < d(x,1)

Donc
Tap (5x7 5y) < dp(x’ y)

De plus, il existe ¢g € LipP(X) telle que ¢o(x) — ¢o(y) = dP(z,y) donc
po(5x> 5?}) > dp(xv y)

Tap (02, 6y) = dP(z,y). O
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Théoreme 1.4.6 (W), métrise la convegence faible *). Soit (fin),cny une
suite d valeurs dans Py(X) (i.e [y d(z,z0)Pdp,(x) < oo pour Voo € X) et
p € Py(X). Les assertzons sutvantes sont equivalentes :

(1) Wp(pin, ) — 0
(2) pn — et [y d(z, 20)Pdpn(z) — [y d(z, m0)Pdp(x)

Démonstration. On se contente de le démontrer dans le cas ou d est issue
d’une norme sur X espace vectoriel de dimension finie et p = 1.

(1)=(2)

On rappelle que par la dualité de Kantorovich-Rubinstein on a que :

= _p [ ot

¢€Lip(X

Comme Vn € N p, € Pi(X), [y |z|dun(z) existe et comme z — |z] est

1-lipschitz on a que
[ teldat@) = [ Jeldutz)
X X

Puisqu’on a supposé X de dimension finie il est localement compact donc on
peut se contenter de prendre des fonctions tests continues nulles a U'infinie (cf
[?]). Soit ¢ € Co(X) (i.e. Ve > 0, IK. compact de X tel que sup,¢x_|d(z)| <
g), et ¢ > 0 fixe. Comme ¢ est continue il existe une suite de fonctions
lipschitziennes (¢, )nen telle que :

— ¢, converge uniforememnt vers ¢ sur K.

— N, sup,g, on(z)] <6

— 30 >0tel que Vn € N, [|¢y]lp;, < C

De plus on a :

’/quduk—/xgﬁdu‘ < ’/cbduk—/qbnduk

Traitons le premier et le dernier terme. Soit v € P;(X)

‘/qudu—/x%du g‘/&w—%)dv "

< |1¢ = bnllpoo (k) + 2¢

(¢ - ¢n) dv
K¢
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Et pour n assez grand on a [|¢ — ¢l oo (5.) < €, donc | [x ¢dv — [y dndv| <
3¢ (indépendemment de la mesure de probabilité v choisie). Traitons le
deuxieme terme.

’ [ o~ | ¢ndu‘ < 6nlley

est 1-lipschitzienne. Donc comme Wy (ug, 1) — 0 pour k assez

Ik = )

Pn
d(
16nll Lip
< CWi(pk, 1)
on
Car Gl
grand on a ‘f dndpr — [ ¢nd,u‘ < e. Au final on a pour k assez grand

'/quduk—/Xquu‘S?e

Le p — p
(2)=(1)
Soit ¢ € Lip(X) telle que ¢(0) = 0 et xr la fonction définie par :
1, si|z|] <R
XR(x>: R+1_’x‘7 st ’I‘G[R,R—i—l]
0, sinon

On a:

/X dd(pn — p) = /qﬁde(un — )+ /<Z>(1 — XR)d(pn — )

On remarque que comme g, et p sont deux mesures de probabilités, en
considérant ¢ = ¢ — ¢(0) on peut toujours se rapporter au cas ¢(0) = 0.
Soit € > 0 fixé

Commencons par traiter le second terme. Comme ¢ est 1-lipschitzienne
et que ¢(0) = 0 on a que pour tout z € X, |¢(z)| < |x| et donc

’/qﬁl—XR ] 1610 = xwdun + [ 1610 = i
< [1elt = xedun + [ Jal(1 = xa)de

Mais = +— |z|xgr(z) est continue & support compact donc continue bornée
donc par la définition de la convergence faible * on a :

/ xR (@) dn () — / 2l xR (@)du(z)
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Mais comme par hypothése on a :

[laldia(@) - [ alduta)

/ 21— XR)(@)djun () — / 21 - X&)(@)d(z)

Mais p € P1(X) donc pour R assez grand, disons R > R. on a :

/\xl(l — xgr)(2)du(z) <€

On fixe désormais R > R.. Comme [ |z|(1 — xg)(z)dun(z) — [|z|(1 —
Xr)(z)dp(z) il existe N (qui dépend également de R mais comme celui ci &
été fixé on ommet de le faire appaitre dans les notations) tels que Vn > N,
on a:

/ml—xR e /ml—xR Jdu(z) +

D’ot pour R > R. et n> N, on a :

[ 001 = i )| < 22
Traitons maintenant le premier terme. Posons
Ap = {6 tipschitz. |supp(é) € BO,R+1), 6], < R+2, 6(0) =0},

Alors par le théoreme d’Ascoli, Ar est relativement compact. Agr est
equicontinue, en effet soit ¢ € Ar et z,y € B(0,R+ 1)

|6(z) — (y)| < (R+2)[z —yl,
De plus Ap est "ponctuellement compact”, en effet soit 2 € B(0, R+ 1) et
¢ € AR :
6(2)] = |¢(z) = ¢(0)] < (R +2)(R + 1),
Donc {¢(2)}4c 4, est borné donc compact. Ag est donc relavtivement com-

pact donc précompact et il existe ((z)i)i:lmpg € Ap tel que :

Pe
Ag c | B(¢i,0)

i=1
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(les boules ci dessus sont entendues au sens de la norme infinie). La famille
(¢1--- ¢p.) dépend également de R mais encore une fois comme celui ci est
fixé, on ne le fait pas apparaitre dans les notations. Pour toute fonction
¢ € Lip(X) avec ¢(0) =0, pxr € Ag en effet supp(éxr) C B(0,R+1) et
de plus :
léxellLip < 10l IXRI Lip + 16l ip IXRlloo
<R+2

Alors il existe ¢ € {1,--- ,p} tel que
xR — dilloo <€

On a donc

’/@md(#n - u)‘ < ‘/qbid(ﬂn - u)‘ + ‘/(@m — ¢i)dpn

sup ‘/qﬁXRd ‘ < sup

peLip(X J=1-pe

+ ‘/(@(R - ﬁbi)dﬂ‘

/qﬁj ’+25

Mais pour tout j = 1---p., ¢; est lipschtzienne a support compact donc
continue bornée. Donc par définition de la convergence faible * de pu, vers
11, pour tout j = 1---p., il existe N? tel que pour n > N

‘/(bjd(#n -

Donc pour n > M, = mazxj=1...p. N{ on a

'/quRd )]<3e

En conclusion pour n > maz (M., N;) on a

‘/(bd ‘<5€

Quelque soit ¢ € Lip(X), ¢#(0) = 0. En se rappelant qu’on peut toujours
se ramener au cas ¢(0) = 0, le résultat est prouvé pour toute fonction
¢ € Lip(x) et donc pour n > max(M, N;)

/d)d ‘<5s

Wl (,LLn, = sup
¢€ Lip(X)

ie. Wi(pn,p) —0
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On a ainsi une distance qui permet d’avoir une caractérisation pratique
de la convergence faible *, qui on 'a vu, est le type de convergence dans
I’espace des mesures adaptée aux convergences de systemes de particules.
On ajoute que P,(X) munit de la distance W), est un espace polonais. Par le
méme procédé on peut munir Ppy(P,(X)) d’une mfrique issue de W),. Dans
la suite on utilisera les notions introduites dans ce chapitre pour répondre
aux problématiques de limite de champ moyen et de propagation du chaos.
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Chapitre 2

Cas du champs de forces
réguliers

2.1 Cas sans bruit

On considére le systeme d’EDO sur R? x R suivant

aXi _ it
@ = Vi
avt N
at %Zj:l F(X] _X;)

avec condition initiale (X?,V?);—1..xn € (R? x RY)N. On suppose que la
force d’intéraction entre les particules F' globallement lipschtizienne (comme
dans tout le reste de ce chapitre) de sorte que le systeme d’EDO ci dessus
admette une unique solution sur un intervalles [0, 7']. On introduit la famille
des mesures empiriques (M?\/)te[o,T] associée au systeme de particules définies

par :
1 N

iy = 5 D0t v)
i=1

Le but de ce chapitre est de montrer que si les mesures empirques initiales ,u(])v
convergent vers une certaine mesure u® quand le nombre de particules tend
vers 'infinie, alors pour tout temps ¢ les mesures empiriques Nﬁv convergent
vers la solution au sens faible de I’équation de Vlasov pour la donnée initiale
©°. Bien entendu il sera nécéssaire de s’interroger sur I'existence et I'unicité
d’une pareille solution. D’autre part on peut aussi s’interroger sur la notion
de convergence a utiliser dans I’espace des mesures. On a vu dans le chapitre
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suivant qu’on a deux notions de convergence susceptibles d’étre exploitées
dans ce cadre : la convergence faible *, et la convergence en distance de
Wasserstein (qui ne sont pas strictement equivalentes dans le cas génerale,
la convergence en distance de Wasserstein implicant toujours la covergence
faible *). Notre but est donc de prouver dans un premier temps :

pd = pd = vt € [0,T), pty — p' ou (uf est la solution de I'équation de
Vlasov au temps ¢ pour la donnée initiale p°)

Puis dans un second temps un résultat plus général de stabilité (avec en plus
la vitesse de convergence) :

Wi (uQ, 1%) = 0 = Vit € [0,T] Wi(uly,pu') — 0

2.1.1 Limite de champ moyen
Par compacité

Une premiere idée pour prouver la limite de champ moyen peut s’appuyer
sur le théoreme de Prokhorov. En effet si I'on était en mesure d’extraire de
la suite des mesures empiriques une sous suite convergente quand le nombre
de particules tend vers l'infinie, ce qui peut étre obtenu par le critére de la
tension, alors, si 'espace des solutions de Vlasov est fermé, par passage a la
limite cette sous suite convergerait vers une solution de ’équation de Vlasov
puisque toute mesure empirique 'est. Cependant dans cette démarche on
doit s’interroger sur l'unicité au sens des mesures de solution a 1’équation
de Vlasov. Dans la partie suivante on donnera la preuve classique de limite
de champs moyen qui assure 'unicité des solutions de ’équation de Vlasov.

Dans un premier temps on a le résultat d’unicité de solution faible a
léquation de Vlasov :

Théoréeme 2.1.1. On suppose que F est globallement lipschitz sur R?.
L’équation de Viasov :

t

0 ~
8—‘; +0.Vout + F(u)Vou! =0

Avec F(u)(z) = Jrayga F(z — y)du(y,w), admet une unique solution sur
[0, T] pour la donnée intiale po € P(R% x RY).

Démonstration. On considére PEDO dans R? x R? :

%(ﬂ?(t),v(t)) = ()t z(t),v(t) (2(0),v(0)) = (zo,v0)
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Ou v. € C([0,T], P(RY x RY)) et

€t ) = [ Pla=y)duyw)
Ré xR
Comme v. € C([0,T], P(R? x R%)) et F est lipschitzienne, £(v.) est conti-
nue en t, et comme F' est lipschitzienne, elle est lipschitzienne en (z,v) de
constante de lipschitz plus petite que maz(1, ||F[|;;,). On admet que sous
ces conditions (cf [6]), cette EDO admet une unique solution donnée par

(z(t),v(t)) = Ty(v.) (o, vo)

Avec Ty(v.) est la caracterstique associée a la précedente EDO. C’est une
bijection de R¢ x R? dans lui méme. On admet de plus que ’'EDP linéaire :

o' t o ot t_

v +o.Veu' + F(W)Vyu' =0

Admet une unique solution au sens des distributions pour la donnée initiale
po € P(R? x R) qui est donnée par uy = po#T;(v.)

Considérons I'application © de C([0,7], P(R? x R)) dans lui méme qui
& (Vt)eo,r) associe I'unique solution au sens des distributions de I'EDP
précedente pour la donnée initale . (Mt)te[o,T] est solution au sens des
distibutions de ’équation de Vlasov si et seulement si c’est un point fixe de
©. Montrons donc que © admet un unique point fixe.

W1(Ow, Ov;) = Wi(pg o thl(v.), fio © T[l(ul.))

= sup / gbd(,uooTt_l(u.)—uooTt_l(V’.))‘
6l Lip<1|/RIXR
= swp | [ 0T - S )y
6]l Lip<1/RIXR

S HTt(l/) — Tt(l/.)H

o0
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Mais pour tout (z,v) € RY x R? on a :

d ) d d_ .,
L) (2,0) = T )z, 0)]| < | STw) (,0) = ST ) (w,0)

= £ (Ti(v) (2, v) = V()(Ti(v)) (@, v)) |

< |§W)(Ti(wn) (z,v)) = E) (T (V) (@, 0)| + @) (Te(v]) (,v)) — €W (T2 (V) (@, v))]

< LWi(v,vf) + L|Ty(ve) (2, 0) — Th(vg) (2, v))|

Ou on a utilisé que &(v.) est lipschitzienne de constante plus petite que
L = max(1,[|F|;,), (et donc que [{(v.)(t) — @) )]l < LWi(11,17)).
On a donc par un lemme de Gronwall :

lloo

t
) ,0) = Tiwn),0)| <L [ MW, )
0

Et donc :

t t
Wi(Ov,01)) < L / "W (v, V) ds < K / Wi(vs, vV.)ds
0 0

Posons W{(v.,1/.) = supyep g Wi(vs, v5) et montrons que Vk € N

(Krt)*

Wik, 0%/ ) < o

Wi(v., V")

Cela est vrai au rang 1. Et si cela est vrai pour un rang k alors Vs <t :
S
Wi (©F 1y, 0F 1)) < KT/ W1 (0%v,, 08V du
0
t
< KT/ W1 (0Fv,, ©FV)du
0

t K k
< KT/ ( Z‘U) Wi(v.,V'.)du
0 .

t k
< KrWi(v., V') (Kru) du
0 k!
(KTt)k-H

= mWf(l/, V/.)
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Donc
wiekly, ey < LI/Vf(u., V')

ce qui achéve la reccurence. Donc pour k assez grand ©F est contractante
de C([0,T], P(R? x RY)) dans lui méme pour la distance W{ (v.,1.) =
sup;efo,7] W1(vt, ;) pour laquelle il est complet (comme fermé de Fy([0, 77, P(R%x
R%)) I'ensemble des fonctions bornées sur [0,7] dans P(R? x R?%) qui est
complet pour Wi car P(R? x R%) est complet pour W7). ©F admet donc un
unique point fixe, donc © aussi.

[

Développons le raisonnement escquissé précedemment. On souhaite mon-
trer que d’une suite de mesures empiriques indexée par le nombre de par-
ticules on peut extraire une sous suite convergeante. On doit donc montrer
qu'une famille de solutions de I’équation de Vlasov est relativement com-
pacte, sous certaines conditions. Par passage a la limite toute sous suite
convergera alors vers la solution de I'equation de Vlasov et donc la limite
de champs moyen. Pour montrer la relative compacité d’une famille de solu-
tions de Vlasov on utilise le théoréme d’Ascoli qui requiert I'equicontinuité
de cette famille ainsi que la ”compacité ponctuelle” (ici en temps). Mais la
compacité en terme de mesures s’obtient via le théoreme de Prokhorov par
le critére de la tension. C’est 'objet des propositions suivantes.

Proposition 2.1.2. Si la famille des (,u(])v) des mesures empriques ini-

NeN

tiales est tendue, alors ¥t > 0 la famille des (/‘ﬁV)NeN l’est aussi.

Démonstration. Soit y une mesure de probabilité, et (z,v) € R x R?

€)@, 0) = V[v2 + | (i, Fz — ) |2

< \lof2 + af2 + 1P,

< I(z,0)] + 1Pl

Soit maintenant t > 0 et N € N fixés. Vi < N On a :

(X5 vhH — (X2, v0) = /d (X7, Vidr

- /0 E(uR) (X7, V7 )dr
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Par l'inégalité triangulaire et par I'inegalité précedente (comme pf; est une
mesure de probabilité pour tout N et ¢) on a

t
[(XE, VO < (X2, V) +/0 (X7 VIOl + 1P o )dr
Par un lemme de Gronwall on a :
(XF, VO < (X2, VD) + 1Pl )e’ = 1Fll o
d’ou
(XL V) = (X0, VO < (X0 V) 4+ IF)et = 1l + (X0, V2]
Soit € > 0, dK, C RY x R4 compact, tel que VN € N M?V(KEC) <e.

5 N26X0V0

i.e

Z5X0V0 ) < Ne

Comme 4 yo Vo(K ) =1 ou 0, il existe au plus mY < Ne (X?,V?) dans K,

donc au moins név > N(1—¢) dans K. (supposons que ce sont les premieres
quitte a renuméroter). Comme celui ci est borné, il existe M > 0 tels que
pour i = L.nl¥ [(X?, V)| < M

Montrons qu 11 existe un compact K. ; tel que p N(K ¢ <

Posons 1y = (M + || Fll o )e’ = | Flloo + M et Kep = Uy vyex. B(@,v),m)
(compact car fermé borné d’un espace de dimension finie). D’apres ce qui
précede Vi = 1.nY | (X}, Vi) € B(X?,V?),m) C K.+ Donc :

,u Zéxt Vzt

>ng' /N
>1—¢

Et donc pfy (K¢;) < e et la famille des (HﬁV)NGN est tendue.
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Proposition 2.1.3. On suppose que (,U,S]V)NeN est tendue et que les vitesses
initiales verifient la condition suivante :

N
1 0
30>o,VNeN,NZ;!Vi |<C
1=
Alors la famille des fonctions continues de [0, T] dans P(RxRY) { fn : t —> ,u,’}V}NeN
est relativement compacte.

Démonstration. Commen cons par montrer que sous cette condition les fn
sont equicontinues. On munit P(R? x RY) de la distance W;. Soit ¢ et ¢/
€[0,T) on a:

Wi (k. py) = sup
61l <1

/¢d(ﬂﬁv — )

N
1
= sup /¢d( 5X_t7v_t — 0yt .t')
||¢HLZ,p<1 NZ XHVH T %xr v
1
SN sup_ | [ 9d0xt vy = Ot )
=1 ||¢||sz<1 i 074

= N Z W ((S(Xt Vzt)’ 5(Xt/ Vt/))
i=1
Or par les proprietés de la distance W7 on a

WOy S ery) = | (XE V) = (X1 V)

(xt' vt

Mais on a Vi = 1..N (si on suppose par exemple que t > t')

t
(X7, V) — (X7, V)| = y E(pn)(XT, Vi )dr

t
< [ Vwer+iFiar
Donc on a VN € N

N
1 t
W) < 1 30 [ IR+ IFLdn




Mais :

N ot

Wilivs) < 5 3 [ VIVeR + 1P Iar

=1

1L [t
<x > [ vriar 1Pl k- )

i=1"1t

1 [
ST 2 [ IPLL T Velar + |l le—¢]
=1

N
1
= [1Flloe (T + Dt = [ + [t = | 55 >V
1=1

< (IFlloo (T + 1) + Ot — ¥/]

Et on a bien que les (fx)en sont equicontinues. Par ailleurs, V¢ € [0, 7]
la famille des (fn(t) = ply)Nen est relativement compacte pour la distance
W1 car elle est tendue d’apres la proposition précedente(puisqu’on a suppose
(1% ) nen tendue). On en deduit d’apres le théoreme d’Ascoli que la famille
des (fn)nen est relativement compacte.

O

Remarque: Par l'inegalité d’Hodler on a :

N N %
SV < JN(ZM“F)
=1 =1
Donc que )
1 N . 1 N 012 2
TVl < <NZM | )
=1 =1

Donc la condition specifiée dans la proposition précedente est obtenue dans
le cas on a une borne uniforme sur les energies cinétiques initiales.

Théoréme 2.1.4. Si (uQ;)nen convegre faiblement vers u° € Py(R? x R9),
et que les |V sont tels que

N
1
3 NeN, — 0 <
C >0, VN € ,N;:1|Vl|_0

Alors {(,U/?V)te[o’T} }NGN convegre faiblement vers (p'),ec(o,r) 1'unique solution
faible de ’équation de Vlasov pour le donnée initale u°.
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Démonstration. Comme la famille des (u%;)nen convegre faiblement vers
10, elle est tendue. De plus, les |V,?| vérifiant la condition enoncée ci dessus,
on a par le résultat de la proposition précedente que { fn:t— /ﬁv} NeN
est relativement compacte. Soit alors fy, une sous famille convergente vers
f € C([0,T], P(RY x RY). ie

Ve >0, 3N, VN, > N., sup Wl(,uka,f(t)) <e
te[0,7)

Comme VN € N (uly)i>0 est solution faible de I’équation de Vlasov, on a
que pour toute fonction y € C°([0, T) et pour toute fonction ¢ € S(R?xR?)
T T T ~
~(Rex(00) = [ e X0 et [ (0.9 e [ xlt) (v, Pl @)V, (00 )

Ou F(u)(z) = (u, F(z —.)). Commencons par traiter la convergence du

terme non linéaire. On souhaite montrer que f(;f < py,, F (vak)(x)vv(x¢)> dt —
Jo (it F(ut) @)V u(x) ) dt on u* = f(1). On a

o (v Pt ) @)V (x) ) dt = f3 (i, () (@) u(x0) ) di]|
< o (it Pl ) @) 90 (x0) ) dt = f (i, F(uiy, ) (@) Vo (x@) ) |
I (s F iy ) @)V x0) ) dt = f (1, Fut) @) 90 (x)) dt|

Mais Vt € [0,T] on a :

(i, = b Pl @), (x0) )| =

/ F(pily,) () Vo (xd)d (i, — 1)
R4 x R4

/ F(uly, )(@)Vo(x9)
Lip | /R4 xR )‘ﬁVU(XQS)

< Hﬁvv(xcﬁ)’ d(ply, — 11')

Lip
t

< CWi(ply,» 1)

Car si F est lipschitzienne, F (1) Pest aussi avec une constante indépendante

de la probabilité p, et V,(x¢) est lipschitzienne car elle est dans la classe
de schwartz. De méme on a que :

ot s ) = P @) 9000 =
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Mais Vo € R% on a :

Fphy,) (@) = F(u')(@)| =

/ F(x — .)duﬁvk - / F(z — )du
RIxRd RIxR4

/ Pz ) ')d(ﬂﬁvk — ')
R

dxR4 ||FHLip

<1l i Wi (i > 1)

< [1Fl iy

Donc

(s (Bt ) (@) = F(u") @) V0(x6) )| < C'Wa i, )

Finalement en regroupant ces inégalités il vient :

] /0 "t Pl @)V, (0 ) dt — /0 Pl @9, ) dt] < (CT+C'T)supieo Wi sy, 1)

De la méme maniere, on aurait prouvé que

T T
/ (thv,s X' (D)) dt—>/ (', X (t)g) dt
0 0
et que

T T
/ (U, v.Va(x@)) dt — / (pf 0. Vo (x9)) dt
0 0

De plus comme ,u?v — o toute sous suite “S)Vk- — . Donc

— (1> X(0)0) — = (1®, x(0)9)

En conclusion en passant a la limite pour une sous suite convergente de
{fnt— ply} yen vers [ (avee f(t) = p') on a
. T T T _
~(x(000) = [ @)t [ (o Tat)des [0 (P @) x0)) d
0 0 0

i.e (1")ejo,r) est I'unique solution au sens des distributions de I'équation de

Vlasov de donnée initiale x°. Donc { fn:t— ,u,’}v} Nen €st une partie re-

lativement compacte n’admettant qu’une valeur d’adherance donc converge

vers (Mt)te[o,T] solution au sens des distributions de 1’équation de Vlasov

pour la donnée p°.
O]

32



Remarque: Le résultat prouvé par les travaux plus ou moins conco-
mitants de Braun et Hepp [4] et Dobrushin [5] dans les années 70 qui sera
abordé dans la section suivante est beaucoup plus intéressant. Cependant il
repose crucialement sur le fait que la force d’intéraction entre les particules
est globalement lipschitzienne. La méthode utilisée précédemment pourrait
nous conduire & prouver la relative compacité d’une famille de mesure em-
pirique dans le cas ou cette force d’intéraction n’est que continue bornée.
Cependant on ne pourrait pas conclure a la limite de champ moyen puisqu’on
aurait pas 'unicité de solution a I’équation de Vlasov associée.

Inégalité de Dobrushin

Dans cette section on aborde la limite de champ moyen de maniere
différente de la précedente, mais on suppose toujours que la force F' d’intéraction
entre les particules est globallement lipschitzienne. Le résultat que l'on
va enoncer dans cette partie est un résultat de stabilité démontrée par le
mathématicien Roland Dobrushin. Un article de Francois Golse [7] fait re-
ference a ce résultat par le nom d’ ”inégalité de Dobrushin”. Cette section
est la réalistion d’'un exercice de [1].

Soit 1 € Pp(RY x R?) et posons &[]

pl(z,v) = <U’/RdedF(x —y)du(y,w)>

Commencons par prouver le lemme suivant :

Lemme 2.1.5. Soit L = max(1,||VF| ).

Vi€ PR x RY) [|€(w)ll sy < L

Démonstration.
() (z,v) = E(u)(,0")| = |(v, F(p)(2)) — (v, F(p)()]
= Vv = v +[F(p)(z) — F(p) (@)

Mais on a :

|F(p)(2) = F(p)(")] =

/ F(z —y) — F(a' — y)du(y, w)

R4 x R4

g/ |F(z —y) — F(a' — y)| du(y, w)
RdxR4

< [, o=@ IVF ] dulyw)
RI xR

= |z — 2| |[VF|,
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Donc finalement on a bien

€(u)(0) — £(u) ()] < maz(L, [V F|l.) |(@.0) — ()]
| G, < L
]

Soit (u¢)eejor) € C([0,T], PL(R? x RY)) et considérons I'EDO suivante :

d

%f(t,$, ’U) = f(Ht)(f(tvmav))

Soit T'(u.) : (t,x,v) — Ti(p.)(z,v) la caractéristique associée a cette EDO
i.e qui vérifie :

d

o L) (@, v) = E(ue) (Te(n) (2, v))

On ne redémontre pas ici que (Ht)te[O,T] est solution faible de ’équation de
Vlasov si et seulement si

vt € 10,17, pr = Ty(p.)#10
ou encore que (Nt)te[o,T] est un point fixe de 'application
© : (1) € C([0,T), PL(R**RY)) — ((Ty(1s.))#10)sepo,r) € C([0,T], Pr(RxR?))
Montrons maintenant le lemme suivant :
Lemme 2.1.6. V(u) € C([0,T], P (R? x RY)), 1T () i < ekt

Démonstration. Soit (z,v) # (z/,v') € R4 x R% on a :

4 L)@, 0) = Tiu) ()] _ | #T(p)(@,v) = ST ) (')
it @)~ @) |

1€ Cuae) (T () (2, v)) = € Q) (T2 () (27, 0'))|

|(z,v) = (2, "))




Par un lemme de Gronwall on obtient :

T (p) (@, 0) = Te(p) (@' V)| we
|(z,v) = (2, 0")] -

D’ou le résultat du lemme O

Soit maintenant (u)ejo,7] et (v1)iepo,r) € C([0,T], Py (R? x R%)), et soit
(Te(42.))eejo,175 €t (T(v.))eefo,) les caractéristiques associées comme précedemment.

Proposition 2.1.7.
¢
() 1Tun) = T0)loe < L [ MWy
0
Soit T et T des applications lipschtziennes de R® dans R?, on a :

(i) (Thtpo, Thvo) < ||T = T||  Wi(THpo, Tvo) < Tl 13, Wapio, o)

Démonstration. (i)
Soit pu,v € P(R? x RY). ¥(z,v) € R* x R? on a

[E(1)(z,0) = EW) (=, v)| = (v, F(p)(x)) = (v, F(v)(2))]

/R%d F(z —y)du(y, w) — /Rded F(z —y)dv(y, w)’

Flz—y)
= 19| [ il =)o)
| Jrixra VF o
Mais (y,w) — w est 1-liptschizienne pour tout z € R¢ donc par

définition de la distance W7 on a :

E(u)(,0) = E(W) (@, 0)| < [VF| o Wilp, v) < LWi(p,v)

Ensuite, on a

AT ) (2, 0) = Tl ) (e, 0)] < | ST (2,0) = ST (@, 0)

= [€Que) (Te(p ) (2, v)) = EWe) (T (w) (2, v))
< &) (T(p) (,0)) = Ewe) (T () (2, 0))| + [Ewe) (T () (,0)) = E(we) (Ti(v) (, )]

< LWi(pe,ve) + LITi(p) (2, 0) = Ti(v) (2, 0)]
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Ot on a utilisé le résultat précedent et le fait que si v est une mesure de
probabilité [|{(v)|;, < L. Par un lemme de Gronwall il vient :

t
ITy(e) (2, 0) = To(vy)(,0)| < L / MW (s, ) ds
0

Wi (T#vo, T#vo) = sup

/ od(THvo — Tvo)

|¢Hsz<1
= sup /qb (T) dyo
¢l :p<1
< ’/T—le/o
g/‘T—f’duo
<|r-7]
[o¢]

Wi (TH#vo, T#410) =  sup

/(bd(TVO — Tup)

8l Lip<1
= sup /525 d(vo — fio)
‘¢”sz<1
o(T)
HT”sz sup / T d(l/o _IUO)
16l <t | 1T L
Enfin on remarque que si ¢ est telle que ||¢|| Lip < Lalors ﬁ <1.
i I Lip

Donc

(T#V()?T#MO) < HTHsz sup ‘/(bd VO - MU

‘sz

= 17| 1,5, W1 (v, 10)

O

A l’aide de ces lemmes et proposition on est en mesure de démontrer le
théoreme suivant.
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Théoréme 2.1.8 (Inégalité de Dobrushin). Soit (11)sc(0,17; (V)tepo,r) deuz
solutions faibles de ’équation de Vlasov :

0 ~
Fria +0.Vaue + F(pe). Vour =0

Avec

F(u)(zo) = [ P - y)duly.w)
Rd x R4
Alors ¥t € [0,T] on a :
Wi (s ve) < MW (o, vo)
Avec L = max(1,||VF| )

Démonstration. Comme p , et v, sont deux solutions faibles de 1’équation de
Vlasov on a que pour tout ¢ € [0, 7]

pe = Ty (p.)# 1o
On a donc :

Wi (pe, ve) = Wi(Te(p) # o, Te(v.)#rv0) < Wi(Ti(p.)# 1o, Te(p)#v0) + Wa(Te () #vo, Te(v.)#v0)
< NTe(p)l ip Wapo, vo) + 1Te(p.) — Te(v) |

t
< L/ e W (g, vs)ds + e Wi (o, o)
0
Par un lemme de Gronwall on a

t
Wi (e, ve) < e Wi (o, Vo)/ L) ds < 1MWy (o, vo)
0

2.1.2 Propagation du chaos

La problématique de propagation du chaos ne revét pas un interét parti-
culier dans le cadre purement déterministe ou la dynamique d’évolution du
systeme de particules ne comporte pas d’aléat. Néanmoins on s’y interes-
sera dans cette partie afin d’introduire différentes notions et définitions qui
seront reprises dans le cadre stochastique.

Tout d’abord il est nécessaire de préciser le sens que 'on donne au mot
chaos. Il s’agit du chaos moléculaire introduit par Boltzmann qui consiste
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en l'indépendance stochastique de deux particules quelconques quand le
nombre de particules tend vers l'infinie (on a vu au chapitre I que deux parti-
cules quelconques ne sont en général pas indépendantes quand le nombre de
particules est fixé). Si une dynamique conserve le caractére chaotique d’un
systeme de particules initiales au cours du temps on dit qu’elle propage le
chaos [8].

On va maintenant donner les définitions nécessaires pour poser le probleme

et y répondre dans le cas peu intéressant d’une évolution purement déterministe.

Définition 2.1.9. Soit E un espace polonais et uy une suite de probabilité
symétrique sur EN (par symétrique on entend que si o est une permuta-
tion de {1,--- N} et T, : (x1,--+ ,2n) € BN = (2501), ++ , xon)) € BN
alors uy = To#un ). On dit que (un)nen est u-chaotique (u € P(E)) si et
seulement si :

=

=1

On rappelle que (u,¢ ) = [ ¢(x)du(x)

Considérons le systeme de particules auquel on s’intéresse depuis le début
de ce chapitre, dans lequel les positions et les vitesses initiales (X, Z-O, VOic1n

(]
sont aléatoires, de loi uéN). Ainsi au temps t les positions et les vitesses

(N)

(X!, V1)21..y sont également aléatoires, de loi ;. Le probleme est donc

(2
de montrer que ME)N) est chaotique pour une certaine probabilité pg implique

(N) 17 4 1 .
que fi; est également pour une certaine mesure p;. On verra de plus que
it est la solution faible de I’équation de Vlasov pour la donnee initiale .

Dans ce but on a les résultats suivants issus [3].

Proposition 2.1.10. Soit uyn une suite de probabilités symétriques sur EN .
Soit X = (X1,---,Xn) une variable aléatoire sur EY de loi uy. Soit @iV
la mesure empirique associée a X définie par :

N lN
IR

i est donc une variable aléatoire ¢ valeurs dans P(E).
un est u-chaotique si et seulement si la suite de variables aléatoires ¥
converge en loi vers la variable aléatoire constante u.
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Notons L% la loi de iV, c’est donc élement de P(P(E)). La loi de la
variable aléatoire valant presque sirement u est 6, € P(P(E)). On a vu
dans la partie consacrée aux distances de Wasserstein que P(E) munit de
la distance W7 est un espace polonais. On peut donc par le méme procédé
construire la distance W{ sur P(P(E)).

W’LN,(SU = inf / Wi(p, v)dm(u, v
(o= me [ W)

Mais on a vu dans la partie concernant le probleme de transport de masses
de Kantorovich que II(L",6,) = L ® u donc :

w5 = [

Wa () A(LN ©u) (g1, v) = / Wa (s w)dL™ (1)
P(E)xP(E)

P(E)xP(E)
Comme LY est la loi de iV, par définition de la loi d’une variable aléatoire
on a:

W{(LN,6,) = E (Wi (a",u))

Reprenons le systeme de particules avec la suite de conditions initiales
(X9, V0);_1... y variable aléatoire de loi ME)N) et i) = % vazl d(x0,voy la
mesure empirique associée a cette loi. On suppose la suite (u[()N)) NeN Mo-
chaotique. Soit . la solution faible au temps ¢ de ’équation de Vlasov pour

la donnée initiale pg. Par 'inégalité de Dobrushin on a presque siirement :
Wi, s pe) < Wiy o)

En prenant ’espérance de cette équation on obtient aux vues des remarques
faites précédemment :

W{(Léva 5%5) < 62LtW{(L(])V7 6#0)
Avec LY (resp. LY) laloi de fil¥ (vesp. i)’). On en déduit que LY converge

vers 0, i.e. que la suite des u,gN) loi de (X}, V!)i=1... N est ui-chaotique.

2.2 Cas avec bruit

2.2.1 Couplage

On reprend le systeme d’EDS introduit dans la premiére section du pre-
mier chapitre :

dX! = Vidt
(S1)

AV = £ N F(X! - XY)dt + vd B
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Ot (B});=1...n sont des mouvements browniens indépendants. La présence de
ces termes entraine ’appelation ”avec bruit”. On prend pour conditions ini-
tiales (X?,V?);—1..y des variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de loi pp. Contrairement au cas déterministe les mesures empi-
riques ne peuvent pas nous permettre d’établir un lien direct avec I’équation
qui va régir la limite macroscopique. En effet les mesures empiriques consi-
derées dans le cadre brutité sont des variables aléatoires dans P(RY x R?)
et donc ne peuvent pas étre solution d’EDP déterministe. C’est la margi-
nale & une particule pf de la loi du vecteur aléatoire (X!, V!);—1..ny qu’il
faudra considérer. On rappelle que lorsqu’on aborde des problématiques de
propagation du chaos toutes les probabilités considérées sont symétriques.
Mais comme la loi de (X7, V.)i=1..x qui est u$™ et le systeme d’EDS sont
symétriques la loi de (X}, V;');=1..n Pest aussi.

On va montrer que la limite qu’admet ce systéme quand le nombre de parti-
cules tend vers l'infinie est le systeme couplé solution de 'EDS non linéaire

suivante :

dXt=Vidt

(S2)
AVt = ( Jaga FOXE = p)us(y, w)dydw) dt + vdB! | (X5 V) ~

C’est a dire que quand le nombre de particules devient grand, la trajectoire
d’une particule est proche de la solution de cette EDS non linéaire pour
les mémes données initiales. Au passage l'indépendance quand le nombre
de particules est grand sera garantie puisque pour des conditions initiales
et des browniens indépendants les solutions de (S2) sont indépendantes.
L’existence et I'unicité de solution a cette EDS non linéaire sont demontrées
par exemple dans [3] par une méthode de point fixe. On n’en refera pas la
démonstration ici. En revanche on démontre que les trajectoires sont aussi
proches que l'on veut quand N devient grand.

Proposition 2.2.1 (Snitzmann). On suppose F' lipschitzienne (de constante
K ), bornée. Soit ((X},V})i=1...n) solution au tempst de (S1) pour la donnée

(2
initiale (XD, V?)iz1..n i.d.d. et (X[, V/")i—1..n) vecteur de solutions i.i.d.

de loi u; de (S2) pour les données initiales respectives (X, V). Il exsite une
constante C(t) ne dépendant que de t tel que

Q

t oyt oyt (t)
Jsup B (V) - (V) < 2

Démonstration. Comme on a choisit les mémes données initiales et les mémes
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mouvements browniens on a :

X X/t fO Vs ‘/ilsds

— V= [H(F 2N F(XE = X3) — [ F(X[® = y)us(y, w)dydw)ds

Mais

1< 1 &

NZ F(X; - X3) /F (X}® — y)us(y, w NZ X3) - F(X}® - X3))
—l-(F(XZ/s X;)_F(X/s X/S)+b (X/s X/S))

Ou bs est 'application lipschtzienne bornée définie par :

bs(z,2') = F(x — 2') /FSU— y)us(y, w)

En utilisant le fait que F' est K-Lipschitz on obtient :

N N
1 1
NP - X5~ /F(Xés —yus(y,w)ds| < = > K[ X7 - X
j=1 =t
+K | X7 - X}*|
Zb X/S X/S
On a donc :

t 1 1
| X=X+ V=V S/O Vi-V*|+K | X} —X£S|+NZK!X§ - X3 |+ szs(Xéstj’-s) ds
=1

Sommons ces inegalités sur i, divisons par N et prenons l'esperance de
I'inéquation ainsi obtenue. On rappelle que par la symmetrie des lois de
(X5, V) iz1on) et (X[ V/Y)iz..n) on a:

7 7

N N
1 1
E(NDXf—XfHM—V“) NZ (1XF = X7+ v = V)

i=1 i—1

E (|X7 = X1+ Vi = V)
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On a donc en posant L = max(1, K) :
t
E (X7 — X3+ 1V = W) < 2L/ E (X7 — X1°[ + [V¢ = V{*|) + B(s)ds
0

Avec

— ls
B(s) =E NZbX X

Mais par I'inégalité de Hodler on a :
2

N
1
B%(s) <E Z (X5, X1%) =E [ 5 > bs(X7%, X}7)ba(X]°, X17)

J N2 J
ak

Maintenant pour j # k on a :
b X3, X061, X3) = (POXE = X5 = [ PO = (o))
«(Fo - xp) - [ PO = D)
= F(X]* = XP)P(X] — X[%) — F(X)® xa/Fa'—w%@w>

—ﬂXffﬁﬂ/FM?— W)y, w /FX Yus(y, w))?

Prenons I'esperance de chancun des termes précedents. On rappelle que la

loi du vecteur aléatoire (X!*,V/*),—1..x est ui. On abandonne dans les

notations la dépendance de us en en sa seconde variable pour la simplicité.

E (F(X1° — X F(X7° - X, %)) = /F(x —y)F(x — w)us(z)us(y)us(w)

= [Fe o ([ P ) wu)

- /F(:z: — Y)(F % us) (2)us (2)us ()
_ /(F )2 () us ()

42



Ensuite,
E (F(X;S — X}9) / F(X}® ~ y)us(y>> = /F(l’ —w) </ Fla - y)%(y)) el )
_ / Pl — w)(F * ug) (2)us(@)us (w)
— /(F % )% (@) ug ()

De meme on a :

B (PO - X0 [ PO = puntn)) = [(Feu @)

Enfin,

B ((f roxp - putw?) = [ ([ - y)us@,w))zus(x))

— /(F % ) () ug ()

Finalement dés que j # k on a E (bS(X{s,Xés)bs(Xis,X,’ﬁs)) = 0. On a

donc :
1 & 1
2
B(s) < 3 DOB((X X)) < A FI
j=1
En utilisant cette majoration dans I'inégalité obtenue plus haut on a :

t
2
E (1X - X{ + Vi — V1)) < 2L/ E (1X} — X0°| + VP — Vi)t |[F|l, ds
0 v IN

En appliquant le lemme de Gronwall on obtient

2| F
E Xt . X/t + Vt - V/t S 0062Lt
(’ 1 1 | ‘ 1 1 |) \/N
En rappelant que par symétrie des lois prouver le résultat pour la premiere
particule est la méme chose que le faire pour la i-eme on a le résultat. [

Le systeme de solution de I'EDS non linéaire (ou ” processus non linéaire”
comme il est appelé dans [3]) appairait comme la limite du systéme de parti-
cules quand le nombre de particules devient grand dans le cas stochastique.
On peut faire le lien avec une équation de type Vlasov non pas via les mesures
empiriques mais avec les marginales en temps du ”processus non linéaire”.
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Proposition 2.2.2. Soit (Mt>t20 les marginales en temps du processus so-
lution de (S2) pour les conditions initiales (Xo, Vo) ~ po (i.e (X¢, Vi) ~ ).
Alors (ut)e>o0 est solution de l’equation de Fokker-Planck-Viasov :

2
~ v
Orpit + 0.V opir + F (1) Vops = ?Avﬂt

Pour la donnée initiale pi—g = po.

Démonstration. On obtient ce résultat par une application de la formule
d’Ito. O

On va maintenant faire le lien entre ce systéeme couplé et la propagation
du chaos. On I'a vu dans la section précedante prouver la propagation du
chaos revient a prouver la convegrence en loi des mesures empiriques fify
aléatoires définies par :

1 N
v =% z; Oxtv
1=

Variable aléatoire a valeur dans I’espace des mesures de probabilités vers
une variable aléatoire constante a valeur dans l’espace des mesures de pr-
bobabilité p; (qui s’avere étre la solution faible au temps ¢ de 1’équation de
Fokker-Planck-Vlasov).

Une caractérisation tres pratique de cette convergence en loi dans ’espace
plutdt abstrait des mesures de probabilités est donnée par Villani dans [2] :

Proposition 2.2.3 (Villani). Soit X = (X1, -+, Xn) une variable aléatoire
sur EN (E un espace polonais) de loi w ) on note fiy la mesure empirique
associée a X. Soit u € P(E). Les assertions suivantes sont equivalentes :
(1) pn converge en loi vers

(ii) V¢ € Lip(E) limy o0 B, (| [5 od(in — p)|) =0

Sans en refaire la démonstration, on peut dire que ce résultat s’obtient
en définissant une métrique sur P(E) a partir d’une suite dense de fonctions
lipschitziennes et ensuite en définissant la distance W; sur P(P(E)) associée
a cette metrique. A ’aide de ce résultat on prouve de maniére un peu plus
formelle la propagation du chaos.

Proposition 2.2.4. Soit (X!, V!)i=1..n, de loi ,uEN), solution au temps t

(2
de (S1) pour la donnée initiale (X2, V)iz1..xy de loi u$Y. La suite des

(2
(MEN))NGN est ug-chaotique, ot iy est la solution faible au temps t de l’équation

de Fokker-Planck-Vlasov pour la donnée initiale pg
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Démonstration. Soit ¢ € Lip(Rd de). Aux vues de la proposition précedente

il suffit de prouver que
~N o
lim E v </ od(py — pue) ) =0
N—oo Mt R x R4

Ot il¥ est la mesure empirique associée a (X!, Vi!);—1...x. Soit (X, V/)iz1..n
vecteur de variables aléatoires indépedantes des solutions de (S3) pour la

donnée initiale (X0, V%) et }¥ sa mesure empirique associée. On a :

o e I

N . t
Le deuxieme terme converge vers 0 car la loi des (Xi,V,L- )i=1..N €St g

chaotique (en effet comme ces variables aléatoires sont indépendantes et de
loi w¢, la loi des (Xf , Vit)izl... ~ est N fois le produit tensoriel de u; avec lui
méme).

De plus on a :

N
(| [ oa@ o7 Ds}vg (o V) - (X, V)
N

1
Z 1l i B (105, Vi) — (X, V)]

< 6lly g

Ou on a utilisé le résultat de Snitzmann. O

2.2.2 Estimation de dévition

Dans cette section on s’interresse au systéme de particules bruité sui-

vant :
d*X} t ) t ¢
ot =B~ VV(X]) ——ZVWX xh
7j=1
oules (B;); =1,---, N sont des mouvements browniens indépendants, pour

les conditions initiales (Xlo, Vio)izl...N i.i.d. deloi fy . On a rajoute une force
exterieure modélisée par —VV, cependant par la méme démarche que dans
la section précedante on aurait été en mesure d’exhiber un systeme couplé
c’est a dire un vecteur de solution de I’'EDS :
d?y? . :
S =BTV - [V ) e g
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Et donc en reprenant le résultat de la section précedante on a pour tout
fonction ¢ lipschitzienne de constante plus petite que 1 on a :

(ot )= G

Dans cette section on donne des estimations sur :

(ot -s22)

ce qui est a priori plus contraignant, avec certaines hypothéses sur V' et W.
Cette section est également la realsition d’un exercice de [1].

Définition 2.2.5. Soit u € P(X). On dit que p suit une inégalité de Tala-
grand de parametre \ si :

Vf >0 telle que fX fdp=1

Wa(fu,pm) < \//flog

On dit que p suit une inégalité de Soblev logaritme si :

/XfZOQ(f)d,US21)\/)(\V(log(f))2du

De plus on admet que si une mesure de probabilité suit une inégalité de Sobo-
lev logarithme alors elle suit une inégalité de Talagrand de méme paramétre.

On commence par établir une série de lemmes généraux avant d’en venir
au résultat principal.

Lemme 2.2.6. Soit u € P(R?) qui satisfait une inégalité de Talagrand de
parameétre X. Soit ¢ € Lip(R?) telle que ¢l iy <1 et [ pdu=0.

Alors ¥Vt >0 on a : ,
/ewdu < e

Démonstration. Soit ¢ lipschitzienne telle que [ ¢dp =0, HngLip <1.0n a
par les proprietés des distances de Wasserstien :

/cbfdu - /¢du < Wi(pf, u) < Wauf, p)
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Donc

[otduz |3 [ siogsay

Car p satisfait une inégalite de Talagrand. Enfin, en utilisant l'inégalité
ab < a?/2 + b?/2 on obtient

t 1
/ Sfdn < ot / flogfdu

Posons maintenant F(f) = [¢fdu — 1 [ flogfdu. On cherche a maxi-
miser cette fonctionelle sous la contrainte f > 0 et fu est une probabilité.
Soit f qui vérifie ces contraintes et g telle que f + g les vérifie encore (donc
f>get [gdu=0).0Ona:

F(f+9)=/¢(f+g)du—1/(f+g)log(f+g)du
:F(f)+/¢gdﬂ_1/glog(f)d,u—1/(f+g)log(1+‘]qc)du

Une condition suffisante pour f maximise F' est que pour toute fonction g
telle que f + g vérifie la contrainte on ait :

/g <¢ - 1log(f)> dp =0

Comme [ gdp = 0 la condition se rééerit :

6~ log(f) = C

Donc on a f = =9, Mais [ fdp =1 donc :

1
C = —;log </ etd’du)
Finalement on a

1
sup  F(f) = <log (/ ewdu) <L
120, [ fdp=1 t 2\

D’ot le resultat du lemme.
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Lemme 2.2.7. Soit u une mesure de probabilité qui suit une inégalité de
Talagrand de paramétre X et ¢ € Lip(R?). Alors

(- foa] o) a0

Démonstration. Soit ¢ telle que ||d>HLZ-p =1, et [¢dp = 0. On a d’apres le
résultat précedent
2
/et¢du < 657

De plus on a :

/ e'dp > / edp > e p(p > e)
p>e

De méme en considérant —¢ on a
/et(“‘”dﬂ > / ey > e p(—¢ > )
—¢=e

En sommant ces inégalités on obtient :

2

«
g

2e2 > e (u(¢ > €) + u(—¢ > ¢))

et pour ¢t = Ae on obtient :

Ae2

2¢™ 2 > p(|¢] > €)

Maintenant on suppose ¢ Lipschitzienne de constante non necéssairement
égale a 1, mais toujours d’intégrale nulle par rapport a la mesure p. On re-
prend le raisonnement précedant avec ﬁ qui est bien 1 lipschitzienne.

Lip

t o] t2
e ¢l Lip d'u S e2x

on pose t' = —t— et l'on a :

— 9llLip
e 2118117 ;,,
e <e 23

Par les mémes majorations que précedemment on a donc :

12 2
21612,

2" > e p(|gle)
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e

W on obtient :
ip

En choisissant ' =

Ae2

2672“‘1’”Lip Z ,LL(|¢| Z 5)

Enfin, quand ¢ est Lipschitzienne d’intégrale non nulle par rapport a la
mesure /i, on considére la fonction lipschitzienne ¢ — [ ¢dp d’intégrale nulle
par rapport a u, et on se rapporte au résultat précedant. O

Corollire 2.2.8. Soit 1 une mesure de probabilité sur (RHN qui satisfait
une inégalité de Sobolev logarithme de paramétre A. Soit ¢ € Lz’p(Rd), on
a:

1 Y 1
16l < 1= p <|N > (i) — / ¥ > ¢(wi)dp(x)
=1 =1

Démonstration. Comme g satisfait une inégalité de Sobolev logarithme,
elle satisfait une inégalité de Talagrand de parametre A également. Soit ¢
une fonction lipschitzienne sur R¢ avec ¢l L, < 1. Soit @(z1,--- ,2n) =

% Z,ZL o(x;), on a :

_ ANe?
>e| <2 2

|<D(5L'1,"' 7xN)_q)(x/17 7:[;3\7” =

161l s
= \/Nlp|(x17"' 7xlN)|
Donc @ est lipschitzienne de constante inférieure a ¢\|/L%”|. Comme p

satisfait une inégalité de Talagrand, on a par le réslutat de la question
précedente :

2 2
ANe ANe2

__Ae —
u(|® — /fbd,u| >e) <2 *MPlLin <2 i < 2e7 72
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On cherche maintenant a établir une équation d’évolution suivie par p
la loi de (X})i=1..N.

Soit ¢ € S(RH)N, ¢ est donc bien de classe C? et ses dérivées sont bornées
on peut donc appliquer la formule d’Ito.

o) = o(x0) + [ Vorxax, + 3 [ soxds
Mais dX; = dBs + GV (X;)ds avec
~VV (1) = % XLy VW (21 — 25)
GN($1,~--,:EN)= :
—VV(zn) = & S0 VW (zy — )

Donc

o) = o(%0) + [ Vo(x)aBs+ [ Vox)G(Xds+ [ Avx)ds

En prenant ’esperance de cette derniere équation, on a :

t t
/ pdut = / o’ + / / VoGNdpgds + 1 / / Addpsds
0 2 /o

Avec j; qui est la loi du vecteur aleatoire X; = (X}, ---, X}V) et on a utilisé
le fait que E(fg Vo(Xs)dBs) = 0. Donc (pu)¢>0 est une solution au sens des
distributions de :

out N 1
L = V(G t A t
ot (G ) + 5 Am
Vérifions maintenant que G = —VVy oti Vi est donné par :

N

Vn(z1, - ,xn) = ZV((I}Z) + %ZZW(&?
i=1 .3

On notera abusivement 88% le vecteur de d composantes des (%ﬂ) k=1.d-
K

v, 1 & al
83:]\-[: TVZ a;j)—ZVWx
i =1 =1

50



Comme VW est impaire, On a bien que

8VN N
Fo. = V(@) + Nzlvw wi —xj) = =G
J
Donc on a bien VVy = =GV et (11¢)e>0 est bien solution au sens des distri-
butions de : oot
o t Ly
— = V(VV] —A
9 (VVNi') + 5Au
On supppose V' [-uniformement convexe et W convexe. Montrons que Vi
est B-convexe : V(z1,- -+ ,xn), (2], ,2y) € RHY | vt € [0,1]

N

VN(<1 - t)(xh T 7‘73]\7) + t(xllv T ,.%',N)) = ZV((I - t)xi + t.’L‘;)
i=1

+§VZZW<<1 — ) — ) + t(z} — 25)

N B
< 2(1 — OV (a5) +tV () = GH(t — Dl — i3

ZZl—t 2 — @) + tW (2} — )

= (1_t)VN(x17 aJ:N)+tVN($/1’ 7339\7)_

ﬁ N
St = 1) fo — il
=1

= (1 —t)VN(xl,‘-- ,$N) +tVN(JZ/1,--' ,a:’N)

D= Dl )~ (R

Et Vv est S-uniformement convexe. On peut donc utiliser donc un théoreeme
de Bakry assurant que pu; satisfait une inégalité de Sobolev logarithme de
parametre A, si 'on suppose que pg satisfait une inégalité de Sobolove lo-
garithme de parametre Ag.

On est en mesure de prouver le résultat d’estimation de déviation an-
noncé.

Proposition 2.2.9. On note iY¥ la mesure empirique aleatoire associée a
(XH)iz1..nv et fi solution faible au temps t. Soit ¢ € Lip(R?), si H¢HL¢p <1
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alors :

>C+r> <2 "2
_\/N —_—

P('/wﬁiv—/wt

Démonstration. De plus on a :

Mais comme g est la loi de (X}, -+, X}¥) on a :

N

1 1 ;
/(Rd)N N ;¢(Xt)ﬂt = E<N Z P(X7))

i=1
Et comme f; est la loi des vecteurs aleatoires i.i.d Y}’
1o
[ ot = B 3 o00)

De plus on a 'inégalité suivante :

Finalement il vient :

C 1 1o .
P( Z\/;-H") SP(‘N;¢(Xt)_/(Rd)NN;¢(Xt)Mt

Et comme p; satisfait une inégalité de Sobolev logarithme de parametre A,
par le résultat du corollaire 4) on a :

1 & . L |
P(N;¢(Xt)_/(Rd)NN;¢(Xt)ut

D’ou le résultat.

=

AN
N;a&wéﬁwmmm

A Nr2
>r] <2 72
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Conclusion Dans de nombreux cas physiques on peut étre amener a
s’interroger sur le passage d’une dynamique discréte a une dynamique conti-
nue dans un systeme ol le nombre de particules ou d’individus devient tres
grand. On s’est interessé aux problematiques de champs moyens a travers
les exemples d’une galaxie ou d’un gaz de particules chargees, on peut aussi
s’y interesser dans le cas d’un jeu ou le nombre de joueurs deviendrait grand
[11], ou dans un réseau de neurones [12].

Cependant il resterait beaucoup a dire sur les exemples de la galaxie ou du
nuage de particules dans lesquels la force d’intéraction dérive normalement

du potentiel coulombien V (z) = (W * p) (x) ou p est la densité spa-
tiale et d la dimesion en espace (cf [9]). On a donc le systeme d’équation
couplé :

O f +0v.0.f =0, V.0, f =0
—AV =p

Appelé équation de Vlasov Poisson aux vues de la seconde équation. En
dimension plus grande que 1 les problematiques de limite de champs moyens
et de propagation du chaos sont extrement compliquées du fait que la force
d’intéraction n’est ni bornée ni continue. Cepedant on peut arriver a conclure
en dimesion 1 dans le cas sans bruit (c’est a dire sans brownien) car méme
si la force présente toujours une discontinuité, elle est bornée . Pour cela
on peut s’appuyer sur des applications de transport d’une mesure qui serait
la limite macroscopique vers une mesure empirique. On a vu qu’une telle
application existe des que la mesure ”de départ” est absoluement continue
par rapport a la mesure de lebesgue. Ensuite en choisissant une partition
judicieuse de R par rapport & la discontinuité de la force on arrive a conclure.
Ce sera l'objet, je ’espere, d’un prochain travail.
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