
Chapitre I

LA DISTRIBUTION CANONIQUE

ET LES
RELEVEMENTS CONTINUS CONTROLES

DE CHAMPS DE VECTEURS

Resume. Dans ce chapitre nous considérons le problème de l’extension continue et contrôlée
d’un champ de vecteurs sur un espace stratifié (A,Σ) plongé dans R

n.
Nous reprenons la preuve du théorème de Shiota (1984) pour une stratification (b)-régulière

[Sh] et l’adaptons au cas de stratifications (a) et (c)-régulières. La condition (b) de Whitney
entrainant la (c)-régularité de Bekka [Be]1, notre théorème de relèvement continu contrôlé de
champs de vecteurs sur des stratifications (c)-régulières, généralise celui de Shiota. On compare
ce théorème avec les autres résultats connus sur le relèvement continu [Be]1,2,3, [Du]1,2, [Pa],
[Sc], [Sh], [Ve].

Pour toute strate X ∈ Σ, on introduit un fibré vectoriel stratifié DX : TX → G
dimX
n par

lequel le théorème de relèvement acquiert une formulation naturelle. L’analogue de ce théorème est
donné également pour les stratifications (w)-régulières et lipschitziennes.

§1. Introduction. Un champ de vecteurs sur une stratification Σ d’un sous-
ensemble A de R

n, contrôlé par rapport à un système de données de contrôle, définit
un flot qui est toujours continu grâce aux hypothèses de contrôle [Ma], mais en général
non différentiable [Gi] (exemple de la famille des quatre droites). La condition de contrôle
n’implique pas (en général) la continuité du champ [Ma].

Le problème de l’extension contrôlée d’un champ de vecteurs est classique et a été
longuement étudié et bien compris dans le contexte des stratifications (b)-régulières : [Ma]
et [Gi] sont les références principales.

D’autre part, le problème de l’extension continue a été considéré par Verdier [Ve]
pour des stratifications (w)-régulières et plus récemment par Mme Schwartz [Sc] pour des
stratifications (a)-régulières. Dans ces deux cas, les auteurs n’avaient pas besoin d’obtenir
des relèvements contrôlés et donc il leur suffit de projeter orthogonalement sur l’espace
tangent à la strate, un relèvement continu convenablement choisi.
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Plus précisément, l’extension définie par Mme Schwartz est obtenue (avant de pro-
jeter) par “transport parallèle le long des fibres d’une rétraction” et dans le cas de Verdier
un tel champ obtenu par projection orthogonale permettait d’obtenir un relèvement
rugueux.

Dans les grandes lignes, notre champ de vecteurs relevé s’obtient en faisant (un
changement du module de) la projection orthogonale du champ à relever sur les hyper-
surfaces de niveaux d’une fonction distance (§4). C’est l’idée essentielle commune aux
démonstrations des théorèmes de M. Shiota et K. Bekka.

En fait, le cas d’un relèvement continu et en même temps contrôlé a été considéré
par M. Shiota [Sh] (1984) encore dans le contexte des stratifications (b)-régulières et
plus récemment par K. Bekka qui, pour des stratifications (c)-régulières [Be]3, donne une
extension contrôlée par rapport à une famille d’applications tapissantes. Soulignons aussi
qu’un théorème de relèvement continu a été démontré par A. du Plessis [Du]1,2, [DW]
en 1988 et a été communiqué à D. Trotman alors qu’il dirigeait la thèse de K. Bekka.

Dans ce chapitre nous nous inspirons surtout des idées de Shiota pour les généraliser
au cas (a) et (c)-régulier. Notre but est d’utiliser ces résultats pour étudier l’amélioration
de la régularité des flots associés dans le chapitre II et pour en déduire d’autres théorèmes
dans les chapitres suivants.

Dans le paragraphe §2, nous étudions le cas d’une stratification (a)-régulière de A en
donnant une caractérisation en termes de distribution continue, qui est le point clef pour
définir un relèvement aux strates supérieures d’un champ donné sur une strate X fixée.

Dans le §3 nous démontrons le théorème de relèvement continu d’un champ de
vecteurs. Le champ construit vérifie la condition de contrôle par rapport à une famille
de projections compatibles entre elles. On remarque, de plus, qu’en ajoutant une strate
de la forme TX − A, on peut toujours prolonger l’extension sur un voisinage tubulaire
ouvert TX de X dans R

n, et que dans le cas où le champ est donné sur toutes les strates
de profondeur maximale, on peut en déduire une extension globale sur la stratification A
toute entière.

Dans le §4, nous considérons le cas où A est (c)-régulière. K. Bekka a démontré [Be]2
que sur une telle stratification il est toujours possible de construire un système de données
de contrôle F = {(πX , ρX)}X∈Σ. Nous utilisons ce théorème important pour déduire des
propositions analogues à celles du §2, lesquelles, grâce à une petite modification dans la
définition du relèvement, nous donnent une propriété plus forte : le champ obtenu est
contrôlé par rapport aux projections {πX}X et aux fonctions distance {ρX}X .

Enfin, dans le §5, nous amalgamons les résultats des paragraphes précédents et
définissons, pour toute strate X ∈ Σ, une distribution stratifiée canonique DX : TX →
G

dimX
n globalement définie dans un voisinage tubulaire stratifié TX = ∪Y ≥XTXY de X

dans A qui étend l’application de Gauss DX : X → G
dimX
n (DX(x) = TxX) et par laque-

lle le relèvement de chaque champ de vecteurs ξX défini sur X acquiert une expression
particulièrement simple et convenable. L’analogue de ce résultat est également montré
dans le contexte des stratifications rugueuses et lipschitziennes.

§2. La distribution canonique locale et le théorème de relèvement continu.
Caractérisation de la (a)-régularité en termes de distribution continue.

Soient X < Y deux sous-variétés lisses (c.à.d. au moins de classe C2) de R
n, l =

dim X, k = dim Y . L’étude étant locale sur X, nous supposons de plus que X = R
l×0n−l
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et notons E1, . . . , En la base canonique de R
n et p

R
l

: R
n → R

l × 0 la projection canonique

sur R
l × 0.

Soit V
n
l = {(v1, . . . , vl) ∈ R

nl | v1, . . . , vl indépendants dans R
n} la variété de

Stiefel des l-repères de R
n et q : V

n
l → G

n
l la projection canonique de V

n
l sur la grassman-

ienne G
n
l .

Theoreme. Si (X,Y) est (a)-régulier, il existe un ensemble ouvert W ⊆ Y , une
distribution D = DXY : W → G

n
l et un relèvement D̃XY : W → V

n
l de DXY dans la

variété des l-repères de R
n faisant commuter le diagramme suivant

V
n
l

D̃ ↗ ↓ q

W
D−→ G

n
l

et tels que:
i) X ∪ W est un voisinage de X dans X ∪ Y (et X ⊆ W ),
ii) DXY et D̃XY sont prolongeables par continuité sur X ∪ W avec

∀x ∈ X :






DXY (x) = TxX = [E1, . . . , El]

D̃XY (x) = (E1, . . . , El)

iii) en posant D̃XY (y) = (v1(y), . . . , vl(y)) on a pr
R

l(vi(y)) = Ei, ∀i ≤ l.

Preuve. Comme (X, Y ) est (a)-régulier il existe un sous-ensemble ouvert W ⊆ Y tel
que la restriction p

R
l |W

: W → R
l × 0 soit une submersion et qui vérifie la condition i).

Notons TXY = W et πXY = p
R

l |W
selon la terminologie générale des stratifications.

Soit DXY la distribution de dimension l définie pour tout y ∈ TXY par le sous-espace
orthogonal à ker πXY ∗y dans TyY ,

DXY : TXY → G
n
l , DXY (y) =⊥ (ker πXY ∗y, TyY ).

Comme pour tout y ∈ Y la restriction πXY ∗y| : DXY (y) → R
l × 0 est un isomor-

phisme d’espaces vectoriels, tout vecteur Ei de la base canonique de R
l × 0 se relève en

un unique vecteur vi(y) = (πXY ∗y|)
−1(Ei) dans DXY (y), i.e. nous définissons

vi(y) =⊥ (kerπXY ∗y, TyY ) ∩ p
R

l

−1(Ei).

Alors iii) est vérifiée et les vecteurs relevés v1(y), . . . , vl(y) forment un l-repère parce
que leurs projections E1, . . . , El sont indépendantes.

Alors l’ application D̃XY définie par

D̃XY : TXY → V
n
l , D̃XY (y) = (v1(y), . . . , vl(y))

vérifie DXY = qD̃XY .
Afin de démontrer le prolongement par continuité de DXY et de D̃XY sur X, notons

pour tout y ∈ TXY , TyY par τy et par pτy
: R

n → τy la projection orthogonale sur TyY .



4 La distribution canonique et les relèvements continus contrôlés de champs de vecteurs Chapitre I

Lemme. Pour tout y ∈ TXY , on a : DXY (y) = pτy (Rl × 0).
Preuve. Pour tout sous-espace V ⊆ R

n, notons V ⊥ l’orthogonal à V dans R
n. On

voit facilement que

DXY (y) =⊥ (ker p
R

l |τy

, τy) = τy ∩
(
0 × R

n−l ∩ τy

)⊥ = τy ∩
(
R

l × 0 + τ⊥
y

)
.

Alors tout vecteur w ∈⊥ (ker p
R

l |τy

, τy) est de la forme w = v + v′ avec v ∈ R
l × 0

et v′ ∈ τ⊥
y , d’où

pτy (v) = pτy (w − v′) = pτy (w) − pτy (v′) = w + 0 = w

et donc w ∈ pτy (Rl × 0).
D’autre part, tout vecteur u ∈ pτy

(Rl × 0) est de la forme u = pτy
(v) avec v ∈ R

l × 0
et si u′ ∈ τ⊥

y est la projection (orthogonale) de v sur τ⊥
y on a v = u + u′ où u = v − u′

c.à.d. u ∈ τy ∩
(
R

l × 0 + τ⊥
y

)
. �

Suite de la preuve du théorème : “continuité”. A présent les conditions





lim
y→x

τy ⊇ R
l × 0

lim
y→x

pτy (Rl × 0) = R
l × 0

sont précisement la (a)-régularité de X < Y et une conséquence immédiate de cette
dernière. On en déduit immédiatement:






lim
y→x

DXY (y) = lim
y→x

pτy (Rl × 0) = R
l × 0

lim
y→x

vi(y) = lim
y→x

pτy (Rl × 0) ∩ p
R

l
−1(Ei) = Ei ,

qui sont exactement les conditions de continuité à démontrer. �

Definition. La distribution DXY de sous-espaces de dimension l = dimX de TY
définie au théorème 1 sera appelée la distribution canonique locale induite par X sur Y .

Le lemme 1 montre que le sous-espace DXY (y) est le sous-espace de TyY à distance
minimale de TxX où x = πXY (y).

Quand nous ne sommes plus dans une analyse locale i.e. où X = R
l × 0 et πXY =

p
R

l |Y
, il sera entendu (voir aussi le §5) que DXY (y) = pτy (TxX), où τy = TyY et x =

πXY (y). Aussi pour les problèmes qui nous intéressent, il ne sera pas restrictif d’identifier
le voisinage W (domaine de DXY ) avec Y .

Remarque 1. Comme l’ont remarqué Thom, Feldman et Whitney (en 1964-65), la
(a)-régularité d’un couple de strates X < Y en un point x ∈ X, implique la (t)-régularité
en x. Cette notion introduite par R. Thom en 1964 signifie que la transversalité à X en
x d’une variété S entraine aussi la transversalité de S à la strate supérieure Y dans un
voisinage de x.

Nous soulignons juste que la distribution canonique DXY donne précisement le sous-
fibré ∪y∈Y {y}×DXY (y) de TY qui permet de préserver une telle transversalité en passant
de X à Y .
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D’autre part, la (a)-régularité de X < Y , plus forte que la (t)-régularité, caractérise
en fait la stabilité de la transversalité à X ∪ Y [Tr]3, i.e. que pour toutes variétés N et
M avec X ∪ Y ⊆ M , l’ensemble {f ∈ C1(N, M) | f est transverse à X ∪ Y } est ouvert
dans C1(N, M) avec la C1-topologie forte.

Remarque 2. Dans [Tr]1, D. Trotman démontre qu’il y a une version géométrique
de la (a)-régularité d’un couple X < Y : celle-ci équivaut à demander que dans toute
carte C1, la projection πXY soit une submersion. Nous précisons simplement que le sous-
espace relevé canonique DXY (y) comporte une telle submersivité et qu’en particulier on
a : “πXY ∗y| : DXY (y) → TxX est un isomorphisme”.

§3. Le théorème de relèvement continu.

Dans ce paragraphe nous considérons le problème de l’extension d’un champ de
vecteurs, donné sur une certaine strate X, aux strates supérieures adjacentes.

Notre théorème s’inspire principalement de celui de M. Shiota [Sh] (Lemme 4.11.) où
l’on construit un voisinage tubulaire U de X, permettant d’obtenir un relèvement continu
et contrôlé et qui est réunion de voisinages de points de X. Nous relèverons le champ
local dans les sous-espaces de la distribution canonique locale afin d’obtenir la continuité
du champ relevé, à la différence des arguments de [Ma] et [Gi].

La (a)-régularité de Whitney est une condition (évidemment) nécessaire pour qu’un
relèvement continu de tout champ de vecteurs soit possible. Nous montrons alors, en
affaiblissant les hypothèses de [Sh], que la (a)-régularité est également une condition
suffisante pour avoir une extension continue et contrôlée (par rapport à une famille de
projections compatibles).

Remarquons qu’un théorème de relèvement continu sous l’hypothèse de (a)-régularité
a été démontré récemment par M.H. Schwartz [Sc] mais ceci sans considérer aucune
condition de contrôle.

Theoreme. Soit (A,Σ) une stratification (a)-régulière de A ⊆ R
n et X une strate

de Σ. Soit en outre {πY : TY → Y }Y ≥X (où les TY sont ouverts dans R
n) une famille de

voisinages tubulaires compatibles, i.e.:

πY ZπZZ′ = πY Z′ , pour tout X ≤ Y < Z < Z ′.

Alors pour tout champ de vecteurs ξX sur X, on peut construire un voisinage U de
X (dans R

n) et un champ de vecteurs stratifié ξU =
{
ξU∩Y

}

Y ≥X
sur A ∩ U qui est une

extension continue de ξX et contrôlée par rapport à {πY }Y , i.e. : ∀X < Y < Z






πX∗y(ξU∩Y (y)) = ξX(πX(y)) dans un voisinage TXY de X dans Y

πY ∗z(ξU∩Z(z)) = ξU∩Y (πY (z)) dans un voisinage TY Z de Y dans Z .

Preuve. Observons qu’un voisinage U de X dans R
n n’ intersecte pas nécessairement

les strates du bord de X, et donc l’ extension ne concerne que les strates Y ≥ X.
Soit l = dimX.

Etape 1 : relèvement sur une strate adjacente quelconque. Pour tout x ∈ X, con-
sidérons une carte (locale) ϕx : (Ux, Ux∩X) → (Rn, Rl × 0), définie sur un voisinage ouvert
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Ux de x dans R
n, qui plonge localement X ∩Ux comme R

l × 0 dans R
n, en transformant

πX en la projection canonique p
R

l
, i.e. telle que le diagramme suivant soit commutatif :

Ux
πX−→ πX(Ux)

ϕ ↓ ↓ ϕ/

R
n
0

p
R

l

−→ R
l × 0.

figure 1 figure 2 (Remarque 4 au théorème)

Soit U =
⋃

x∈X Ux, et fixons une strate Y de Σ , Y ≥ X. Afin de définir ξU∩Y sur
U ∩ Y =

⋃
x(Ux ∩ Y ), nous allons définir des relèvements locaux ξUx∩Y sur Ux ∩ Y qui se

recolleront convenablement entre eux ainsi qu’avec ξX .
Notons par ξ

R
l = ξϕ(Ux∩X) le champ ϕ∗(ξUx∩X) et par

ξ
R

l(y′) = ξϕ(Ux∩X)(y′) =
l∑

i=1

bi(y′)Ei où y′ = (y1, . . . , yl, 0, . . . , 0) ∈ R
l × 0 .

Alors, en substituant les vecteurs de la base canonique {Ei}i de R
l × 0 par ceux de

la base correspondante relevée {vi(y)}i (base de DXY (y)), on trouve un champ relevé sur
ϕ(Ux ∩ Y ),

ξϕ(Ux∩Y )(y) =
l∑

i=1

bi(y′) vi(y) où y = (y1, . . . , yl, yl+1, . . . , yn) ∈ ϕ(Ux ∩ Y ) ⊆ R
n ,

et prolongeable en un champ continu ξϕ(Ux∩Y ) qui est de plus contrôlé par rapport à p
R

l

(condition i) du théorème précédent).
Comme la même propriété se préserve par la préimage de la différentielle ϕ∗, on

trouve le champ image réciproque sur Ux ∩ Y ,

ξUx∩Y =






ϕ−1
∗ (ξϕ(Ux∩Y )) = (noté) =: ξUx∩Y sur Ux ∩ Y

ξUx∩X sur Ux ∩ X

qui est un relèvement (local) continu et contrôlé de ξUx∩X .
En utilisant une partition de l’unité lisse {λx : Ux ∩ Y → [0, 1] }x∈X subordonnée au

recouvrement {Ux ∩ Y }x∈X de U ∩ Y , on peut définir un champ global

ξU∩Y (y) =






∑
x λx(y)ξUx∩Y (y) si y ∈ ∪xUx ∩ Y = U ∩ Y ,

ξX(y) si y ∈ ∪xUx ∩ X = X,
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recollement des champs locaux ξUx∩Y , qui est encore une extension continue et contrôlée
de ξX .

En fait, la condition de contrôle étant vérifiée localement, on en déduit que

πX∗y

(
∑

x

λx(y)ξUx∩Y (y)
)

=
∑

x

λx(y)πX∗y

(
ξUx∩Y (y)

)
=

[
∑

x

λx(y)
]

· ξUx∩X(y′) =

= 1 · ξUx∩X(y′) = ξX(y′);

et de même pour tout x′ ∈ X on conclut que

lim
y→x′

ξU∩Y (y) = lim
y→x′

∑

x

λx(y)ξUx∩Y (y) =
[

lim
y→x′

(
∑

x

λx(y)
)]

· ξUx∩X(x′) =

= 1 · ξUx∩X(x′) = ξX(x′).

Etape 2 : relèvement aux strates supérieures. Soit X < X1 < · · · < Xr une châıne
maximale de strates adjacentes à X, et prouvons que le relèvement peut être prolongé
jusqu’à Xr. Il suffit de considérer le cas r = 2, X < Y < Z: il sera a posteriori clair que
la preuve s’étend par récurrence.

Considérons des relèvements définis comme dans l’étape 1, par rapport aux trois
couples de strates adjacentes X < Y , X < Z , Y < Z :






ξXY = ξU∩Y celui de l’étape 1 ;

ξXZ = ξU1∩Z relèvement de ξX sur U1 ∩ Z , U1 ⊇ X;

ξY Z = ξU2∩Z relèvement de ξU∩Y sur U2 ∩ Z , U2 ⊇ U ∩ Y ;

(il n’est pas restrictif de supposer TX ⊆ U1 et TY ∩ Z ∩ TX ⊆ U2).

Maintenant, il est facile de vérifier que l’ensemble

W =
{

z ∈ U2 ∩ Z
∣
∣
∣ ‖ ξY Z(z) − ξXY (πY Z(z)) ‖ < d(πY Z(z), X)

}

est un sous-ensemble ouvert, non-vide de U2, tel que Y ⊆ W .
En fait, si nous considérons l’application

h : U2 ∩ Z → R , h(z) = ‖ ξY Z(z) − ξXY (πY Z(z)) ‖
prolongeable de manière continue sur Y par h|Y ≡ 0, alors la continuité de la fonction
H(z) = h(z) − d(πY Z(z), X) montre évidemment que W = H−1(] −∞, 0[) est un ouvert
de U2.

D’autre part, pour tout y0 ∈ Y , comme lim
z→y0

h(z) = 0 (par construction), il existe un

voisinage Iy0 de y0 dans U2 tel que h(z) < d(πY Z(z), X) , ∀z ∈ Iy0 .
En particulier,

Iy0 ∩ π−1
Y Z(y0) ⊆ W , y0 ∈ W et W �= ∅.

Par un rétrécissement du voisinage tubulaire TY on pourrait supposer TY ∩ Z ⊆ W
et par un changement de métrique qu’il est encore de rayon 1 : TY = TY (1).
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En notant encore par ξY Z la restriction du champ relevé (de Y dans Z) à ce nouveau
voisinage TY Z , (rappelons que X ⊆ Y ⊆ TY Z) on a alors

lim
z→x

ξY Z(z) = ξX(x) , pour tout x ∈ X,

car






‖ ξY Z(z) − ξX(x) ‖ ≤ ‖ ξY Z(z) − ξXY (πY Z(z)) ‖ + ‖ ξXY (πY Z(z)) − ξX(x) ‖ ;

lim
z→x

‖ ξXY (πY (z)) − ξX(x) ‖ = 0 (par construction de ξXY ) ;

lim
z→x

‖ ξY Z(z) − ξY Z(πY Z(z)) ‖ ≤ lim
z→x

d(πY (z), X) = 0 (TY Z ⊆ W ).

Soit maintenant {α , β} une partition de l’unité subordonnée au recouvrement ouvert
{V1 , V2} de TXZ := TX ∩ Z

V1 = TXZ − TY Z(1/2) , V2 = TXZ ∩ TY Z(1).

figure 3 figure 4

Alors le champ ξ,

ξ : TX ∩ Z → TZ , ξ(z) = α(z)ξXZ(z) + β(z)ξY Z(z)

recollement de ξXZ et ξY Z vérifie :

i) ξ est une extension continue sur X et TX ∩Y où il vaut respectivement ξX et ξXY .
ii) ξ est contrôlé sur TX ∩ Z par rapport au système de projections {πX , πY }.

Preuve i). Si y ∈ TX ∩ Y alors, dans un voisinage U ′
y ⊆ TY (1/2) on a α = 0 , β = 1

et ξ(z) = ξY Z(z). Donc

lim
z→y

ξ(z) = lim
z→y

ξY Z(z) = ξY (y) (= ξXY (y) par construction).

D’ autre part ∀x ∈ X on a :






lim
z→x

ξXZ(z) = ξX(z) par construction

lim
z→x

ξY Z(z) = ξX(x) car TY Z ⊆ W



§4 Relèvement sur des stratifications (au moins) (c)-régulières 9

et donc on conclut que

lim
z→x

ξ(z) = lim
z→x

(
α(z)ξXZ(z) + β(z)ξY Z(z)

)
=

[

lim
z→x

(
α(z) + β(z)

)
]

· ξX(x) = ξX(x).

Preuve ii). Les conditions de contrôle sont vérifiées par construction relativement à
X < Y et à Y < Z sur TY (1/2) ∩ Z. Vérifions-les pour X < Z.

Si z ∈ TX ∩ Z il y a trois possibilités:

1) z ∈ TXZ − TY Z . Alors α = 1 , β = 0 , ξ = ξXZ et la condition est vérifiée.

2) z ∈ TY Z(1/2). Ici il suffit de remarquer que ξ = ξY Z .

3) z ∈ TXZ ∩ TY (≥ 1/2) (où TY (≥ 1/2) = TY ∩ {ρY ≥ 1/2}).
Dans ce cas on a alors

πXZ∗
(
ξ(z)

)
= α(z)πXZ∗

(
ξXZ(z)

)
+ β(z)πXY ∗πY Z∗

(
ξY Z(z)

)
=

= α(z)ξX(πXZ(z)) + β(z)πXY ∗ξXY (πY Z(z)) =

= α(z)ξX(πXZ(z)) + β(z)ξX

(
πXY (πY Z(z))

)
=

=
[
α(z) + β(z)

]
· ξX(πXZ(z)) = ξX(πXZ(z)). �

Remarque 1. Pour toute stratification (A,Σ) (a)-régulière, on peut construire un
système de projections compatibles. C’est une conséquence du théorème généralisé du
voisinage tubulaire de Mather [Ma] où l’on doit refaire la démonstration de l’existence
d’un système de données de contrôle uniquement par rapport à des submersions {πY }Y ∈Σ.

Remarque 2. Le théorème de relèvement implique en particulier, que si un champ
de vecteurs est donné sur toutes les strates de profondeur maximale, on peut en déduire
une extension continue et contrôlée, définie sur la stratification A toute entière.

Remarque 3. Ce théorème permet également d’étendre le champ sur un voisinage
tubulaire ouvert TX de X dans R

n, avec la stratification induite par Σ.

Remarque 4. Dans l’étape 1 de la preuve du théorème précédent, la partition
de l’unité peut être prise sur X et relevée cylindriquement sur TXY . En fait, si pour
tout x ∈ X nous considérons un voisinage de la forme V εx

x tel que l’ensemble ouvert
Wx := (πXY , ρXY )−1(V εx

x ×]0, εx[) soit contenu dans Ux ∩ Y (voir figure 2), alors on peut
remplacer (dans la preuve du théorème) les recouvrements {Ux ∩ X} et {Ux ∩ Y } par
{V εx

x } et {Wx}. Soit {µx : V εx
x → [0, 1]} une partition de l’unité subordonnée à {V εx

x }
(sur X), alors la partition {λx} peut être substituée par la famille de fonctions relevées
{µ̃x : Wx → [0, 1]} où µ̃x(y) = µx(x′) (et x′ = πXY (y)), qui sont constantes le long des
fibres, i.e. dépendant uniquement de x′ ∈ X.

§4. Relèvement sur des stratifications (au moins) (c)-régulières.

En 1988 Karim Bekka a introduit dans sa thèse [Be]1 la condition (c) de regularité
pour une stratification (A,Σ) dont l’espace support A est contenu dans R

n. Une telle
condition implique la condition (a) de Whitney et est plus faible que la condition (b)
[Be]1 (dans sa thèse Bekka l’appelle la “condition de Whitney faible”).
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De plus Bekka a démontré [Be]1 que l’on peut construire pour A un système de
données de contrôle (S.D.C.) F = { (πX , ρX) : TX → X × [0,∞[ }X∈Σ ([Ma], [Gi]) et
que toute stratification (c)-régulière vérifie le premier théorème d’isotopie de Thom.

Definition 1. On dit que la submersion stratifiée f = ∪Y ∈ΣfY : (A,Σ) → (A′,Σ′)
vérifie la condition (af ) de Thom, si pour tout couple de strates X < Y dans A et
pour toute suite {yn}n dans Y telle que limn yn = x ∈ X et limn ker fY ∗yn

= τ on a
τ ⊇ ker fX∗x .

Definition 2. On dit qu’une stratification (A,Σ) est (c)-régulière si, pour toute
strate X ∈ Σ, il existe un voisinage UX de X dans R

n et une fonction de classe C1,
ρX : UX → [0,∞[ telle que ρ−1

X (0) = X et telle que l’application stratifiée

ρX : Et(X) ∩ UX → [0,∞[ où Et(X) :=
⋃

Y ∈Σ
Y ≥X

Y

obtenue en considérant sur Et(X)∩UX la stratification induite par Σ soit une application
de Thom.

En substance, la (c)-régularité de Bekka signifie donc que pour tout couple de strates
adjacentes X < Y , les espaces tangents en y ∈ Y aux hypersurfaces de niveaux ρ−1

X (ε)
(où ε = ρX(y)) ont des limites qui contiennent l’espace tangent TxX quand y → x ∈ X.

Dans [Be]3, Bekka montre que sur une stratification (c)-régulière on peut construire
une famille d’applications tapissantes {fY : T∂Y → [0,∞[ }, et qu’à partir de cela on peut
relever (par image réciproque) des champs de vecteurs continus qui sont contrôlés par
rapport à cette famille.

En étudiant la relation entre ces fonctions tapissantes et les applications distance
tubulaires {ρY }Y du S.D.C. on peut déduire que le théorème de Bekka [Be]3 implique
celui de Shiota énoncé pour des stratifications (b)-régulières ([Sh], Lemme 4.11). En
tout cas (bien que cela ne soit pas immédiatement visible) l’idée clef, commune aux deux
auteurs, reste celle de relever les champs sur les hypersurfaces de niveau d’une fonction
distance laquelle dans [Sh] (où on considère une stratification de Whitney) se réduit à
la distance standard ρXY (y1, . . . , yn) =

∑n
i=l+1y

2
i (l = dimX). Cette idée est également

présent dans [Du]1,2.

Nous reprenons alors cette idée pour définir notre relèvement continu contrôlé “ca-
nonique” pour une stratification (c)-régulière.

Fixons alors une stratification (c)-régulière (A,Σ) et soit F = { (πX , ρX) : TX →
X × [0,∞[ }X∈Σ un S.D.C. dont les fonctions distance ρX sont de plus des applications
de Thom (un tel S.D.C. existe pour [Be]2). Fixons de plus une strate X de A.

Pour tout Y > X, soit ρXY : TXY → [0,∞[ la restriction de ρX à TXY = TX ∩ Y .
Dans ce cas, on peut retrouver les théorèmes du §2 et §3 d’une manière plus complète avec
des champs et des flots qui sont de plus contrôlés par rapport aux fonctions de la famille
{ρZ}Z . Pour obtenir cela, il suffira d’apporter quelques modifications à la construction
du §2.

Introduisons alors les notations et le lemme suivants qui sont les analogues dans le
cas (c)-régulier des notations et du lemme introduits au §2 pour le cas (a)-régulier.

Pour tout y ∈ Y , notons σy le sous-espace de TyY tangent à l’hypersurface de niveau
ρ−1

XY (ρXY (y)) de ρXY qui passe par y, i.e. σy = Tyρ−1
XY (ρXY (y)) = ker ρXY ∗y et soit

pσy
: R

n → σy la projection orthogonale sur σy.
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Alors, si X = R
l × 0 et πXY = p

R
l |Y

on a

Lemme. pσy (TxX) =⊥
(
ker πXY ∗y ∩ ker ρXY ∗y, ker ρXY ∗y

)
où x = πXY (y).

Preuve. La démonstration est analogue à celle du lemme au §2. �

Proposition 1. Si X = R
l × 0 < Y est un couple (c)-régulier, le diagramme du

théorème du §2 peut être défini de sorte que le sous-espace DXY (y) = [{vi(y)}l
i=1] soit

tangent aux hypersurfaces de niveau Y ∩ ρ−1
X (ρX(y)).

Preuve. De l’hypothèse de (c)-régularité [Be]2, on déduit qu’il existe un voisinage
TXY (ε) (appelons-le TXY ) tel que l’application (πXY , ρXY ) : TXY → X×]0, ε[ soit une
submersion.

On peut définir alors la distribution DXY par la formule (analogue au §2)

DXY : TXY → G
n
l , DXY (y) =⊥

(
ker (πXY , ρXY )∗y, ker ρXY ∗y

)
.

En observant que ker ρXY ∗y est l’espace tangent à l’hypersurface de niveau {ε =
ρX(y)}, on a

Ty

(
Y ∩ ρ−1

X (ε)
)

= TyY ∩ Tyρ−1
X (ε) = ker

(
ρX |TX∩Y ∗y

)
= ker ρXY ∗y

et grâce à la (c)-régularité :

lim
y→x

ker ρXY ∗y ⊇ R
l × 0 , pour tout x ∈ X.

Donc, comme au §2 (où ici ker ρXY ∗y = σy a pris la place de TyY = τy), on trouve

lim
y→x

DXY (y) = R
l × 0.

D’autre part comme la restriction πXY ∗y| : DXY (y) → R
l × 0 est un isomorphisme,

nous pouvons de nouveau définir ∀i ≤ l les vecteurs vi(y) relèvements des vecteurs cano-
niques Ei de R

l × 0 dans la nouvelle distribution par la formule

vi(y) = DXY (y) ∩ πXY ∗
−1
y| (Ei).

Nous concluons alors en observant qu’avec l’application D̃XY

D̃XY : TXY → V
n
l , D̃XY (y) = (v1(y), . . . , vl(y))

grâce au lemme précédent on a encore





lim
y→x

vi(y) = Ei

lim
y→x

D̃XY (y) = (E1, . . . , El). �

Theoreme 1. Soient (A,Σ) une stratification (c)-régulière de A ⊆ R
n, X une strate

de A et F = {(πY , ρY ) : TY → Y × [0,∞[ }Y un système de données de contrôle pour A.
Alors pour tout champ de vecteurs ξX sur X, il existe un champ de vecteurs stratifié

ξU = {ξU∩Y }Y ≥X défini sur un voisinage U de X qui prolonge ξX de manière continue
et (π, ρ)-contrôlée.
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Preuve. Avec les nouvelles définitions des vecteurs vi, la construction du champ est
formellement identique à celle du théorème de §3. Il suffit donc d’observer que le champ
ainsi obtenu vérifie en plus la condition de contrôle par rapport à la famille d’applications
distance {ρY }Y ≥X .

En fait, dans l’ étape 1, on doit en plus remarquer que

ρXY ∗y

(
ξUx∩Y (y)

)
= 0 car par construction ξUx∩Y (y) ∈ ker ρXY ∗y

et dans l’étape 2 cas 3), pour tout z ∈ TXZ ∩ TY Z(≥ 1/2) on observe que :

ρXZ∗
(
ξ(z)

)
= ρXZ∗

(

α(z)ξXZ(z) + β(z)ξY Z(z)
)

=

= α(z)ρXZ∗(ξXZ(z)) + β(z)ρXY ∗
(
πY Z∗ξY Z(z)

)
= 0,

car





ρXZ∗
(
ξXZ(z)

)
= 0 par construction,

ρXY ∗
(
πY Z∗ξY Z(z)

)
= ρXY ∗

(
ξXY (z)

)
= 0 par contrôle et construction. �

On remarque encore que l’on peut obtenir une extension globale sur le sous-espace A
tout entier si le champ est donné sur toutes les strates de profondeur maximale.

Au niveau des flots, notons en outre que la condition de ρ-contrôle permet de trouver
que l’existence d’un flot global pour le champ ξX implique la préservation de cette même
propriété pour tout champ relevé ξY ([Sh] et [Gi]) et on obtient de plus que le flot réunion
ΨX ∪ΨY : (X ∪Y )×R → X ∪Y est une application continue. Nous soulignons que pour
obtenir une telle continuité des flots relevés la condition de contrôle des champs relevés
est suffisante sans nécessiter d’hypothèse sur leur continuité [Ma].

§5. La distribution canonique globale.

Dans ce paragraphe, nous montrons que les méthodes de partition de l’unité déve-
loppées au §3 pour recoller les champs de vecteurs relèvements continus contrôlés (définis
dans la distribution canonique locale) se réappliquent convenablement et permettent de
définir une distribution canonique globale donnant une formulation plus simple et naturelle
du théorème de relèvement continu.

Après avoir considéré le cas des stratifications (c) (et donc (b)-) régulières, nous
considérons le cas des stratifications (w)-régulières [Ve] et lipschitziennes [Pa] (lesquelles
n’admettent pas nécessairement un S.D.C.) et nous définissons également pour ces types
de stratifications une distribution canonique globale.

5.1 : Le cas (c)-régulier

Theoreme 1. Soit Σ une stratification (c)-régulière d’un sous-ensemble A ⊆ R
n et

soit F = {(πX , ρX) : TX → X × R}X∈Σ un S.D.C. de (A,Σ).
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Pour toute strate X ∈ Σ, il existe une application stratifiée DX = {DXY }Y ≥X

DX : TX → G
l
n , où l = dimX

définie dans un voisinage stratifié TX = ∪Y ≥XTXY de X à valeurs dans la grassmannien-
ne G

l
n des espaces vectoriels de dimension l = dimX et telle que :
i) DX est continue sur TX ;
ii) DXX(x) = TxX pour tout x ∈ X;
iii) DXY est un sous-fibré de ker ρXY ∗, ∀ Y ≥ X ;
iv) TyY = DXY (y) ⊕ kerπXY ∗y est une somme directe ∀ Y ≥ X et ∀y ∈ TXY ;
v) la restriction πXY ∗y| : DXY (y) → TxX est un isomorphisme (où x = πX(y));
vi) pour tout champ de vecteurs ξX sur X, la formule

ξY (y) := DXY (y) ∩ π−1
XY ∗y(ξX(x)) , où x = πX(y) ,

définit un champ de vecteurs stratifié ξTX
= {ξXY }Y ≥X relèvement continu controlé de

ξX sur TX = ∪Y ≥XTXY .
Preuve. Pour tout couple de strates X < Y , considérons la distribution QXY définie

sur TXY par
QXY : TXY → G

l
n , QXY (y) = pσy

(TxX)

où x = πXY (y), σy = ker ρXY ∗y = Tyρ−1
XY (ρXY (y)) et pσy

: R
n → σy note la projection

orthogonale sur σy. De cette manière, par la (c)-régularité de X < Y , de limy→x′ σy ⊇
Tx′X, on déduit évidemment la continuité de QXY sur X.

Alors quitte à rétrécir les rayons des tubes {TX}X∈Σ du S.D.C. nous pourrions sup-
poser que ∀y ∈ TX la projection pσy

est surjective et donc que dimQXY (y) = dimX et
cela ∀Y > X.

Introduisons maintenant la “fonction distance” δ entre deux espaces vectoriels U et
V :

δ(U, V ) := sup
u∈U

||u||=1

inf
v∈V

||u − v|| avec laquelle on a U ⊆ V ⇐⇒ δ(U, V ) = 0 .

Soit donc Z > Y une troisième strate adjacente à X.
De la (c)-régularité de Z > Y , ∀y ∈ TXY on a lim

z→y
ker ρY Z∗z ⊇ TyY , donc on obtient

lim
z→y

QY Z(z) ⊇ TyY et de plus, si on note

Q̃XY (z) := pQY Z(z)

(
QXY (y)

)
où






y = πY Z(z)
et

pH = proj. orth. sur H

on obtient également :
lim
z→y

Q̃XY (z) = QXY (y) .

De même que pour le théorème de relèvement continu au §3, si x = πXY (y) = πXZ(z),
on trouve alors que l’ensemble

W :=
{

z ∈ TY Z ∩ TXZ

∣
∣
∣ δ

(
Q̃XY (z), QXY (y)

)
< d(y, x)

}
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est un sous-ensemble ouvert non vide de TY Z ∩ TXZ tel que W ∪ TXY soit un voisinage
ouvert de TXY dans TY ∩ TXZ et avec lequel on ait :

lim
z∈W
z→x

Q̃XY (z) = TxX , ∀x ∈ X .

Soit maintenant ε une fonction sur TY Z ∩TXZ telle que T ε
Y Z ∩TXZ ⊆ W , considérons

le recouvrement ouvert {V1, V2} de TXZ ,

V1 = TXZ − T
ε/2
Y Z , V2 = TXZ ∩ TY Z

et soit enfin {α, β} une partition de l’unité relative au recouvrement {V1, V2} de TXZ .
Comme (déjà fait) au §3 dans la preuve du théorème de relèvement continu étape 2
(figures 3 et 4) les deux distributions






QXZ : TXZ − T
ε/2
Y Z → G

l
n

Q̃XY : TY Z ∩ TXZ → G
l
n

peuvent être recollées par la partition de l’unité {α, β} afin de définir une distribution
finale stratifiée DX : TX → G

l
n qui vérifie évidemment les conditions i), ii) et iii).

A ce propos, nous précisons seulement que la partition de l’unité sur les deux espaces
vectoriels QXZ(z) et Q̃XY (z) de même dimension l = dimX peut être faite le long de
l’angle minimum entre eux (orienté et linéairement reparamétré en [0, 1]), ou bien le long
de l’arc géodesique dans la variété grassmannienne G

l
n (car QXZ(z) et Q̃XY (z) sont très

proches au voisinage de X). Ces deux méthodes semblent être équivalentes.
La distribution finale DX , vérifiant les conditions i), ii) et iii), il est facile d’observer

que pour tout champ de vecteurs ξX sur X et pour tout z ∈ TX en notant x = πX(z),
l’intersection transversale entre DX(z) et la fibre π−1

X∗z(ξX(x)) détermine un unique vecteur

ξTX
(z) := DX(z) ∩ π−1

X∗z(ξX(x))

de sorte que le champ de vecteurs ξTX
soit un relèvement continu et contrôlé du champ

initial ξX . �

5.2 : Le cas (w)-régulier et lipschitzien

Le théorème qui suit est l’analogue du théorème 1 pour des stratifications (w)-
régulières et lipschitziennes.

Theoreme 2. Soit Σ une stratification (w)-régulière (resp. lipschitzienne) de A et
soit F = {πX : TX → X}X∈Σ une famille de projections compatibles de (A,Σ).

Pour toute strate X ∈ Σ il existe une application stratifiée DX = {DXY }Y ≥X

DX : TX → G
n
l , où l = dimX

définie dans un voisinage stratifié TX = ∪Y ≥XTXY de X à valeurs dans la grassmanni-
enne G

l
n des espaces vectoriels de dimension l = dimX et telle que :

i) DX est rugueuse (resp. lipschitzienne) sur TX ;
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ii) DXX(x) = TxX pour tout x ∈ X;
iii) DXY est un sous-fibré du fibré tangent TY à la strate Y , ∀ Y ≥ X ;
iv) TyY = DXY (y) ⊕ kerπXY ∗y est une somme directe ∀ Y ≥ X et ∀y ∈ TXY ;
v) la restriction πXY ∗y| : DXY (y) → TxX est un isomorphisme (x = πX(y));
iv) pour tout champ de vecteurs ξX sur X, la formule

ξY (y) := DXY (y) ∩ π−1
XY ∗y(ξX(x)) , où x = πX(y) ,

définit un champ de vecteurs stratifié ξTX
= {ξXY }Y ≥X relèvement rugueux (resp. lips-

chitzien) de ξX sur TX = ∪Y ≥XTXY .
Preuve. Précisons avant tout que la démonstration de Mather [Ma] utilisée pour

construire un S.D.C. pour des stratifications (b)-régulières peut être refaite pour des stra-
tifications (w)-régulières (resp. lipschitziennes) de manière formellement analogue afin
d’obtenir une famille d’applications F = {(πX , ρX) : TX → X × R}X∈Σ ayant toutes les
propriétés d’un S.D.C. sauf éventuellement la submersivité de chaque fonction (πX , ρX) :
TX → X×R (*). Cependant, dans le cas (w)-régulier (resp. lipschitzien) on peut obtenir,
au lieu de la submersivité de (πX , ρX), la (plus faible) submersivité de πX : TX → X.

Si nous considérons maintenant, pour tout couple de strates X < Y , la distribution

QXY : TXY → G
l
n , QXY (y) := pτy (TxX)

où pour tout y ∈ TXY , x = πXY (y) et τy = TyY , alors à partir de la (w)-régularité
(resp. de la “lipschitzianité”) de X < Y , on voit facilement que la distribution QXY est
rugueuse [Ve] (resp. lipschitzienne [Pa]). La preuve du théorème peut alors être déduite
de la même manière qu’au théorème 1 avec comme seules modifications le fait de considérer
chaque fois l’espace τy = TyY au lieu du précédent σy = ker ρXY ∗y et de recoller dans le
cas de trois strates Z > Y > X les deux distributions QXZ(z) et Q̃XY (z) = pτz

(
pτy (TxX)

)

par des partitions de l’unité rugueuses (resp. lipschitziennes). �

Definition 1. Si Σ est une stratification (c)-régulière (resp. (w)-régulière ou bien
lipschitzienne), pour toute strate X ∈ Σ, chaque application DX : TX → G

l
n vérifiant

les propriétés dans l’énoncé du théorème 1 (resp. au théorème 2) est dite la distribution
canonique globale déterminée par X (dans TX) et le champ relevé ξTX

défini par la formule
iv) est dit le relèvement canonique du champ ξX (sur TX).

Concluons ce paragraphe en observant que le choix des familles de distributions ca-
noniques {DX}X∈Σ peut être amélioré en introduisant la notion ci-dessous :

Definition 2. Nous dirons que la famille de distributions canoniques globales {DX :
TX → G

l
n}X∈Σ, vérifie la condition de multicompatibilité si pour toute triplet de strates

adjacentes Z > Y > X, la propriété suivante est vérifiée:

DXZ(z) ⊆ DY Z(z) , ∀z ∈ TXZ ∩ T ε
Y Z ,

éventuellement en reduisant les rayons des tubes {TX}X∈Σ.

(*) Si (A,Σ) est (w)-régulier ou bien lipschitzien et avec toutes les strates analytiques alors les
(πX , ρX) peuvent de nouveau être obtenues submersives car dans ce cas (A,Σ) est de plus (b)-
régulier [Tr]2.
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Proposition. Les familles de distributions canoniques exhibées aux théorèmes 1 et
2 précédents, peuvent être obtenues avec, de plus, la condition de multicompatibilité.

Preuve. C’est immédiat car, avec les mêmes notations qu’au théorème 1, pour tout
z ∈ TXZ∩ ∈ T

ε/2
Y Z , on a par construction

DXZ(z) = Q̃XY (z) = pQY Z(z)

(
QXY (y)

)
⊆ QY Z(z) = DY Z(z). �
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