
Chapitre II

SEMIDIFFERENTIABILITE

DES MORPHISMES STRATIFIES

ET LA

“WHITNEY FIBERING CONJECTURE”

Resume. Le chapitre se développe autour d’une théorie des morphismes stratifiés en vue
d’étudier ceux dont la régularité est à “mi-chemin” entre continuité et régularité C1.

En développant l’idée de base affirmant qu’un morphisme stratifié f = ∪X∈ΣfX : A =
∪X∈ΣX → A′ = ∪X′∈Σ′X ′, entre deux espaces stratifiés (au moins (a)-réguliers) (A,Σ) et
(A′,Σ′), est assez régulier sur une strate X ∈ Σ quand fX∗ : TX → TX ′ s’étend continûment
par fY ∗ : TY → TY ′ (∀Y > X , TX ⊆ TY ), nous analysons différentes définitions possibles de
régularité en donnant pour la première fois une notion de convergence de fY ∗ seulement “le long
de la direction horizontale”. Ce sont les notions de (faible-) semidifférentiabilité et de morphisme
stratifié controlé horizontalement-C1.

La semidifférentiabilité en un point x0 ∈ X d’un morphisme contrôlé f nécessite que pour
toute Y > X , la différentielle de fY : Y → Y ′ soit bornée le long des fibres de la projection
πXY : TXY = TX ∩ Y → X d’un S.D.C; nous introduisons donc la notion de morphisme
horizontalement-C1 de sorte qu’on ait “f est semidifférentiable sur X ssi f est horizontalement-
C1 et ∀ Y > X, gXY (y) = ||f| ker πXY ∗y

|| est bornée autour de x0 dans A”.
Quand l’espace stratifié (A′,Σ′) codomaine de f est une variété lisse on a toujours, grâce

à la condition de contrôle, la semidifférentiabilité de f en tout point x0 ∈ A. Sinon, pour que
f : (A,Σ) → (A′,Σ′) soit horizontalement-C1 en un point x0 d’une strate X de A, des conditions
fortes, comme l’involutivité autour de x0 dans A d’une distribution canonique DX , ou bien de
façon équivalente la (a)-régularité en x0 d’un feuilletage horizontal local d’un voisinage π−1

X (Ux0),
transverse aux fibres de la projection πX : TX → X , sont indispensables.

Une telle condition de (a)-régularité d’un tel feuilletage horizontal reprend une propriété con-
jecturée par Whitney [Wh]1, en termes de “fibering conjecture” dans le cadre des variétés ana-
lytiques et équivaut à la condition (af ) de Thom [Th]1 pour une certaine projection horizontale
π′ : π−1

X (Ux0) → π−1
X (x0), transverse à πX et se caractérise par le fait que π′ est une rétraction

extrèmement adaptée dans le langage de la théorie de du Plessis-Wall [DW].
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La trivialisation topologique locale H en x0 de la projection πX sur X est obtenue par
composition des flots des champs de vecteurs relevés de X sur π−1

X (Ux0) et nous donne un feuilletage
horizontal “canonique” grâce auquel l’analyse de la semidifférentiabilité des flots relevés occupe une
place fondamentale.

Si un champ ζX défini sur Ux0 ⊆ X est relevé de manière continue et contrôlée en un champ
ζ = {ζY }Y ≥X sur les strates supérieures alors, dans l’hypothèse du feuilletage (a)-régulier en
x0, son flot φ = {φY }Y ≥X est un morphisme stratifié horizontalement-C1 en x0. D’autre part la
continuité du relèvement contrôlé est aussi une condition nécessaire pour que le feuilletage canonique
soit (a)-régulier. On obtient en particulier une version horizontalement-C1 du premier théorème
d’isotopie de Thom.

§1 Introduction. Dans le chapitre I, nous avons considéré le problème de l’extension
continue contrôlée d’un champ de vecteurs, donné sur une (ou plusieurs) strate(s) d’une
stratification régulière, à toutes les strates supérieures.

Le cas d’un relèvement (extension) uniquement contrôlé est très classique, et il est
bien connu ([Ma], [Gi], . . .) que les flots relevés sur une stratification au moins (b)-
régulière, définissent à tout instant t ∈ R des homéomorphismes stratifiés qui sont lisses
sur chaque strate, mais qui ne donnent pas en général une application C1 dans les points
de la plus petite strate X à une strate supérieure Y > X (exemple de la famille des
quatre droites, [Wh]1, [Gi]). C’est la raison fondamentale pour laquelle les principaux
théorèmes classiques de la théorie des stratifications régulières sont souvent des résultats
de nature topologique (“stabilité topologique”, “trivialisation topologique”, etc. . .), et non
différentiable. Le premier théorème d’isotopie de Thom, donnant la stabilité topologique
de la fibre d’une submersion stratifiée contrôlée f : (A,Σ) → M à valeurs dans une
variété M , en est l’exemple le plus célèbre et il est obtenu par la technique “standard”
de relèvement contrôlé de champs de vecteurs vi (asssociés à des cordonnées locales) qui
donne des flots φi dont la régularité n’est pas toujours C1 au voisinage des singularités.

Comme nous avons considéré dans le chapitre I des extensions de champs qui de
plus sont continues, notre question devient alors: “quel type de régularité (en plus de la
continuité [Ma]) obtient-on pour les flots relevés ?”.

Ce problème sera donc le sujet principal de ce chapitre.
Précisons que même avec un relèvement continu ζ = {ζY }Y ≥X d’un champ ζX on ne

peut pas obtenir en général un flot qui prolonge de manière C1 le flot φX de ζX (pour un
calcul explicite voir [Kuo]).

D’autre part, il est facile de se rendre compte que dans les cas où la strate X est
de dimension 1, les trajectoires du flot du champ relevé définissent automatiquement
un feuilletage “horizontal” de dimension 1 F = {Fβ} de type C0,∞ : i.e. des courbes
lisses dont les espaces tangents, en cöıncidant avec ceux de la distribution canonique
DX(y) = {DXY (y)}Y ≥X , tendent vers TxX quand y → x.

Donc, si dimX = 1, en considérant un relèvement continu ζ = {ζY }Y ≥X du champ
ζX , une condition de régularité de type C1-affaiblie

(L) : “ lim
(yn,vn)→(x,v)

φY ∗yn
(vn) = φX∗x(v) , ∀ Y > X ”

reste valable au moins pour toutes les suites de vecteurs {vn}, vn ∈ DX(yn) et pour
d’autres suites qui dans un certain sens sont “horizontales” ou encore “très proches” de
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la distribution horizontale canonique DX(yn). Cette observation est la motivation cru-
ciale de ce chapitre où nous introduirons les notions de morphisme stratifié (faiblement-)
semidifférentiable, de morphisme stratifié horizontalement-C1, et plus généralement de
morphisme stratifié F -semidifférentiable, F étant un feuilletage assez général. Nous avons
été inspirés par les questions suivantes :

– Quand la petite strate X n’est pas de dimension 1 quel est l’analogue du feuilletage
horizontal F = {Fβ}β ?

– Peut-on obtenir que ses feuilles tendent vers TxX de manière C0 quand y→x?
– Que peut-on dire de la différentiabilité du flot relevé (à l’instant t) φY : Y → Y

(Y > X) le long de la “direction horizontale” ? . . .
Notre première approche nous conduit à un nombre important de notions différentes:
Problèmes de “transport parallèle” de champs de vecteurs obtenus à partir d’un lieu

singulier vers la partie lisse de l’espace ambient, crochet de Lie de champs et non com-
mutativité des flots correspondants, nécessité de contrôler la norme de la différentielle
des flots relevés [Wi], non-involutivité de la distribution canonique, condition de conti-
nuité pour un feuilletage singulier, feuilletages géodesiques [Cai] définis à partir d’une
distribution totalement géodesique qui ne sont pas totalement géodesiques [JW], champs
de vecteurs de Killing et isométries infinitésimales, métriques quasi-fibrées (bundle like
metrics) [Re] associées à une submersion riemannienne, préservation d’un feuilletage ou
bien de la distribution canonique par un morphisme stratifié, condition (af ) de Thom, .
. . . (voir aussi [Bo],[BH]1,2, [Go], [La], [ON]1,2, [Yo]).

Toutes ces notions interviennent de manière importante en donnant chacune un point
de vue différent du même problème.

Ce problème rappelle une propriété conjecturée par H. Whitney en 1965 [Wh]1 dans
le contexte moins général des stratifications (b)-régulières (et analytiques) d’une variété
analytique. En fait, Whitney formula la validité de la “Whitney fibering conjecture”, une
propriété qui entrâıne pour toute strate X et pour tout x0 ∈ X l’existence d’un feuilletage
{Fβ}β ayant autour de x0 la bonne convergence (L) des espaces tangents aux feuilles et que
nous définissons au §2.4 (dans le context de stratifications réelles) comme la (a)-régularité
(autour de x0 sur X) du feuilletage horizontal {Fβ}.

Pour de stratifications réelles (b)-régulières, l’existence d’un tel “bon” feuilletage a
été conjecturée D. Trotman en 1993 et nous montrons au §7 qu’elle est une condition
nécessaire et suffisante pour que les flots des champs relevés soient horizontalement-C1,
et de façon plus générale, qu’elle est nécessaire pour que d’autres morphismes horizonta-
lement-C1 puissent exister. Nous réinterpretons alors la conjecture de Trotman comme
une version lisse de la Whitney fibering conjecture (§9, remarque 3).

Après avoir introduit le problème général et souligné que la validité de la version
lisse de la “Whitney fibering conjecture” devient la condition essentielle pour disposer de
bonnes catégories de morphismes stratifiés (dont la régularité au voisinage des singularités
soit concrètement plus forte que la continuité), nous pouvons donner ci-dessous le plan de
ce travail et les résultats principaux du chapitre.

Dans le §2, nous introduisons plusieurs conditions de régularité pour un morphisme
stratifié f : (A,Σ) → (A′,Σ′) : la semidifférentiabilité, la faible-semidifférentiabilité, les
morphismes horizontalement-C1, la forte-semidifférentiabilité.

Toutes les implications entre ces propriétés sont précisées et pour celles qui ne sont pas
valables, des exemples simples sont donnés. La théorie est exposée pour un morphisme
stratifié arbitraire. Nous renvoyons le lecteur à l’introduction au debut du §2 pour un
resumé détaillé du contenu de ce paragraphe.
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Des questions importantes sont laissées ouvertes :

– Quels sont les morphismes faiblement semidifférentiables et (ou bien) ceux horizon-
talement-C1 ?

– Est ce que tout morphisme stratifié est faiblement semidifférentiable ou bien hori-
zontalement-C1 ?

Ces questions constitueront le point de départ pour la théorie à développer dans les
paragraphes suivants.

Le §3 établit la transition entre l’étude de la régularité d’un morphisme de type
général (fait au §2) et l’analyse du cas particulier où le morphisme est le flot φ = {φY }Y ≥X

d’un champ de vecteurs ζ = {ζY }Y ≥X obtenu par relèvement continu contrôlé d’un champ
ζX défini sur X.

Le §4 se développe autour de l’hypothèse d’involutivité de la distribution canonique
DX = {DXY }Y ≥X relative à la strate X (*). Le résultat principal montre que l’involutivité
de DX est une condition suffisante pour que les flots (à l’instant t) φ = {φY : Y → Y }Y ≥X

du champ ζ relevé continu contrôlé du champ ζX soient horizontalement-C1 en tout point
x0 autour duquel DX est involutive. On remarque en outre que si dimX = 1 ou bien
dimX = dimA − 1, le flot φ est toujours horizontalement-C1 en tout point de X.

Tous les résultats analogues, concérnant la (plus forte) propriété de F -semidifféren-
tiabilité de φ = {φY : Y → Y }Y ≥X sont présentés à la section 4.2.

D’autre part, les propositions et théorèmes 1 et 2 utilisés pour déduire ce résultat
prouvent en realité un théorème plus général énoncé aux (théorèmes 2 des) §7.1 et §7.2.

Le §5 est consacré à l’étude de quelques propriétés très significatives (et utiles pour
la suite) des champs de vecteurs wi = H∗(Ei). On montre que de tels champs cöıncident
avec les relèvements contrôlés horizontaux sur le feuilletage H des champs standards Ei

de X ≡ R
l × 0.

La différence wi − vi entre les champs de vecteurs wi et vi, qui mesure le défaut
d’involutivité de la distribution canonique, est étudiée et cela rend quelque peu technique
le paragraphe; un dessin détaillé (figure 5) résume qualitativement la situation.

Différentes propriétés qui caractérisent les champs wi et d’autres portant sur l’in-
volutivité de la distribution canonique DX et sur la (a)-régularité du feuilletage H sont
présentées aux sections 5.1 et 5.2. On conclut le paragraphe (sect. 5.3) en montrant
l’unicité, sous certaines conditions, des champs de vecteurs wi, en estimant ainsi une
certaine “rigidité” du feuilletage horizontal H x0 (local en x0) obtenu par la technique
classique d’intégration des champs relevés contrôlés.

Le §6 présente quelques caracterisations de l’involtivité de la distribution canonique
DX . Il s’ouvre par des commentaires concernant deux feuilletages transverses : le feuil-
letage canonique H induit par la trivialisation H : R

l×π−1
X (x0) → π−1

X (Ux0) locale en x0

de la projection πX : TX → X et le feuilletage V des fibre de πX : H et V étant de dimen-
sion complementaire on peut définire une projection horizontale π′ : π−1(Ux0) → π−1(x0).
Le paragraphe se conclut alors avec quatre conditions caracterisant l’involutivité de DX .

Dans le §7 nous considérons le cas général où la distribution canonique n’est pas
nécessairement intégrable. Dans cette situation, nous pouvons alors remplacer l’intégra-
bilité de DX par l’hypothèse plus faible de (a)-régularité d’un feuilletage horizontal H

(*) David Trotman et Andrew du Plessis ont vérifié (en avril 1994) qu’en général une distribution
canonique DX n’est pas involutive. D’autre part, Mike Field avait remarqué cette difficulté à D.
Trotman, sous une forme équivalente, dans une lettre de janvier 1976
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(transverse aux fibres de la projection πX). Celà équivaut à l’involutivité d’une nouvelle
distribution (liée à une métrique particulière, la métrique quasi-fibrée [Re], [Ca]). Il n’est
pas surprenant alors de retrouver pour les flots des champs relevés les mêmes résultats
qu’au §4.

Après avoir remarqué que la (a)-régularité du feuilletage H équivaut à ce que la
projection horizontale π′ : TX → π′−1(x0) introduite au §4 vérifie la condition (af ) de
Thom, on montre un théorème contenant des conditions suffisantes pour qu’un morphisme
stratifié f : (A,Σ) → (A′,Σ′) général soit horizontalement-C1 (théorème 2).

Enfin, le paragraphe se termine par une version horizontalement-C1 du premier
théorème d’isotopie de Thom selon lequel tout morphisme stratifié propre f : (A,Σ) → M
défini sur une stratification (A,Σ) et vérifiant la condition du feuilletage (a)-régulier en
tout point, admet en tout point x0 une trivialisation Hx0 ayant une régularité horizon-
talement-C1. (Le cas particulier f = πX cöıncide avec l’hypothèse de (a)-régularité du
feuilletage considéré).

A la section 7.2. tous les analogues de ces théorèmes sont donnés en version F -semi-
différentiable.

Dans le §8 nous rappelons les éléments de base de la théorie des rétractions adaptées
de du Plessis-Wall [DW]. Dans ce langage la (a)-régularité de H x0 se caractérise par la
propriété suivante : “le feuilletage horizontal local H x0 = {H(Rl × y0)}y0∈π−1

X
(x0)

est (a)-

régulier sur le voisinage π−1
X (Ux0) de x0 si et seulement si la projection horizontale π′ :

π−1
X (Ux0) → π−1

X (x0) est une rétraction extrèmement adaptée”. Les nombreux exemples
et contrexemeples construits par du Plessis-Wall sont tous cités afin de mieux éclaircir les
difficultés qui s’opposent à la (a)-régularité de H x0 .

Le §9 est entièrement dédié aux rappels concernant la conjecture de fibration de
Whitney déjà mentionnée.

Le chapitre se conclut par le §10 où nous considérons des feuilletages globaux de
voisinages tubulaires stratifiés du type de ceux “proposés” par Whitney (cf. §9). Nous
reprenons brievement les idées développées au §5 du chapitre I à propos de la distribution
canonique DX relative à une strate X, et les adaptons au cas où les relèvements (π, ρ)-
contrôlés des champs de vecteurs peuvent être obtenus tangents à un feuilletage global
donné de TX .

Nous introduisons alors la notion de système de données de contrôle feuilleté totale-
ment compatible qui semble la plus naturelle pour obtenir des relèvements de champs
de vecteurs (π, ρ)-contrôlés globaux, sans passer à travers des partitions de l’unité (cf.
chapitre I). Sous l’hypothèse d’existence d’un système de données de contrôle feuilleté
totalement compatible et (a)-régulier, la globalisations de tous les résultats concernant
la semidifférentiabilité de flots des champs relevés obtenus aux paragraphes preédents est
possible.

On présente en particulier la version “globalement horizontalement-C1” du premier
théorème d’isotopie de Thom.

§2 Quelques conditions de régularité pour les morphismes stratifiés.

Dans ce paragraphe, poussés par la nécessité de trouver quelques propriétés de
régularité qui améliorent celles classiquement connues, nous faisons une recherche de
différentes conditions de régularité pour un morphisme stratifié f : (A,Σ) → (A′,Σ′).
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Notre idée de départ, développée dans la définition de semidifférentiabilité, consiste
à demander (dans le cas de deux strates X < Y ), qu’un morphisme stratifié fX ∪ fY :
X ∪ Y → X ′ ∪ Y ′ continu et lisse sur les strates X et Y , soit tel que la différentielle
fY ∗ : TY → TY ′ se prolonge continûment à l’application fX∗ : i.e. que l’application
fX∗ ∪ fY ∗ : TX ∪ TY → TX ′ ∪ TY ′ soit continue.

Le contrôle par rapport aux deux systèmes de données de contrôle (S.D.C.), réspecti-
vement de A et de A′, est supposé par définition(*) et implique qu’un morphisme stratifié
f : (A,Σ) → M à valeurs dans une variété lisse M est toujours semidifférentiable. D’autre
part même si une telle classe de morphismes semble a priori convenable, la semidiffé-
rentiabilité étant préservée par composition de morphismes semidifférentiables, elle sera
insuffisante car (par exemple) elle ne se préserve pas par passage à l’application réciproque
f−1 : A′ → A, pour un homéomorphisme stratifié f : A → A′.

Cette situation provient du fait que la semidifférentiabilité en un point x ∈ X néces-
site que la norme de la différentielle g(y) = ||fY ∗y| ker πXY ∗y

|| soit bornée autour de x dans
X ∪ Y (et ∀Y ≥ X).

Une telle condition sur les dérivées bornées impose de grosses restrictions à notre
catégorie de morphismes, à laquelle un flot φ = {φY : TX ∩ Y → TX ∩ Y }Y ≥X d’un
champ ζ = {ζY }Y ≥X relevé contrôlé d’un champ ζX , même relevé de manière continue,
n’appartienne pas en général ([Kuo]).

Cet inconvénient nous conduit à chercher des définitions plus faibles, et à introduire
les notions de morphisme stratifié faiblement semidifférentiable et de morphisme stratifié
horizontalement-C1. On obtient alors que la semidifférentiabilité de f (en x) équivaut à
ce que f soit horizontalement-C1 (en x) et ait des dérivées bornées (autour de x dans A).

La condition de morphisme stratifié horizontalement-C1 pour f : A → A′, rend
caduque tout contre-exemple et nous permet de prouver que cette condition se préserve
par passage à l’application réciproque f−1 : A′ → A quand f est un homéomorphisme
f : A → A′ . Cela fait l’objet du théorème 1.

Comme (à ce stade) nous nous sommes affranchis de tout problème de convergence le
long de la direction verticale il nous reste à étudier la convergence le long de la direction
horizontale. Deux questions se posent :

Quels sont les morphismes faiblement semidifférentiables et (et/ou) ceux horizonta-
lement-C1 ?

Est ce que tout morphisme stratifié est faiblement semidifférentiable ou bien horizon-
talement-C1 ?

Ces questions et ces premières propriétés seront le point de départ de la théorie qui
sera développée dans les paragraphes suivants.

Le paragraphe se conclut par une dernière notion de régularité pour les morphismes
stratifiés. Cette notion, la forte semidifférentiabilité s’inspire de l’idée de récupérer (quand
cela est possible) l’existence d’une application différentielle sur le “cône tangent” (la fibre
de Nash, [Wh]1) à la stratification. Il nous semble alors raisonnable de considérer cette
notion de régularité quand on dispose de beaucoup de régularité tant pour le morphisme
que pour la stratification considérée, (par exemple dans un contexte analytique de deux
stratifications dont les strates sont analytiques et dont la restriction des morphismes à
toute strate est une application analytique.

(*) On ne sait pas s’il est possible de construire en général deux S.D.C. par rapport
auxquels f : (A,Σ) → (A′,Σ′) soit contrôlée [Ma].
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Même si dans la suite nous nous intéresserons au cas d’un morphisme qui sera le flot
d’un champ de vecteurs relevé continu et contrôlé, la théorie exposée dans ce paragraphe
reste générale.

2.1 : Morphismes semidifférentiables.

Dans tout le paragraphe (A,Σ) et (A′, Σ′) seront deux stratifications (a)-régulières
de A ⊆ R

n et de A′ ⊆ R
m, et f : A → A′ désignera une application de A dans A′. Une

variété et/ou une application (entre deux variétés) seront dites “lisses” quand elles seront
de classe C1.

Definition 1. L’application f : A → A′ est un morphisme stratifié si f est continue,
f est stratifiée, i.e. envoie chaque strate X de A dans une unique strate X ′ de A′ :
f(X) ⊆ X ′, et enfin chacune des restrictions fX : X → X ′ de f est une application lisse
(non nécessairement une submersion).

Remarquons tout de suite que, grâce à la condition de frontière X ⊆ Y et à la
continuité de f , on a pour tout couple de strates X < Y de A la propriété f(X) ⊆ f(Y ) ⊆
f(Y ). De plus, les strates X ′ et Y ′ définies ci-déssus vérifient X ′ ≥ Y ′ (à nouveau par la
condition de frontière).

Les stratifications (A,Σ) et (A′,Σ′) considérées seront toujours munies de systèmes
de données de contrôle T = {(TX , πX , ρX)}X∈Σ et T ′ = {(TX′ , πX′ , ρX′)}X′∈Σ′ et tout
morphisme stratifié f considéré sera contrôlé (par rapport aux systèmes T et T�), i.e. :

∀X < Y , ∃ ε > 0 : ∀ y ∈ T ε
XY := TX(ε) ∩ Y on ait






πX′fY (y) = fXπX(y)

ρX′fY (y)) = ρX(y) .

Si la stratification est seulement (a)-régulière et si le système T se réduit à la famille
des projections, alors la condition de contrôle est considérée seulement par rapport à cette
famille, i.e. πX′fY (y) = fXπX(y) (voir la remarque 1 au §3 du chapitre I).

D’autre part remarquons que pour toutes strates X < Y de A, la condition de
frontière de X ⊆ Y ⊆ R

n et la (a)-régularité de (A,Σ) et (A′,Σ′) impliquent que TX ⊆
TY et TX ′ ⊆ TY ′ dans R

2n et R
2m.

Definition 2. Nous dirons que le morphisme stratifié f : (A,Σ) → (A′, Σ′) est
semidifférentiable en un point x ∈ X (resp. en (x, v) ∈ TX), si pour toute strate Y > X
(ce qui implique Y ′ ≥ X ′) l’application différentielle fX∗ ∪ fY ∗ : TX ∪ TY → TX ′ ∪ TY ′

est continue en tout point (x, v) ∈ {x} × TxX ⊆ TX (resp. en (x, v)). I.e. la condition
de limite est vérifiée :

(L)x : pour toute suite {(yn, vn)}n dans TY telle que lim
n→∞

(yn, vn) = (x, v) ∈ TX on
a aussi

lim
n→∞

fY ∗ yn
(vn) = fX∗ x(v) .

Enfin, on dira que f est semidifférentiable sur X si f est semidifférentiable en tout
point x ∈ X et que f est semidifférentiable ( en sous-entendant sur (A,Σ)) si f est
semidifférentiable sur toute strate X ∈ Σ.

Attention. La semidifférentiabilité en un point x (sur une strate X ou sur A
tout entier) d’un morphisme stratifié f : (A,Σ) → (A′,Σ′) est en général une condition
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sensiblement plus faible que la C1-régularité de f en x (sur X ou sur A) comme on le
verra dans la suite par des exemples élémentaires.

La proposition 1 montre que quand la stratification A′ se réduit à une variété lisse,
la condition de contrôle implique la semidifférentiabilité :

Proposition 1. Toute application f : (A,Σ) → M à valeurs dans une variété M et
π-contrôlée par rapport à la famille des projections d’un S.D.C. T = {(TX , πX , ρX)}X∈Σ

est semidifférentiable.
Preuve. Considérons deux strates X < Y de A et soit {(yn, vn)}n une suite dans TY

telle que limn(yn, vn) = (x, v) ∈ TX.
La condition de π-contrôle pour f : A → M , dans le cas où l’espace but est une

variété s’exprime simplement par fY = fX ◦ πXY . Donc fY ∗ = fX∗ ◦ πXY ∗ et la relation
limn fY ∗yn(vn) = fX∗x(v) découle immédiatement de la propriété

limn fX∗xn
(πXY ∗yn

(vn)) = fX∗x(v) où xn = πXY (yn)

valable pour les applications lisses fX : X → M et πXY : TXY → X. �

Remarquons que les stratifications (b) et (c)-régulières admettent toujours des S.D.C.
dont les projections (et les fonctions distance) sont des applications lisses (voir resp.
[Ma] et [Be]1). Evidemment, quand la stratification considérée est un ensemble stratifié
abstrait (E.S.A., [Ma]) non plongé dans R

m, la différentiablité de πX , de même que la
semidifférentiabilité de f : (A,Σ) → M , n’a plus de sens.

Si dans la proposition précédente on a du prendre comme hypothèse la semidiffé-
rentiabilité des projections {πX}X , au contraire, quand l’on considère des stratifications
(c)-régulières, on peut déduire facilement la semidifférentiabilité des fonctions distance
{ρX}X quand ces dernières ont des dérivées bornées :

Proposition 2. Soit (A,Σ) une stratification (c)-régulière munie d’un S.D.C. T =
{(πX , ρX) : TX → X × [0,∞[ }X∈Σ. Considérons chaque voisinage tubulaire TX muni
de la stratification induite de Σ et [0,∞[ stratifié par {0}∪]0,∞[, alors toute fonction
distance ρX : TX → [0,∞[ est semidifférentiable sur X.

Preuve. Pour chaque strate X de Σ, les strates de TX supérieures à X sont du type
TXY := TX ∩ Y avec Y > X dans Σ.

Soit alors (x, v) ∈ TX un point de X et {(yn, vn)} ⊆ TY une suite convergente vers
(x, v). Comme chaque fonction ρX est lisse, elle admet des dérivées bornées autour de x.
En notant alors M > 0 une borne supérieure des différentielles des normes de gradρXY (yn)
autour de x et en notant αn l’angle entre gradρXY (yn) et vn, on a évidemment l’inégalité
suivante :

|ρXY ∗yn(vn)| = | < gradρXY (yn), vn > | ≤
||gradρXY (yn)|| · ||vn|| · cos αn ≤ M · (||v|| + 1) · cos αn.

Maintenant, rappelons que par la (c)-régularité de Σ (condition (aρXY
) de Thom),

les espaces tangents Tynρ−1
XY (ρXY (yn)) aux hypersurfaces de niveaux de ρXY tendent à

contenir l’espace TxX. Donc gradρXY (yn) tend à devenir orthogonal à TxX, et comme
limn vn = v ∈ TxX, alors gradρXY (yn) tend à devenir orthogonale à vn, i.e. limn αn = π

2 .
Comme la restriction ρX |X est la fonction constante zéro, on conclut enfin que

limn ρXY ∗yn(vn) = 0 = ρX∗x(v). �

Les remarques 1 et 2 qui suivent sont élémentaires :
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Remarque 1. Si f : A → A′ est une application semidifférentiable il existe une
application “différentielle” de f ,

f∗ :=
⋃

X

fX∗ : TA =
⋃

X∈Σ

TX −→ TA′ =
⋃

X′∈Σ′

TX ′

qui est continue sur le “fibré tangent généralisé” TA :=
⋃

X∈Σ TX à la stratification
(A,Σ). �

Remarque 2. Si f : A → A′ et g : A′ → A′′ sont deux applications semidifférentia-
bles, alors l’application g ◦ f : A → A′′ l’est aussi. �

Les remarques 3 et 4 anticipent des observations sur la convergence de f∗ le long
des directions des fibres des projections du S.D.C. qui seront développées avec plus de
précision à la section 2.2 et mieux comprises à la proposition 4 correspondante.

Remarque 3. S’il existe une strate Y > X telle que l’application gXY (y) = ||fY ∗y||
ne soit pas bornée (autour d’un point x ∈ X dans X ∪ Y ), alors f ne peut pas être
semidifférentiable (en x). �

Remarque 4. L’application réciproque f−1 : A′ → A d’un homéomorphisme semi-
différentiable f : A → A′ n’est pas en général un morphisme semidifférentiable. �

Pour justifier les remarques 3 et 4 il suffit d’observer l’exemple élementaire suivant :

Exemple 1. Soit A = A′ = [0,∞[ stratifié par X = X ′ = {0} , Y = Y ′ =]0,∞[ et
f : [0,∞[→ [0,∞[ l’application f(y) = ym avec m > 1.

Alors f est un homéomorphisme stratifié avec application réciproque g(y) = f−1(y) =
y

1
m et on a g′(y) = 1

m yα où α = 1−m
m < 0. Cette application g∗y est définie sur la base

standard 1 ∈ R par

g∗y : TyY = R −→ Ty′Y = R

1 
−→ ( 1
m y

1−m
m ) · 1 = ||g∗y|| · 1

i.e., comme α < 0, les différentielles g∗y sont des “dilatations” divergentes pour y → 0.
Si nous fixons un champ de vecteurs v(y) sur Y qui se prolonge continûment sur

X = {0} i.e. lim
y→0

v(y) = 0, alors la condition de continuité ne sera pas suffisante pour que

lim
y→0

g∗y(v(y)) = 0. En fait comme g∗y(v(y)) = ||g∗y|| · v(y) l’implication

(∗) : “ lim
y→0

v(y) = 0 =⇒ lim
y→0

g∗y(v(y)) = 0”

est seulement valable pour les champs de vecteurs v(y) dont l’ordre (pour y → 0) est
suffisamment fort pour “tuer” l’ordre d’infini de ||g∗y||. Donc g n’est pas semidifférentiable
bien que f soit semidifférentiable. �

Nous remarquons que (dans le cas précédent) pour que l’implication (∗) soit valable
il aurait fallu considérer des champs v(y) dont la norme était (par exemple) plus petite
que 1

||g∗y||2 ou ρXY (y)
||g∗y||+1 au voisinage de x = 0. Une telle idée sera exploitée et jouera un

rôle très significatif par la suite.
Dans la figure 2 nous notons δ(y) une telle application.

Remarquons aussi, que si on considère les deux fonctions stratifiées f : A → R et
g : A → R, à valeurs dans ls variété M = R (stratifiée avec une seule strate), alors f et g
ne sont plus contrôlées (en fait, fY (y) = ym �= 0 = fX(0) = fX(πX(y)) par exemple) et
ne vérifient pas l’hypothèse essentielle de la proposition 1.
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figure 1

figure 2



§2 Quelques conditions de régularité pour les morphismes stratifiés 29

L’exemple 1 et la remarque 3 se résument en une propriété valable plus généralement,
et nécessaire pour la semidifférentiabilité (en un point de A).

Proposition 3. Une condition nécessaire pour qu’un morphisme stratifié f : (A,Σ)
→ (A,Σ′) soit semidifférentiable en un point x d’une strate X ∈ Σ est que pour toute
strate Y > X la fonction

gXY (y) := ||fY ∗y | ker πXY ∗y
|| où fY ∗y| ker πXY ∗y

: kerπXY ∗y → ker πX′Y ′∗y′

soit bornées autour de x dans X ∪ Y .

Preuve. Supposons qu’il existe suite {yn} ⊆ Y convergente vers un point x ∈ X,
pour laquelle la suite des normes ||fY ∗yn| ker πXY ∗yn

|| soit divergente.
Il n’est pas difficile de vérifier qu’il existe alors une suite de vecteurs vn∈ker πXY ∗yn =

Tynπ−1
XY (xn) ⊆ TynY (xn = πXY (yn)) vérifiant :

i) ||fY ∗yn| ker πXY ∗y
(vn)|| = ||fY ∗yn| ker πXY ∗yn

|| · ||vn|| ;
ii) ||vn|| = ||fY ∗yn| ker πXY ∗y

||− 1
2 .

Comme ||fY ∗yn| ker πXY ∗yn
|| est divergente la condition ii) entrâıne que limn vn = 0 ∈

TxX et limn(yn, vn) = (x, 0) ∈ TX.
D’autre part, limn ||vn|| = 0, mais grâce à i) et ii)

||fY ∗yn| ker πXY ∗y
(vn)|| = ||fY ∗yn| ker πXY ∗yn

|| · ||vn|| = ||fY ∗yn| ker πXY ∗y
|| 12 → ∞

ce qui implique que f n’est pas être semidifférentiable en x. �

Par la proposition ci-dessus, la non-convergence de f le long des directions des fi-
bres des projections imposent d’importantes restrictions, et nous suggère donc de séparer
l’analyse de la convergence le long de “la direction verticale” (celle du sous-fibré ker πX∗)
et le long de “la direction horizontale” (à définir) dans la limite

lim
(y,v)→(x,u)

fY ∗y(v) = fX∗x(u) .

Nous sommes alors conduit de manière complètement naturelle à considérer une nou-
velle condition de régularité pour des morphismes stratifiés que nous introduirons dans la
section suivante.

2.2 : Morphismes stratifiés horizontalement-C1.

Definition 1. Un morphisme stratifié f : (A,Σ) → (A′, Σ′) sera dit horizontale-
ment-C1 en un point x d’une strate X ∈ Σ si et seulement s’il existe une distribution
canonique locale DX = {DXY }Y ≥X autour de x dans A telle que la condition de limite
demandée dans la définition de semidifférentiabilité :

(L)x : lim
(yn,vn)→(x,v)

fY ∗yn(vn) = fX∗x(v) , pour tout (x, v) ∈ TX

soit vérifiée pour chaque suite {(yn, vn)} ⊆ Y convergente vers (x, v) o`u vn ∈ DXY (yn).
Quand on voudra préciser la distribution considérée, on dira que f est horizontale-

ment-C1 en x par rapport à DX . Les vecteurs vn ∈ DX(yn) seront alors appelés vecteurs
horizontaux, et dualement les vecteurs vn ∈ ker πXY ∗yn

seront dits vecteurs verticaux.
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Un morphisme stratifié f est donc horizontalement-C1 en x ∈ X si et seulement si
∀ Y > X la restriction de l’application différentielle au sous-fibré DXY de la distribution
canonique locale

fX∗ ∪ fY ∗|DXY
: TX ∪ DXY → TX ′ ∪ TY ′

est continue en x.
Nous dirons que f est horizontalement-C1 sur une strate X (resp. sur (A,Σ) tout

entier) si f est horizontalement-C1 en tout point x ∈ X (resp. ∀x ∈ X et ∀X ∈ Σ).

Il est alors immédiat de remarquer que :

Remarque 1. Tout morphisme stratifié semidifférentiable f est horizontalement-C1

(par rapport à toute distribution canonique globale ou locale). �

Proposition 4. Un morphisme stratifié contrôlé f : (A,Σ) → (A′,Σ′) est semi-
différentiable en un point x ∈ X si et seulement s’il est horizontalement-C1 en x et
s’il existe un voisinage Ux de x dans A tel que pour toute strate Y > X, la fonction
gXY (y) = ||fY ∗y | ker πXY ∗y

|| est bornée dans Ux ∩ Y .

Preuve. Comme la semidifférentiabilité de f en x implique que f est horizontalement-
C1 en x, alors le “seulement si” découle de la proposition 3 à la section 2.1.

Afin de démontrer l’implication “si”, pour toute strate Y > X et pour toute suite
{(yn, vn)} ⊆ TY telle que limn(yn, vn) = (x, v) ∈ TX, nous décomposons (par le théorème
du chapitre I §5) tout vecteur vn ∈ TynY = DXY (yn)⊕ ker πXY ∗yn en une somme directe
vn = vh

n + vv
n de ses composantes horizontale et verticale de sorte que grâce à limn vn =

v ∈ TxX on obtient

lim
n→∞

vh
n = v ∈ TxX et lim

n→∞
vv

n = 0 ∈ TxX .

Alors, comme f est horizontalement-C1 en x, on a limn fY ∗yn(vh
n) = fX∗x(v).

D’autre part, comme les différentielles le long des fibres des projections sont bornées
autour de x, on peut alors écrire

0 ≤ ||fY ∗yn(vv
n)|| ≤ ||fY ∗yn | ker πXY ∗yn

|| · ||vv
n|| ≤ M · ||vv

n||

et en déduire que limn fY ∗yn(vv
n) = 0.

Finalement en décomposant via f∗ les images fY ∗yn(vn) nous concluons que :

lim
n→∞

fY ∗yn(vn) = lim
n→∞

fY ∗yn(vh
n) + lim

n→∞
fY ∗yn(vv

n) = fX∗x(v) + 0 = fX∗x(v)

et donc f est semidifférentiable en x. �

Comme corollaire on en déduit tout de suite que :

Remarque 2. Une projection πX du S.D.C. est semidifférentiable en un point x ∈ X
si et seulement si elle est horizontalement-C1 en x. �

D’autre part quand (A,Σ) est (c)-régulière (sur (X)), on voit facilement que :

Remarque 3. Toute fonction distance ρX : TX → {0}∪]0,∞[ est horizontalement-
C1 sur X.
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Preuve. Soit DX = {DXY }Y ≥X une distribution canonique obtenue à partir du
S.D.C. T auquel ρX appartient. Rappelons que pour tout Y > X, DXY est par définition
un sous-fibré vectoriel de ker ρXY ∗.

Etant donnée une suite {(yn, vn)} ⊆ TY telle que limn(yn, vn) = (x, v) ∈ TX et
dont les vecteurs vn sont horizontaux vn ∈ DXY (yn), à partir de l’inclusion DXY (yn) ⊆
ker ρXY ∗yn

on trouve que vn ∈ ker ρXY ∗yn
et donc que ρXY ∗yn

(vn) = 0.
On conclut alors que limn ρXY ∗yn

(vn) = 0 = ρXX∗x(v). �

La notion de morphisme horizontalement-C1 permet d’éviter les problèmes rencontrés
dans la remarque 4 (section 2.1) et de trouver, quand on considère certaines homéomor-
phismes f : A → A′ horizontalement-C1, que ce type de régularité, contrairement à la
semidifférentiabilité, peut se préserver par passage à l’application réciproque (théorème 1
dessous).

Definition 2. Un homéomorphisme stratifié est la donnée d’un morphisme stratifié
contrôlé f : (A,Σ) → (A′,Σ′) tel que f : A → A′ soit un homéomorphisme entre A et A′

et tel que pour toute strate X ∈ Σ la restriction fX : X → X ′ soit un difféomorphisme
de variétés lisses X et X ′ = f(X).

Dans ce cas f induit (par image) sur (A′,Σ′) un S.D.C. T ′ := f∗(T ) (voir chapitre
III §3 prop. 1) avec lequel l’application f−1 : (A′, Σ′) → (A,Σ) est encore un morphisme
stratifié contrôlé.

Avec ces notations on a alors les théorème et proposition suivants :

Theoreme 1. Si f : (A,Σ) → (A′,Σ′) est un homéomorphisme stratifié horizon-
talement-C1 sur un voisinage U de x dans X alors pour tout z′ ∈ U ′ = f(U) tel que
g(z′) = ||f−1

∗z′ || soit bornée dans un voisinage Vz′ de z′ dans A′, l’homéomorphisme stratifié
f−1 est horizontalement-C1 en z′.

La preuve du théorème 1 réside essentiellement dans le fait qu’un homéomorphisme
stratifié horizontalement-C1 en un point x transforme une distribution canonique locale
DX définie autour de x en une distribution canonique locale DX′ définie autour de x′.
Plus précisement on a :

Proposition 5. Si DX = {DXY }Y ≥X est une distribution canonique locale définie
dans un voisinage W d’un point x dans A et f : (A,Σ) → (A′,Σ′) est un homéomorphisme
stratifié horizontalement-C1 sur un voisinage U ⊆ W ∩ X de x dans X par rapport à
DX alors la distribution DX′ = {DX′Y ′}Y ′≥X′ définie dans le voisinage W ′ = f(W ) de
x′ = f(x) dans A′ :

DX′Y ′(y′) := fY ∗y(DXY (y)) , ∀ y′ = f(y)

est une distribution canonique locale dans le voisinage W ′ de x′.
Preuve. Comme f est un homéomorphisme stratifié, il est immédiat d’en déduire que

DX′ est une distribution d’espaces tangents vérifiant :
i) ∀Y ′ ≥ X ′ , DX′Y ′ est un sous-fibré de ker ρX′Y ′∗ de même dimension que TX;
ii) DX′X′(z′) = Tz′X ′ pour tout z′ ∈ U ′ ⊆ X ′;
iii) Ty′Y ′ = DX′Y ′(y)⊕ker ρX′Y ′∗y′ est une somme directe ∀y′ ∈ Y ′ dans V ′ = f(V );
iv) la restriction πX′Y ′∗y′| : DX′Y ′(y′) → Tz′X ′ où z′ = πX′Y ′(y′) est un isomor-

phisme;
v) pour tout champ de vecteurs ξX′ sur X ′, la formule

ξY ′(y′) := DX′Y ′(y′) ∩ π−1
X′Y ′∗y′(ξX′(z′)) , où z = πX′(y′) ,
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définit un relèvement ξ′ = {ξY ′}Y ′≥X′ de ξX′ qui est contrôlé par rapport à T ′.
Alors afin de déduire que DX′ est une distribution canonique locale autour de x′

(chapitre I §5) il nous suffit de vérifier la (a)-régularité de DX′ dans U , i.e. la condition
de limite :

lim
y′→z′

DX′(y′) = Tz′X ′ , ∀z′ ∈ U ′ = f(U) .

Considérons alors une suite de points {y′
n} ⊆ W ′ = f(W ′) telle que limn y′

n = z′ et
montrons que limn DX′(y′

n) = Tz′X ′.
Fixons alors un vecteur v′ ∈ Tz′X ′. L’application f étant bijective on peut écrire

y′
n = f(yn) avec limn yn = z, Tz′X ′ = fX∗z(TzX), et v′ = fX∗z(v) avec v ∈ TzX.

Comme DX est une distribution canonique et limn yn = z il existe une suite vn ∈
DXY (yn) telle que limn vn = v. D’autre part, f étant horizontalement-C1 en z′, on trouve

lim
yn→z′

fY ∗yn(vn) = fX∗z′(v) = v′.

Alors la suite de vecteurs

v′n := fY ∗yn
(vn) ∈ fY ∗yn

(DXY (yn)) = DX′Y ′(y′
n)

vérifie limn v′n = v′, donc Tz′X ′ = limn DX′Y ′(y′
n), ce qui complète la preuve. �

Preuve (du théorème). Soit DX = {DXY }Y ≥X la distribution canonique locale par
rapport à laquelle f est horizontalement-C1 en x. En considérant autour de x′ = f(x) la
distribution canonique locale DX′ = {DX′Y ′}Y ′≥X′ définie en tout point y′ = f(y) par

DX′Y ′(y′) := fY ∗y(DXY (y))

on trouve que f−1 est horizontalement-C1 autour de x′ par rapport à DX′ .
En fait, fixons un point z′ ∈ U ′, un vecteur v′ ∈ Tz′X ′, une strate Y ′ > X ′ et une

suite {(y′
n, v′n)} dans Y ′ telle que limn(y′

n, v′n) = (z′, v′) avec v′n ∈ DX′Y ′(y′
n).

Comme f est un homéomorphisme stratifié, nous pouvons écrire :

z′ = f(z) , X ′ = f(X) , Y ′ = f(Y ) , v′ = fX∗z(v) , y′
n = f(yn) , v′n = fY ∗yn(vn)

avec

z ∈ X , X, Y ∈ Σ , Y > X , v ∈ TzX , yn ∈ Y , vn ∈ DXY (yn) ,

de sorte que la condition “f−1 est horizontalement-C1 en z′” puisse être réécrite de
manière équivalente sous la forme :

lim
n→∞

f−1
Y ′∗y′

n
(v′n) = f−1

X′∗z′(v′) ⇐⇒ lim
n→∞

vn = v .

Comme f−1
Y ′∗ est bornée dans le voisinage Vz′ de z′ dans A′, on trouve

||vn|| ≤ ||f−1
Y ′∗y′

n
(v′n)|| ≤ ||f−1

Y ′∗y′
n
|| · ||v′n|| ≤ M · (||v′|| + 1)

et donc {vn} est également bornée.
Montrons alors que {vn} s’accumule sur un point unique v = f−1

X′∗z′(v′).
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En fait, ∀u ∈ TzX limite d’une sous-suite convergente {vnh
}h de {vn}, comme f est

horizontalement-C1 en z, on déduit de l’égalité u = limh vnh
que :

fX∗z(u) = lim
h→∞

fY ∗yh
(vnh

) = lim
h→∞

v′nh
= v′

et donc que u = f−1
X′∗z′(v′) = v. On en conclut alors que la suite bornée {vn} admet

un unique point d’accumulation v, donc limn vn = v et f−1 est horizontalement-C1 en
z′ ∈ U ′ = f(U). �

Remarque 5. De façon analogue à la définition donnée pour les morphismes “ho-
rizontalement-C1 (en x)” on pourrait définir une condition de régularité du type “verti-
calement-C1 (en x)”, afin d’obtenir un théorème du type “f est de classe C1 en x si et
seulement si f est horizontalement-C1 en x et verticalement-C1 en x”.

Une telle idée me semble s’adapter plus efficacement à une classe de morphismes
beaucoup plus réguliers que ceux considérés ici. Nous ne la développerons donc pas dans
ce travail. (*)

Une question importante se pose alors de façon spontanée :

Problème. Un morphisme stratifié f : A → A′ est-il toujours horizontalement-C1 ?

Comme on le verra dans la suite, la réponse à cette question dépend d’un problème
plus général et très profond.

2.3 : Morphismes faiblement semidifférentiables

En restant fidèles à notre but d’étudier des conditions de régularité pour des mor-
phismes stratifiés, à mi-chemin entre continuité et régularité C1, nous introduisons dans
cette section la notion de faible semidifférentiabilité. Les remarques 1 et 2 et les proposi-
tions 5 et 6 ci-dessous précisent la signification de cette notion et ses liens étroits avec la
notion de morphisme horizontalement-C1.

Definition 2. Soit X une strate de A (et x un point de X). Un morphisme stratifié
f : A → A′ est dit faiblement semidifférentiable sur X (resp. en x ∈ X) si pour tout
Y > X il existe un sous-ensemble ouvert UXY de TY tel que

1) UXY est un voisinage ouvert de la 0-section Y0 = {(y, 0) | y ∈ Y };
2) TX ⊆ UXY ;
3) la restriction fY ∗|UXY

: UXY → TY ′ se prolonge par continuité sur TX (resp. sur
{x}×TxX) par l’application fX∗ : TX → TX ′; i.e. pour toute suite {(yn, vn)}n dans UXY

telle que limn(yn, vn) = (x, v) ∈ {x} × TxX (resp. ∈ TX) on a aussi limn fY ∗ yn
(vn) =

fX∗ x(v).

Nous avons alors les relations suivantes :

Remarque 1. Tout morphisme stratifié semidifférentiable est faiblement semidiffé-
rentiable. (En prenant UXY = TY tout entier). �

(*) Cependant nous introduirons à la section 2.5. les morphismes fortement semidiffé-
rentiables qui sont plus proches d’une telle classe.
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Remarque 2. Une application faiblement semidifférentiable n’est pas nécessairement
semidifférentiable (voir l’exemple 1). �

Proposition 5. Tout morphisme stratifié horizontalement-C1 sur une strate X est
faiblement semidifférentiable sur X.

Preuve. Soit DX = {DXY }Y ≥X une distribution canonique par rapport à laquelle f
est horizontalement-C1 sur X. Considérons, pour toute strate Y > X, le sous-ensemble
ouvert UXY de TY défini par :

UXY =
⋃

y∈Y

{
y
}
×

[

DXY (y) ⊕ B
(
0y, δ(y)

)
]

où B
(
0y, δ(y)

)
désigne la boule ouverte dans l’espace tangent à la fibre vertical kerπXY ∗y

et de rayon δ(y) = ρXY (y)
1+||fY ∗y| ker πXY ∗y

|| .

Il est clair que UXY vérifie les assertions 1) et 2) de la définition 2. Afin de vérifier
l’assertion 3), considérons une suite {(yn, vn)} ⊆ UXY telle que limn(yn, vn) = (x, v) ∈
TX.

En décomposant tout vecteur vn = vh
n + vv

n ∈ DXY (yn) ⊕ ker πXY ∗yn
et en utilisant

limn vn = v ∈ TxX et limn DXY (yn) = TxX

on obtient
limn vh

n = v et limn vv
n = 0 ,

de sorte que comme f est horizontalement-C1 sur X et que vh
n ∈ DXY (yn), on a, pour

tout n ∈ N l’égalité :
lim

(yn,vh
n)→(x,v)

fY ∗yn(vh
n) = fX∗x(v).

D’autre part, notre choix de la fonction δ(y) nous donne :

0 ≤ ||fY ∗yn(vv
n)|| = ||fY ∗yn| ker πXY ∗yn

(vv
n)|| ≤

||fY ∗yn| ker πXY ∗yn
|| · ||vv

n|| < ||fY ∗yn| ker πXY ∗yn
|| · δ(yn) =

||fY ∗yn| ker πXY ∗yn
||

1 + ||fY ∗yn| ker πXY ∗yn
|| · ρXY (yn)

et donc
lim
n

fY ∗yn(vv
n) = 0.

En conclusion, la suite {(yn, vn)} ⊆ UXY vérifie

lim
n

fY ∗yn(vn) = lim
n

fY ∗yn(vh
n) + lim

n
fY ∗yn(vv

n) = fX∗x(v) + 0 = fX∗x(v)

et donc f est faiblement semidifférentiable sur X. �

L’idée de la preuve de la proposition ci-dessus est très naturelle.
Pour toute strate Y ≥ X, on peut épaissir le sous-fibré DXY de TY le long de la

direction de kerπXY ∗ de sorte à déterminer l’ouvert UXY convenable pour la faible se-
mi différentiabilité sur X. En particulier, afin de conserver l’extension par continuité
sur TX de la restriction fY ∗y|DXY ∪TX après l’épaississement à fY ∗y|UXY ∪TX , il faut
s’assurer que les vecteurs verticaux qu’on va ajouter tendent vers 0 (pour y → x) de
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manière suffisamment rapide pour “tuer” l’éventuel ordre de divergence de la différentielle
||fY ∗y| ker πXY ∗y

|| le long des directions verticales. La construction des ensembles UXY

rappelle, certaines constructions dans la théorie à frange (“fringed sets”) due à Goresky-
MacPherson en [GM] (chapitre 5) et utilisés pour étudier les “Local and Tangential Morse
Data” (Chapitres 6 et 7).

Il n’est pas clair que la réciproque de la proposition précédente soit vérifiée car celà
semble dépendre de certaines conditions supplémentaires sur la “forme géométrique” des
UXY .

Une condition suffisante pour que l’implication réciproque soit vérifiée est (par ex-
emple) l’existence d’une distribution canonique DX entièrement contenue dans l’ensemble
∪Y ≥XUXY de faible semidifférentiabilité de f , mais cette condition n’est pas nécessaire(*).

Proposition 6. Un morphisme stratifié f : A → A′ est semidifférentiable (en un
point x ∈ X) si et seulement s’il est faiblement semidifférentiable et il existe un voisinage
V de x dans A tel que ∀ Y > X, la fonction hXY (y) = ||fY ∗y|| soit bornée (sur V ∩ Y ).

Preuve. Considérons une suite {(yn, vn)}n de points de TY convergent vers un point
(x, v) ∈ TX, et décomposons chaque vn en une somme du type

vn = v′n + v′′n avec






(yn, v′n) ∈ UXY

limn v′n = v .

On trouve alors limn v′′n = 0.
D’autre part, comme par hypothèse il existe un M > 0 tel que hXY (y) = ||fY ∗y|| ≤ M

(dans V ∩ Y ), on en déduit que

||fY ∗yn(v′′n)|| ≤ ||fY ∗yn || · ||v′′n|| ≤ M · ||v′′n||

et donc
lim

n→∞
fY ∗yn

(v′′n) = 0 .

En décomposant les images fY ∗yn(vn) des vecteurs vn, on obtient ainsi l’existence de
la limite limn fY ∗yn

(vn)

lim
n→∞

fY ∗yn(vn) = lim
n→∞

fY ∗yn(v′n) + lim
n→∞

fY ∗yn(v′′n) = lim
n

fY ∗yn(v′n).

Enfin, comme (yn, v′n) ∈ UXY avec limn v′n = v, la condition 3) permet d’obtenir

lim
n→∞

fY ∗yn(v′n) = fX∗x(v)

et ceci nous permet de conclure que :

lim
n→∞

fY ∗yn(vn) = fX∗x(v) . �

(*) Une réciproque éventuelle de cette propriété présente des difficultées similaires à celle
du “problème” de la sect. 2.2



36 Semidifférentiabilité des morphismes stratifiés et la ”Whitney fibering conjecture” Chapitre II

2.4 : Morphismes stratifiés F -semidifférentiables.

Dans cette section, nous introduisons une condition de régularité pour des mor-
phismes stratifiés, condition qui est associée à un feuilletage F et qui permettra de car-
actériser la semidifférentiabilité et les morphismes horizontalement-C1. Dans un certain
sens, cette condition généralise ces dernières notions.

Comme aux sections 2.1, 2.2, et 2.3 précédentes A désignera un sous-ensemble d’un
espace euclidien R

n et Σ une stratification de A.
Dans toute la section nous noterons F = {Fβ}β un feuilletage en sous-variétés Fβ

lisses de dimension h (≤ dim(A,Σ)) d’un sous-ensemble ouvert U de A.
On considèrera toujours l’ouvert U de A comme étant stratifié par la stratification

naturelle ΣU = {Y ∩ U}Y ∈Σ induite par Σ sur U . Enfin, pour tout point y ∈ U , on
notera Fy la feuille de F qui passe par y ∈ U ; on peut alors désigner le feuilletage F par
F = {Fy}y∈U .

Definition 1. On dit que F est un feuilletage stratifié compatible avec Σ (ou encore
avec ΣU ) si et seulement si toute feuille Fy ∈ F est entièrement contenue dans l’unique
strate Y de Σ (ou encore de ΣU ) qui contient y.

Les feuilletages considérés seront toujours compatibles avec la stratification Σ (ou
bien ΣU ) fixée au départ. On convient donc de dire simplement “feuilletage stratifié” en
sous-entendant aussi que la condition de compatibilité (avec Σ ou ΣU ) est vérifiée.

Un feuilletage stratifié F de U détermine alors une famille de feuilletages {F Y }Y ∈Σ

où pour tout Y ∈ Σ, F Y := {Fy}y∈U∩Y est l’ensemble des feuilles contenues dans la strate
Y .

Nous dirons que le feuilletage stratifié F est de classe C0,1 si pour toute strate Y le
feuilletage F Y est de classe C0,1 [Go] (les variétés Fy, de classe C1, “varient de manière
C0”).

Les feuilletages stratifiés considérés seront toujours de classe C0,1.

Soit maintenant x un point de U et X ∈ Σ la strate contenant x.
Definition 2. Le feuilletage stratifié F sera dit (a)-régulier en x si et seulement si

pour toute suite {yn} ⊆ U convergente vers x (limn yn = x), telle que la limite limn TynFyn

existe dans la grassmannienne G
n
h, alors l’implication suivante est valable :

limn TynFyn = τ ∈ G
n
h =⇒






τ ⊂ TxX si h < dimX

τ = TxX si h = dimX

τ ⊃ TxX si h > dimX

Le feuilletage F sera dit (a)-régulier sur X (ou sur X∩U) s’il est (a)-régulier en tout
point x ∈ X ∩ U . Enfin F sera dit (a)-régulier quand il est (a)-régulier sur X, ∀X ∈ Σ
(i.e. quand il est (a)-régulier sur toute strate X ∩ U de ΣU ).

Remarque 1.Si dim F = dimX = h, F est (a)-régulier en x ∈ X (resp. sur X) si
et seulement si lim

y→x
TyFy = TxX dans G

n
h. �

Dans le cas d’un feuilletage induit par une submersion stratifiée, la notion de feuil-
letage (a)-régulier généralise la condition (af ) de Thom :

Remarque 2. Une submersion stratifiée surjective, f : (A,Σ) → (A′,Σ′), et de
corang constant h vérifie la condition (af ) de Thom en un point x d’une strate X de A
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si et seulement si ∀Y > X le feuilletage stratifié F (f) = {f−1(a′)}a′∈A′ est (a)-régulier
en x.

Preuve. Comme f est une submersion stratifiée de corang constant h, alors F (f) =
{f−1(a′)}a′∈A′ est un feuilletage stratifié de variétés lisses ayant toutes pour dimension h.

Donc la condition (af ) de Thom en x ∈ X est valable si et seulement si la limite
lim
y→x

Tyf−1(y′) = TxX, i.e. si et seulement si F (f) est (a)-régulier en x. �

Definition 3. Le fibré tangent TF à un feuilletage stratifié F est le sous-fibré de
TU de dimension h, constitué par tous les vecteurs tangents aux feuilles de F . Donc :
TF := ∪y∈U ∪y∈Y {y} × TyFy.

Considérons alors F un feuilletage stratifié (a)-régulier d’un voisinage ouvert U (dans
A) d’un point x d’une strate X et soit f : (A,Σ) → (A′, Σ′) un morphisme stratifié.

Definition 4. On dira que le morphisme f est F -semidifférentiable en x si, pour
chaque (x, v) ∈ {x} × TxX ⊆ T (X ∩ U) et pour toute suite {(yn, vn)} ⊆ TF telle que
limn(yn, vn) = (x, v), on a aussi

lim
n

fYn∗yn
(vn) = fX∗x(v)

où (pour tout n ∈ N) Yn désigne la strate de ΣU qui contient yn.

Nous dirons que f est F -semidifférentiable sur X (ou sur X ∩ U) si f estF -semidif-
férentiable en tout point x ∈ X ∩ U et enfin on dira que f est F -semidifférentiable (en
sous-entendant sur X ∩U) si f est F -semidifférentiable sur X pour toute X ∈ Σ (i.e. sur
toute strate X ∩ U de ΣU ).

La notion de F -semidifférentiable (en un point x ∈ X) généralise celle de semi-
différentiabilité et de morphisme horizontalement-C1 (au point x ∈ X).

Afin d’éclaircir la première de ces affirmations, notons ∀Y ∈ Σ, {Y } le feuilletage
trivial de la strate Y et observons qu’on a immédiatement :

Remarque 3. La stratification Σ est (a)-régulière (en x ∈ U ∩X) si et seulement si
chaque feuilletage trivial {U ∩ Y } est (a)-régulier (en x ∈ U ∩ X). �

Alors on a :

Proposition 1. Un morphisme stratifié f : (A,Σ) → (A′, Σ′) est semidifféren-
tiable (en x ∈ X) si et seulement si pour toute strate Y ∈ Σ (avec Y > X) il est
{Y }-différentiable (en x).

Preuve. Cela découle des définitions en observant que si F = {Y } alors TF =
∪y∈Y {y} × TyY = TY . �

Soit U un voisinage ouvert de x ∈ X dans A, soit F = {Fy}y∈U un feuilletage
(a)-régulier de dimension dimFy = dimX et transverse aux fibres de la projection πX du
S.D.C. T de (A,Σ). En considérant la distribution d’espaces tangents D(F ) = {DXY }Y ≥X

de plan tangent aux feuilles de F , on a :

Proposition 2. Un morphisme stratifié f : (A,Σ) → (A′, Σ′) est horizontalement-
C1 en x (sur X ∩ U) par rapport à D(F ) si et seulement s’il est F -semidifférentiable en
x (sur X ∩ U).

Preuve. Remarquons seulement que si dim F = dimX et si F est (a)-régulier alors
la distribution D(F ) := {DXY }Y ≥X définie ∀Y > X par DXY (y) := TyFy est une dis-
tribution canonique sur le voisinage ouvert U de x et le sous-fibré ∪y∈U{y} × DX(y)
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cöıncide avec l’espace tangent TF au feuilletage F . La preuve découle alors facilement
des définitions. �

2.5 : Morphismes fortement semidifférentiables

Dans cette section, nous examinons une dernière condition de régularité pour un
morphisme stratifié f = ∪X∈ΣfX : (A,Σ) → (A,Σ′). Cette notion, la “forte semidiffé-
rentiabilité” nous semble convenable dans le cas où on dispose vraiment de beaucoup de
régularité soit tant sur l’application f que pour les stratification (A,Σ), (A,Σ′), car elle
assure l’existence d’une application différentielle de la fibre de Nash de la stratification
(A,Σ) dans la fibre de Nash de (A′,Σ′). Par exemple dans un contexte analytique de
deux stratifications dont les strates sont analytiques et dont la restriction des morphismes
à toute strate est une application analytique.

La “forte semidifférentiabilité” nécessite en particulier que la différentielle f∗ =⋃
Y ∈Σ fY ∗ a ses normes {||fY ∗y||} bornées.

La définition 1 ci-dessous est l’analogue dans le cas lisse de la notion de cône tangent
C4 introduite par Whitney en 1965 ([Wh]1 §3, voir C4(Y, x)) dans le contexte des variétés
analytiques.

Definition 1. Soit x un point d’une strate X de A et soit Y une strate de A telle que
Y > X. La fibre de Nash Cx(Y ) de Y en x est l’ensemble de tous les vecteurs possibles
v = limn vn obtenus comme limites d’une suite {vn} de vecteurs tangents à Y , vn ∈ TynY
avec limn yn = x:

Cx(Y ) :=
{

v ∈ R
n

∣
∣
∣ ∃ une suite {(yn, vn)} ⊆ TY telle que lim

n
(yn, vn) = (x, v)

}
.

On définit alors le fibré de Nash CX(Y ) de Y sur x par :

CX(Y ) :=
⋃

x∈X

{x} × Cx(Y ).

Remarque 1. Cx(Y ) ne dépend pas de la strate X contenant x. �

Il découle de la définition, que pour tout couple de strates X < Z, on a CX(Z) ⊆ TZ,
et de plus on voit facilement que :

Remarque 2. Pour toute Z ∈ Σ, TZ est la réunion disjointe

TZ = TZ
⋃

[
⋃

X∈Σ , X<Z

CX(Z)
]

. �

D’autre part, on ne doit pas s’attendre à ce que la partition ci-dessus donne une
stratification de TZ. En fait, dans notre cas où la variété considérée Z est (seulement) de
classe C∞, chaque fibré de Nash CX(Z) (avec X < Z) n’est pas en général une variété mais
un ensemble vraiment assez arbitraire comme l’ont prouvé M. Kwiecinski et D. Trotman
[KT].

Remarque 3. Si X < Y est (a)-régulier en x (resp. sur X) alors TxX ⊆ Cx(Y )
(resp. TX ⊆ CX(Y )). �
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Remarque 4. Si x ∈ X, X < Y < Z et Y < Z est (a)-régulier alors

Cx(Y ) ⊆ Cx(Z) et CX(Y ) ⊆ CX(Z) .

Preuve. Soit v ∈ Cx(Y ), considérons une suite {(yn, vn)}n ⊆ TY telle que la limite
limn(yn, vn) = (x, v).

Comme Z > Y est (a)-régulier en tout yn ∈ Y alors pour tout n ∈ N, il existe une
suite {(zh

n, vh
n)}h telle que limh(zh

n, vh
n) = (yn, vn).

Comme X ∩ Y = ∅, x ∈ X et yn ∈ Y alors pour tout n ∈ N, le nombre εn =
||(x, v) − (yn, vn)|| est strictement positif. Donc pour tout n ∈ N, en considérant la suite
{(zh

n, vh
n)}h → (yn, vn) on peut fixer un index hn tel que, pour tout h ≥ hn, on ait

||(yn, vn) − (zh
n, vh

n)|| < εn .

De cette façon, on trouve la suite {(zhn
n , vhn

n )}n ⊆ TZ vérifiant

||(x, v)− (zhn
n , vhn

n )|| ≤ ||(x, v)− (yn, vn)||+ ||(yn, vn)− (zhn
n , vhn

n )|| ≤ 2 · ||(x, v)− (yn, vn)||

et alors limn(zhn
n , vhn

n ) = (x, v) et donc par définition (x, v) ∈ Cx(Z). �

Definition 2. Soit X une strate de A (et x un point de X). Une application
stratifiée, continue, lisse sur les strates f : A → A′ est dite fortement semidifférentiable
en x si elle vérifie les conditions suivantes :

i) ∀ Y > X et ∀ {(yn, vn)} ⊆ TY telle que limn(yn, vn) = (x, v) ∈ {x} × Cx(Y )

on a :






la limite (L)(x,v) : lim
(yn,vn)→(x,v)

fY ∗yn
(vn) existe

et de plus

(x, v) ∈ TX =⇒ lim
(yn,vn)→(x,v)

fY ∗yn(vn) = fX∗x(v)

ii) ∀Z ≥ Y > X et pour tout couple de suites {(yn, vn)} ⊆ TY et {(zn, un)} ⊆ TZ
telles que

lim
n

(yn, vn) = lim
n

(zn, un) = (x, v) ∈ Cx(Y ) ∩ Cx(Z)

on a aussi
lim
n

fY ∗yn(vn) = lim
n

fZ∗zn(un).

Remarquons ici que Cx(Y ) ⊆ Cx(Z) (remarque 4).
On dira enfin que f est fortement semidifférentiable sur X (resp. sur (A,Σ)) si f est

fortement semidifférentiable sur X (resp. sur X , ∀X ∈ Σ).
La condition ii) de la définition 1 dit que la limite (L)(x,v) ne dépend que de (x, v),

en particulier elle ne dépend ni de la suite {(yn, vn)} ⊆ TY approchant (x, v), ni de la
strate Y contenant {yn} et telle que (x, v) ∈ Cx(Y ).

Remarque 5. f : (A,Σ) → (A′,Σ′) est fortement semidifférentiable en x ∈ X (resp.
sur X) si et seulement si pour tout Y > X la différentielle fY ∗ : TY → TY ′ admet un
prolongement continu sur Cx(Y ) ⊆ TY , définit par :

fY ∗x : Cx(Y ) −→ Cx′(Y ′)

v = limn vn 
−→ limn fY ∗yn(vn)
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(resp.
fY ∗X : CX(Y ) −→ CX′(Y ′)

(x, v) = (x, limn vn) 
−→ (f(x), limn fY ∗yn(vn)) ).

Preuve. C’est immédiat. �

Remarque 6. Avec un langage un peu moins formel et en considérant des limites
d’applications linéaires dans un sens ponctuel, on aurait pu définir de manière équivalente
f fortement semidifférentiable en x par les conditions suivantes :

i) pour toute strate X et pour toute strate Z > X, maximale telle que Z > X, on a :
pour toute suite {zn}n dans Z telle que les limites suivantes existent

limn zn = x ∈ X limn z′n = x′ ∈ X ′

limn TznZ = τ limn Tz′
n
Z ′ = τ ′

où z′n = f(zn), (ici Z ′ ≥ X ′ automatiquement), alors la limite des applications linéaires
fZ∗zn

: TznZ → Tz′
n
Z ′

limn fZ∗zn
: τ → τ ′ existe et est un

prolongement de fX∗x : TxX → Tx′X ′

ii) pour toute autre strate Y tel que X < Y ≤ Z on a :
pour toute suite {yn}n dans Y telle que les limites suivantes existent

limn yn = x limn y′
n = x′

limn TynY = σ limn Ty′
n
Y ′ = σ′

(où y′
n = f(yn)), la limite des applications linéaires

limn fY ∗yn
: σ → σ′ existe aussi et est un prolongement de : fX∗x : TxX → Tx′X ′

et est de plus une restriction de : limn fZ∗zn
: τ → τ ′.

Exemple 1. Soit (A,Σ) = (A′,Σ) la stratification où A = A′ = R
2 et où les strates

de Σ sont les quatre quadrants ouverts de dimension 2 {Zi | i = 1, . . . , 4 }, les quatre
demi-axes ouverts de dimension 1 {Yi | i = 1, . . . , 4 }, et l’origine X = {0}, i.e.

Σ = { Zi , Yi , X = 0 | i = 1, . . . , 4 }.

Alors l’application f : R
2 → R

2 définie par

f : (A,Σ) −→ (A,Σ) , f(x, y) =






f1(x, y) = (x, 2y) sur Z1

f2(x, y) = (3x, 2y) sur Z2

f3(x, y) = (3x, 4y) sur Z3

f4(x, y) = (x, 4y) sur Z4
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est un morphisme stratifié qui préserve les strates (f(S) = S pour toute strate S ∈ Σ) et
qui induit sur les strates Zi les applications différentielles fi∗z : TzZi = R

2 → TzZi =
R

2 (bornées en norme) telles que pour tout i, j = 1, . . . , 4 (avec i �= j), en notant Yh le
demi-axe 1-dimensionel ⊆ Zi ∩ Zj , on ait

[

lim
z→y
z∈Zi

fi∗z

]

∣
∣

TyYh

=
[

lim
z→y
z∈Zj

fj∗z

]

∣
∣

TyYh

=
[
fYh

]

∗y
: TyYh −→ Ty′Yh , ∀ y ∈ Yh

i.e., les restrictions à TyYh (remarquons que ∀i lim
z→y

TzZi ⊇ TyYh) des limites des applica-

tions différentielles fi∗z cöıncident avec l’application (fYh
)∗y.

D’autre part, pour tout point y dans le 1-squelette A(1) = 0 × R ∪ R × 0 de (A,Σ),
f : R

2 → R
2 n’est pas une application de classe C1 en y. �

figure 3

On a facilement :

Remarque 7. Tout morphisme composé de deux morphismes fortement semidiffé-
rentiables l’est aussi. �

Remarque 8. Tout morphisme stratifié fortement semidifférentiable est semidiffé-
rentiable. �

Les conditions de semidifférentiabilité et de forte semidifférentiabilité, réclament
toutes deux, comme on l’a déjà remarqué, que le morphisme en question f : A → A′

ait ses dérivées bornées et elles pourraient ainsi sembler équivalentes.
La différence entre ces deux notions est : étant données deux strates X < Y de A et

x ∈ X, la semidifférentiabilité n’impose que des conditions de limites “le long de la petite
strate” X sans aucune restriction sur les limites le long des directions restantes, alors que
la forte semidifférentiabilité impose la cöıncidence des applications linéaires limites :

lim
n

fY ∗yn = lim
n

fY1∗y1 n : τ → τ ′
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pour toute autre strate Y1 > X de même dimension que Y et pour tout couple de suites
{yn} ⊆ Y et {y1 n} ⊆ Y1 convergeant vers x avec les mêmes limites des plans tangents du
domaine et du codomaine,

limn Tyn
Y = limn Ty1 n

Y1 = τ et limn Ty′
n
Y ′ = limn Ty′

1 n
Y ′

1 = τ ′

L’exemple qui suit exhibe un morphisme stratifié semidifférentiable et non fortement
semidifférentiable.

Exemple 2. Soit A = A′ ⊆ R2, la stratification ayant les deux strates de dimension
1 : Y = { (y, 0) | y > 0 }, Y1 = { (y1, y

2
1) | y1 > 0 } et une unique strate 0-dimensionelle

X = {0}. Donc A = Y ∪ Y1 ∪ {0}.
Considérons sur A l’application définie par

f : A → A′ , f(s, t) =






(0, 0) si (s, t) = (0, 0) ∈ X
(s, t) si (s, t) = (y, 0) ∈ Y

(s2 + 2s, [t + 2t
1
2 ]2) si (s, t) = (y1, y

2
1) ∈ Y1 .

On voit alors que f est stratifiée envoyant toute strate sur elle-même.
D’autre part on a facilement que

f∗(s,t) =






(
1 0
0 1

)

si (s, t) ∈ Y

(
2s + 2 0

0 2t + 6t
1
2 + 4

)

si (s, t) ∈ Y1

et donc en considérant l’espace tangent limite

τ = (axe des x) = lim
(y,0)→(0,0)

T(y,0)Y = lim
(y1,y2

1)→(0,0)
T(y1,y2

1)Y1

on a aussi que

lim
(y,0)→(0,0)

f∗(y,0) = idτ , lim
(y1,y2

1)→(0,0)
f∗(y1,y2

1) = 2 · idτ .

Comme les deux applications linéaires limites ne cöıncident pas, nous concluons
qu’une telle application f n’est pas fortement semidifférentiable en (0, 0), bien qu’elle
soit semidifférentiable.

A la suite de l’exemple 2, nous pouvons aussi remarquer que:

Remarque 9. La semidifférentiabilité d’un morphisme stratifié n’implique pas la
forte semidifférentiabilité. �

Remarque 10. L’application réciproque d’un homéomorphisme fortement semidi-
fférentiable n’est pas en général fortement semidifférentiable ni semidifférentiable, (bien
qu’elle soit horizontalement-C1 et faiblement semidifférentiable sous les hypothèses du
théorème 1).

Preuve. Il suffit de considérer un homéomorphisme arbitraire fortement semidifféren-
tiable dont l’homéomorphisme réciproque admette des dérivées non-bornées. �

Remarque 11. Soit f : A → A′ un homéomorphisme fortement semidifférentiable
et vérifiant en un point x ∈ A les hypothèses du théorème 1.
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Si la différentielle de l’application réciproque f−1 : A′ → A est bornée autour de x
dans A alors f−1 est fortement semidifférentiable en x.

Preuve. En réalité, comme f est fortement semidifférentiable, f est aussi semidiffé-
rentiable, horizontalement-C1 et faiblement semidifférentiable.

Par le théorème 1, f−1 est alors également horizontalement-C1 (et faiblement semi-
différentiable) en x. D’autre part, f−1 ayant sa différentielle bornée autour de x dans A,
est grâce à la proposition 4 semidifférentiable.

Le reste de la démonstration est similaire à la deuxième partie de la preuve du
théorème 1 car les applications différentielles induites par un homéomorphisme stratifié
sont toujours des isomorphismes (bijections). �

§3 Le cas du flot d’un champ relevé.

A partir de ce paragraphe, et dans toute la suite, nous étudierons particulièrement
les propriétés de régularité d’un flot continu, contrôlé, obtenu par relèvement aux strates
de dimensions supérieures d’un champ de vecteurs défini sur un certain squelette de la
stratification A.

Quelques rappels autour de la trivialisation topologique locale H : Ux0 × π−1
X (x0) →

π−1
X (Ux0) de la projection πX sur X sont nécessaires pour montrer qu’on peut définir deux

feuilletages transverses (orthogonaux selon la métrique quasi-fibrée [Re]) V = {Ny}y et
H = {My}y, le premier “parallèle” à la fibre π−1

X (x0) et le deuxième à X(≡ Ux0).
Alors pour toute strate Y > X l’isomorphisme φY ∗y : TyY → Ty′Y se décompose en

une composante verticale φY ∗y|TyNy
: TyNy → Ty′Ny′ et une composante horizontale à

choisir entre les deux restrictions possibles :

(∗) : φY ∗y|DXY (y) : DXY (y) → Ty′Y , φY ∗
y
∣
∣TyMy

: TyMy → Ty′Y .

La condition de contrôle du flot relevé implique que l’application φY est compatible
avec V, i.e. φY envoie toute feuille Ny de V dans une unique feuille Ny′ de V. En revanche
nous remarquons explicitement que cette condition de compatibilité n’est pas vérifiée
quand il s’agit du feuilletage horizontal. Ceci nous impose de considérer les deux choix
possibles de restrictions (∗). Cependant, l’on verra au §4 que lorsqu’a lieu l’involutivité de
la distribution canonique DX alors DXY (y) = TyMy, les deux choix deviennent le même
et ceci nous permettra de prouver que le flot relevé φ = {φY }Y ≥X est horizontalement-C1

(par rapport à DX).
Après avoir souligné par un exemple explicite (l’escargot de Kuo) la difficulté d’obtenir

des flots avec des différentielles localement bornées, nous concluons le paragraphe en
remarquant que, quand une telle condition est vérifiée, (comme par exemple dans le cas
des stratifications lipschitziennes [Pa]) les conditions de régularité “semidifférentiable”,
“horizontalement-C1” et “faiblement différentiable” deviennent alors équivalentes.

Considérons alors une stratification Σ au moins (c)-régulière d’un sous-ensemble A ⊆
R

n. Considérons aussi un champ de vecteurs ζX défini sur une strate X de Σ ayant un
flot global ΦX et soit ζ = {ζY }Y ≥X le champ, relèvement continu contrôlé de ζX (défini
au §1) sur un voisinage stratifié T ε

X ≡ TX (identifié à TX). Soit enfin Φ = {ΦY }Y ≥X le
flot de ζ = {ζY }Y ≥X . Notre but est alors de mesurer la régularité du flot Φ de ζ.
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Il est bien connu (voir [Ma]) que la seule hypothèse de contrôle de ζ = {ζY } suffit
pour que l’application Φ : R×TX → TX soit un prolongement continu de ΦX : R×X → X ;
i.e. que

Φ =
⋃

Y ≥X

ΦY : R × TX =
⋃

Y ≥X

R × TXY −→ TX =
⋃

Y ≥X

TXY

soit continue même si le champ a été relevé sur TX sans continuité.
Notre question principale est alors la suivante :
Question. “Quelle régularité est ajoutée à l’application Φ =

⋃
Y ≥X ΦY quand le

champ ζ = ∪Y ≥XζY est relevé sur TX plus régulièrement qu’en imposant seulement
l’hypothèse de contrôle, i.e. de manière continue ? Obtient-on “un peu plus” de régularité
que la continuité (bien connue) de l’application Φ ? Si oui, combien ?”.

On peut faire une première remarque :

Remarque 1. L’application Φ : R × TX → TX est de classe C1 par rapport à la
variable t ∈ R.

Preuve. Comme ∂
∂tΦ(y, t) = ζ(Φ(y, t)) = ζ ◦ Φ(y, t), et comme le champ ζ est

maintenant continu sur X, l’application composée ζ ◦ Φ = ∂
∂tΦ l’est aussi.

�

Donc il reste à comprendre l’éventuelle amélioration de la régularité de l’application
Φ∗ =

⋃
Y ≥X ΦY ∗ par rapport aux variables autres que t ∈ R.

A partir de maintenant et dans tous les paragraphes suivants, nous fixerons une strate
X et travaillerons presque exclusivement avec le voisinage tubulaire TX stratifié par la
stratification ΣTX

:= {TXY }Y ≥X induite de Σ. D’autre part, Σ ne sera plus utilisée et
donc nous convenons pour simplifier les notations d’identifier TX ≡ A, ΣTX

≡ Σ et donc
tout TXY ≡ Y avec la strate Y toute entière.

Fixons alors un t ∈ R et considérons l’homéomorphisme stratifié:

Φt =
( ⋃

Y ≥X

ΦY

)

t
=

⋃

Y ≥X

ΦY t : TX → TX

dont la restriction à toute strate Y ≥ X est l’application lisse

φY := ΦY t : Y → Y , (TXY ≡ Y (avec l’identification))

laquelle, a priori, se prolonge de manière seulement continue sur le lieu singulier X ⊆ Y .

Etant données une strate Y > X et une suite de points {yn}n dans Y convergeant
vers un point x ∈ X et telle que la limite limn TynY = τ existe aussi, notre but sera
d’analyser le comportement pour n → ∞ de la suite d’applications différentielles

φY ∗yn
: TynY → Ty′

n
Y où y′

n = φY (yn)

et éventuellement de chercher des conditions suffisantes pour qu’une application linéaire
limite

lim
n

φY ∗yn
: lim

n
TynY −→ lim

n
Ty′

n
Y

existe (en supposant que la limite limn Ty′
n
Y existe aussi).
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Ainsi notre problème devient :

Problème. L’homéomorphisme stratifié φ : TX → TX est-il horizontalement-C1 ou
bien faiblement semidifférentiable sur X ?

Sous quelles hypothèses φ peut-il devenir semidifférentiable ou bien fortement semidif-
férentiable, sur X ?

Les difficultés principales relatives à ce problème seront mises en évidence à partir
du §4 par la théorie des feuilletages (transversaux au feuilletage vertical d’une submersion
riemannienne [BH]1,2) et des distributions des plans tangents [JW] (i.e. des systèmes
différentiels); les définitions données au paragraphe précédent seront alors justifiées.

Soit alors πX : TX → X la projection du système de données de contrôle utilisé au §1
pour définir la distribution canonique DX := {DXY }Y ≥X relative à X. Rappelons alors
que le champ relevé ζ = {ζY }Y ≥X est défini sur toute strate Y > X par la formule:

ζY (y) = πXY
−1
∗y (ζX(x))

⋂
DXY (y) , où x = πXY (y).

Fixons un point x0 ∈ X. La stratification Σ étant (c)-régulière, la submersion strati-
fiée πX : TX → X admet pour les points d’un voisinage Ux0 de x0 dans X une trivialisation
topologique locale, i.e. un homéomorphisme stratifié H = Hx0 :

H : Ux0 × πX
−1(x0) → πX

−1(Ux0)

lisse sur les strates et qui est “l’identité” sur Ux0 (H(p, x0) = p , ∀ (p, x0) ∈ R
l ×x0 ≡ X).

Ainsi, πX
−1(Ux0) est structuré par un feuilletage vertical V dont les feuilles sont les

fibres de la projection πX et, en même temps, par un feuilletage horizontal H = H x0

supplémentaire à V (via H).
Notons ces deux feuilletages

V :=
{
Ny := πX

−1(πX(y))
}

y∈πX
−1(Ux0 )

, H :=
{
My0 := H(Rl × y0)

}

y0∈πX
−1(x0)

.

Par cette décomposition de chaque variété Y ≥ X (≡ T ε
XY ), nous formaliserons le

langage nécessaire à l’étude des propriétés de convergence horizontale des applications
φY ∗y (quand y → x ∈ Ux0).

Remarquons alors (ce qu’il est immédiat de vérifier), que :

Remarque 2. Le feuilletage H x0 est compatible avec la stratification de TX . �

D’autre part on a :

Remarque 3. L’application φ = {φY } est compatible avec le feuilletage vertical V:

φY (Ny) = Ny′ ∀ y, y′ ∈ Y avec y′ = φY (y) .

Preuve. La condition de contrôle par rapport à πX dit que pour toute strate Y > X
et ∀ y ∈ Y , on a :

πXY ∗y(ζY (y)) = ζX(πXY (y))

ce qui, au niveau des flots, équivaut à la relation

πXY (φY (y)) = φX(πXY (y)) .
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Une telle condition signifie précisement que φY préserve les fibres de πXY : TXY → X
(feuilles verticales dans Y ) : donc

φY (Ny) ⊆ Ny′ .

Par symétrie,
φ−1

Y (Ny′) ⊆ Ny

et nous concluons que φY (Ny) = Ny′ . �

D’après la remarque précédente, l’analyse de la convergence des applications φY ∗y :
TyY → Ty′Y peut être développée dans les deux parties V) et H) suivantes :

V) l’analyse des “applications composantes verticales” de φY ∗y

φY ∗y|TyNy
: TyNy → Ty′Ny′ i.e. φY ∗y| ker πXY ∗y

: kerπXY ∗y → kerπXY ∗y′

qui sont aussi les différentielles des restrictions

φ
Y
∣
∣ πXY

−1(x)
: πXY

−1(x) → πXY
−1(x′)

où x = πXY (y) et x′ = πXY (y′) ;

H) l’analyse de la convergence de la famille d’ “applications composantes horizon-
tales”:

φY ∗y|DXY (y) : DXY (y) → Ty′Y .

Il est intéressant ici de faire deux précisions :
i) d’une part, on ne peut pas écrire φY ∗y|DXY (y) : DXY (y) → DXY (y′), car on n’a pas

nécessairement φY ∗y(DXY (y)) ⊆ DXY (y′) ,
ii) d’autre part, on ne peut pas considérer la convergence sur Ux0 des restrictions aux

feuilles horizontales φY ∗
y
∣
∣TyMy

: TyMy → Ty′My′ car, le feuilletage H = {My} n’étant

pas nécessairement (a)-régulier sur Ux0 , la H -semidifférentiabilité de φ = {φY }Y peut
perdre sa signification.

On verra au §4 que la propriété φY ∗y(DXY (y)) ⊆ DXY (y′) est équivalent à l’invo-
lutivité de la distribution canonique DX = {DXY }Y ≥X et au §7 que la (a)-régularité du
feuilletage H est la condition nécessaire et suffisante pour que les flots des champs r’elevés
soient horizontalemen-C1 et H -semidifférentiables.

Entre outre, sous l’hypothèse d’involutivité de DX on trouvera DXY (y) = TyMy

ce qui supprime les deux choix ci-dessus et permet d’obtenir une “bonne théorie” des
morphismes stratifiés.

A propos de l’analyse de la convergence de φY ∗ le long de la direction verticale
(i.e. des applications φY ∗y|Ny

) nous nous limitons à rappeler que grâce aux résultats du
paragraphe précédent on a:

Corollaire 1. S’il existe une strate Y et une suite {yn}n convergente en un point
x ∈ Ux0 telles que les restrictions (verticales) aux fibres

φ
Y

∣
∣πXY

−1(xn)
: πXY

−1(xn) → πXY
−1(x′

n) où
{

xn = πXY (yn)
x′

n = πXY (y′
n)
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aient des différentielles non-bornées, alors le flot relevé φY : Y → Y de l’application
φX : X → X ne définit pas une application semidifférentiable en x (bien qu’elle puisse
encore être horizontalement-C1). �

Le corollaire précédent s’applique dans le contexte des stratifications (b) ou (c)-
régulières. Par exemple, une situation caractéristique est celle de l’Escargot de Kuo (ex-
emple ci dessous) où le difféomorphisme φY | πXY

−1(x) transforme une fibre πXY
−1(x),

d’un point x ∈ X, ayant une courbure inférieurement bornée au voisinage du “point sin-
gulier” x ∈ πXY

−1(x) en une fibre πXY
−1(x′) ayant une courbure arbitrairement petite au

voisinage du point x′ = φX(x) de πXY
−1(x′). C’est en général la cause d’une divergence

de la norme des différentielles pour y → x [Wi]. En prenant alors n’importe quelle suite
de points {yn}n dans la même fibre πXY

−1(x), la suite des normes {||φY ∗yn|Nyn
||}n ne

pourra pas être bornée.

Exemple 1 : L’Escargot de T.C. Kuo ([0T]). L’escargot de Kuo A = X ∪Y est une
stratification plongeable dans R

3 n’ayant que deux strates de dimensions respectivement 1
et 2. La strate 1-dimensionelle X est simplement l’axe des x (pour nous l’axe horizontal)
et la strate 2-dimensionelle Y contient (voir figure 4) une surface Y ′ obtenue à partir d’une
spirale d’équation en coordonnées polaires du type ρ = h(θ) (avec limθ→∞ h(θ) = 0) dans
un plan (x = 1) orthogonale à X et en la réduisant le long du “paramètre” x jusqu’à la
contracter en un point x0 = (0, 0, 0).

Selon la vitesse h(θ) avec laquelle la spirale verticale s’enroule (pour θ → ∞) et selon
la vitesse g(x) par laquelle on la contracte au point 0, on peut obtenir des escargots (c)
ou (b)-réguliers mais ni (w)-réguliers ni Lipschitziens.

Donc en coordonnées cylindriques (x, ρ, θ), on peut représenter le “morceau enroulé”
Y ′ de la strate Y par:

Y ′ = {(x, ρ, θ) ∈ R
3

∣
∣ ρ = g(x) · h(θ) x ∈ [0, 1[ , θ ∈ [0,∞[ }.

figure 4.

Par exemple :

1) avec g(x) = x on obtient un cône sur la spirale initiale et donc évidemment
l’escargot Y ne sera même pas (c)-régulier sur X;

2) avec g(x) = x2 et h(θ) = θ−α (α > 1), la spirale initiale ρ = θ−α est une spirale
lente (logarithmique) qui est (c)-régulière mais pas (b) par rapport à son centre et donc
tel sera aussi l’escargot Y par rapport à X;
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3) avec g(x) = x2 , h(θ) = e−k(θ) ( lim
θ→∞

k(θ) = ∞) et lim
θ→∞

1
k′(θ)

= 0 , la spirale

initiale ρ = e−k(θ) est une spirale (“rapide” i.e.) (b)-régulière(∗)1 et tel sera aussi l’escargot
Y par rapport a X.

4) aucune spirale ne peut donner un escargot (w)-régulier (∗)2.
La figure 4 pensée avec un nombre infini d’enroulements autour de l’axe des x montre

un escargot du type 2). �

Dans le cas de l’escargot, nous ne calculerons pas explicitement le champ relevé sur
Y du champ canonique constant E1 de X mais nous précisons (comme il arrivait déjà à
l’exemple 1 §2) que pour que la suite des normes des restrictions {||φY ∗yn| ker πXY ∗yn

||}n soit
non bornée, il n’est pas nécessaire que la strate Y ait de telles pathologies de courbure.
Nous avons préféré citer cet exemple caractéristique avant tout car le phénomène de
divergence en norme de la différentielle d’un flot φY le long de la fibre est un problème
qui nous intéressera particulièrement par la suite et en même temps pour remarquer que
“la géométrie de la strate Y peut donner une contribution décisive à une telle divergence”.

Pour un calcul explicite du champ ζY relevé (où ζX = E1) et de son flot (à l’instant
t) φ, dans le cas où la stratification est “la famille des quatres droites”, on peut consulter
[Kuo] : dans ce cas également les normes des différentielles de φY ne sont pas bornées.

Concluons ce paragraphe en remarquant que, dans le cas où l’on considère des strat-
ifications Lipschitziennes, comme les relèvements des champs peuvent être obtenus avec
les flots à dérivées bornées [Pa], alors grâce à la proposition 4, §2.2 et à la proposition 6,
§2.3, on a :

Proposition 1. Pour une stratification Lipschitzienne Σ munie d’un S.D.C. T =
{(TX , πX , ρX)}X∈Σ les conditions suivantes sont équivalentes:

i) φ = {φY } est semidifférentiable en x ∈ Ux0 ;
ii) φ = {φY } est horizontalement-C1 en x ∈ Ux0 ;
iii) φ = {φY } est faiblement semidifférentiable en x ∈ Ux0 ; �

Dans les prochains §4 et §5, nous nous occuperons seulement de problèmes H) de
convergence du flot stratifié φ = {φY } relevé de φX , le long des directions horizontales.

§4 Le cas où la distribution canonique est involutive.

Ce paragraphe se développe autour de l’hypothèse d’involutivité de la distribution
canonique locale DX = {DXY }Y ≥X .

Le paragraphe s’ouvre avec le théorème 1 dans lequel nous montrons que l’involutivité
de DX est une condition suffisante pour que le flot (à l’instant t) Φt = φ = {φY : Y →
Y }Y ≥X du champ ζ = {ζY }Y ≥X relevé continu contrôlé d’un champ ζX défini sur la strate
X ∈ Σ, préserve DX induisant ∀Y > X des restrictions horizontales φY ∗y| : DXY (y) →
DXY (y′) (y′ = φY (y)), dont la matrice représentative par rapport aux bases canoniques
est la même que celle de l’isomorphisme φX∗x : TxX → Tx′X (x′ = φX(x)).

(∗)1 Rappelons que, plus généralement, la (b)-régularité d’une spirale arbitraire ρ = h(θ)
équivaut à la condition de limite limθ→∞

h(θ)
h′(θ) = 0.

(∗)2 Remarque de D. Trotman (1996).
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D’autre part, l’hypothèse d’involutivité entrâıne (mais la réciproque est fausse) que le
feuilletage horizontal H , autour de x0, H = {My0 = H(Ux0 × y0), y0 ∈ Π−1

X (x0)} induit
par l’homéomorphisme de trivialisation topologique de la projection πX : TX → X est
(a)-régulier sur X : i.e. les espaces tangents aux feuilles tendent vers TxX quand y → x
(∀x ∈ Ux0).

Cette observation et le théorème 1 sont les arguments décisifs qui nous permettent
de déduire que le flot Φt = {φY : Y → Y }Y ≥X est horizontalement-C1 autour de x0

(théorème 2).
Le feuilletage horizontal déterminé par la trivialisation topologique H, le flot φ et la

distribution canonique DX utilisés pour obtenir ces théorèmes, sont des notions obtenues
en utilisant la méthode du relèvement continu développée au chapitre I. Une telle conti-
nuité du relèvement (avec l’hypothèse de contrôle), joue un rôle essentiel dans la théorie
ici développée et particulièrement dans le théorème 2.

Nous remarquons dans les corollaires 2, 3 (resp. 4 et 5) que quand dimX = 1 (resp.
quand dimX = dimA−1), l’involutivité de DX est toujours vérifiée; alors dans ce cas les
résultats des théorèmes 1 et 2 sont valables et les flots φ des champs rélevés de manière
continue sont horizontalement-C1 sur Ux0 et H -semidifférentiables sur π−1

X (Ux0).

4.1 : φ = {φY : Y → Y } est horizontalement-C1 sur X.

Considérons donc le cas spécial où il existe une distribution canonique DX qui est
involutive dans un voisinage du type π−1

X (Ux0) dans A. A. duPlessis et D. Trotman (1994)
ont construit un contrexemple montrant que ce n’est pas en général le cas.

Notre problème étant local, à partir de maintenant et dans toute la suite, nous ne
considèrerons que la stratification induite de TX sur le voisinage π−1(Ux0) de x0 dans
A. Nous identifierons alors le voisinage Ux0 de x0 dans X avec X et toute π−1

XY (Ux0) =
π−1(Ux0) ∩ Y avec Y > X. D’autre part Ux0 ≡ X étant le domaine d’un système de
coordonnées locales autour de x0, on pourra aussi poser Ux0 ≡ R

l × 0n−l et x0 ≡ 0n.
Donc dès maintenant : Ux0 = X = R

l × 0n−l (où l = dimX).

Le théorème ci-dessous dit que si DX est involutive alors le flot relevé φ agit sur les
variétés intégrales du feuilletage horizontal de la “même manière” que le flot φX sur la
variété modèle [Ca] X et il annonce ainsi un théorème de régularité pour le morphisme
φ = {φY : Y → Y }Y ≥X (théorème 2).

Theoreme 1. Si la distribution canonique DX = {DXY }Y ≥X est intégrable, alors
∀Y > X le difféomorphisme φY préserve les variétés intégrales du feuilletage horizontal
H, et pour tout y ∈ Y l’isomorphisme φY ∗y : TyY → Ty′Y transforme le sous-espace hori-
zontal DXY (y) en DXY (y′) (i.e. : φY ∗y préserve la distribution DXY ), et se décompose
en une somme directe

φY ∗y = φh
y ⊕ φv

y : DXY (y) ⊕ ker πXY ∗y

φh
y⊕φv

y

−−−−−−−−→ DXY (y′) ⊕ kerπXY ∗y′ .

En outre, si v1(y), . . . , vl(y) désignent les champs relevés continus des champs canoni-
ques constants E1, . . . , El de X = R

l ×0 en DXY (y), alors la matrice A(y) qui représente
l’isomorphisme restriction φh

y : DXY (y) → DXY (y′) par rapport aux bases σ = {vi(y) }l
i=1

et σ′ = {vi(y′) }l
i=1 cöıncide avec la matrice A = A(x) qui représente l’isomorphisme

φX∗x : TxX → Tx′X (x = πXY (y)) par rapport à la base canonique {Ei}l
i=1 de X = R

l×0.
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Preuve. Rappelons, d’abord, que pour toute stratification qui vérifie une des condi-
tions de régularité du type (c), (b), Lipschitz ou bien bilipschitz et dont les strates sont de
classe Ck, C∞ ou analytiques, l’homéomorphisme H de trivialisation topologique locale
de la projection πX est toujours obtenu de la manière suivante.

Soient E1, . . . , El les champs de vecteurs constants sur R
l ×0 = X et v1(y), . . . , vl(y)

les champs relevés continus dans la distribution DX . Comme les champs vi = vi(y) sont
contrôlés, leurs flots φ1, . . . , φl sont définis pour tout t ∈ R, et l’application

H : R
l × π−1

X (x0) → π−1
X (Ux0) ≡ TX , H((t1, . . . , tl), y0) = φl(tl, . . . , φ1(t1, y0)..) = y

est un homéomorphisme stratifié lisse sur les strates (trivialisation topologique de πX au
voisinage de x0).

Comme, par hypothèse, DX est intégrable alors il existe un feuilletage horizontal
H ′ = {M ′

y}y dont les espaces tangents aux variétés intégrales maximales sont précisément
les espaces tangents à la distribution : i.e. TyM ′

y = DX(y) pour tout y ∈ π−1
X (Ux0) ≡ TX .

Avant de conclure la démonstration du théorème nous avons besoin de la proposition
et du lemme 1 ci-dessous.

Proposition 1. Si DX est involutive, alors les champs relevés vi sont les images
des champs canoniques par le morphisme de trivialisation H, i.e. :

vi(y) = H∗(t1,...,tl,y0)(Ei) , ∀i = 1, . . . l .

De plus le feuilletage intégral H ′ tangent à DX cöıncide avec le feuilletage horizontal
H = {My0 = H(Rl × y0)}y0∈πXY

−1(x0)
déterminé par le morphisme de trivialisation H.

Lemme 1. Si la distribution canonique DX = {DXY }Y ≥X est involutive alors les
champs crochets de Lie

[vi, vj ] = 0 , pour tout i, j = 0, . . . , l.

sont nuls et en particulier les flots φi commutent (entre eux).
Réciproquement il est évident que la condition [vi, vj ] = 0 ∀i, j = 1, . . . , n entrâıne

l’involutivité de DX .
Preuve. Fixons une strate Y > X et soit y ∈ Y . Par définition les champs relevés

v1(y), . . . , vl(y) sont tangents à DXY (y), et comme DX est involutive pour tout i, j =
0, . . . , l alors [vi, vj ](y) est encore tangent à DXY (y). Donc [vi, vj ](y) cöıncide avec sa
composante horizontale.

D’autre part, comme les champs vi sont des relèvements πX -contrôlés, alors pour
tout h ≤ l, πXY ∗(vh) = Eh et donc

πXY ∗[vi, vj ](y) = [πXY ∗(vi), πXY ∗(vj)](y) = [Ei, Ej ](y) = 0.

Nous concluons alors que [vi, vj ](y) ∈ kerπXY ∗y i.e. sa composante horizontale est
nulle. �

Preuve de la Proposition 1. Fixons une strate Y > X et un point y ∈ Y (≡
π−1

XY (Ux0)). Il suffira de montrer que les espaces tangents aux feuilles TyMy et TyM ′
y

cöıncident.
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Pour tout y = H(t1, . . . , tl, y0) ∈ Y la variété intégrale horizontale My = My0 définie
par H et passant par y passe aussi pour y0 et donc TyMy est engendré par les vecteurs
{H∗(t1,...,tl,y0)(Ei) }i , donc en notant ∀ i = 1, . . . , l wi(y) = H∗(t1,...,tl,y0)(Ei) on a :

TyMy = TyMy0 = TyH(Rl × y0) = H∗(t1,...,tl,y0)(R
l × x0) =

=
[
w1(y), . . . , wl(y)

]
.

D’autre part, par le lemme précédent, les flots φi dans la définition de l’application
H commutent, et nous pouvons donc écrire

H(t1, . . . , tl, y0) = φi(ti, φl(tl, . . . , φ̂i(ti, . . . , φ1(t1, y0) . . .)

(où φ̂ signifie “omission de φ”).
Donc

wi(y) =
∂

∂τ

∣
∣
∣
∣
τ=ti

φi(τ, φl(tl, . . . , φ̂i(ti, . . . , φ1(t1, y0) . . .) =

vi(φi(ti, φl(tl, . . . , φ̂i(ti, . . . , φ1(t1, y0) . . .) = vi(H(t1, . . . , tl, y0)) = vi(y).

Nous concluons alors que

TyMy = TyMy0 =
[

w1(y), . . . , wl(y)
]

=
[

v1(y), . . . , vl(y)
]

= DXY (y) = TyM ′
y .

Leurs espaces tangents cöıncidant, les deux feuilletages H et H ′ cöıncident donc
aussi. �

L’utilité essentielle de la proposition ci-dessus se résume dans le corollaire suivant
dont la démonstration est immédiate :

Corollaire. Si la distribution canonique est involutive, alors le feuilletage horizon-
tal H est (a)-régulier sur X. �

Suite de la preuve du Théorème 1. Fixons une strate Y > X, un point y ∈ Y et
considérons le champ continu ζY relevé de ζX sur Y . Comme ζY est par définition tangent
à DXY , il est alors, d’après la proposition précédente, également tangent aux variétés du
feuilletage H et cela assure que chaque trajectoire de ζY est contenue toute entière dans
une unique variété intégrale maximale.

En particulier, on a My = My′ car y′ = φY (y) = (ΦY )t(y).
D’autre part, la même propriété étant vérifiée pour tout couple de points z, z′ corres-

pondants par φY (z′ = φY (z)), il s’en suit que pour tout z ∈ My on a Mz′ = Mz = My.
Cela suffit pour avoir les égalités :

φY (My) =
⋃

z∈My

{
φY (z)

}
⊆

⋃

z∈My

Mz′ =
⋃

z∈My

My = My ,

et donc pour que le difféomorphisme φY préserve les variétés intégrales du feuilletage
H = H ′ i.e. φY (My) ⊆ My.

Alors nous trouvons facilement φY (My) = My, car la même propriété est vérifiée par
le morphisme φ−1

Y = (ΦY t)−1 = (ΦY )−t.



52 Semidifférentiabilité des morphismes stratifiés et la ”Whitney fibering conjecture” Chapitre II

Ici, en observant que

φY ∗y(DXY (y)) = φY ∗y(TyMy) = Ty′φY (My) = Ty′My = Ty′My′ = DXY (y′).

nous déduisons que les sous-espaces complémentaires DXY (y′) et ker πXY ∗y′ sont deux
sous-espaces de TyY qui se préservent par l’isomorphisme φY ∗y : TyY → TyY , et donc on
a la décomposition en somme directe

φY ∗y : DXY (y) ⊕ kerπXY ∗y

φh⊕φv

−−−−−−−−→ DXY (y′) ⊕ ker πXY ∗y′ .

Notons maintenant A la matrice qui représente l’isomorphisme ΦX∗x : TxX → Tx′X
dans la base canonique {Ei}l

i=1 de R
l × 0.

Alors, pour démontrer la formule de transformation

(∗)Y : φY ∗y(vi(y)) =
l∑

j=0

Ai
jvj(y′) , i = 0, . . . , l

où l’on a posé A =
(
Ai

j

)
i≤l
j≤l

, (i = indice de colonne, j = indice de ligne), comme les deux

membres sont (maintenant!) des vecteurs de DXY (y′) et comme la projection πXY ∗y′ :
DXY (y′) → R

l × 0 = Tx′X est un isomorphisme (voir Chapitre I, où πXY ∗y′ = p
R

l
), il

sera suffisant de vérifier que les deux projections

πXY ∗y′(φY ∗y(vi(y))) = πXY ∗y

( l∑

j=0

Ai
jvj(y′)

)

.

de tels vecteurs cöıncident.
En fait, on a évidemment

πXY ∗y′

( l∑

j=0

Ai
jvj(y′)

)

=
l∑

j=0

Ai
jπXY ∗y′(vj(y′)) =

l∑

j=0

Ai
jEj

et d’autre part, grâce à la condition de contrôle, ce vecteur cöıncide avec

πXY ∗y′
(
φY ∗y(vi(y)

)
= φX∗x

(
πXY ∗y(vi(y))

)
= φX∗x(Ei) =

l∑

j=0

Ai
jEj . �

Grâce au théorème 1 précedent, nous pouvons conclure maintenant que l’hypothèse
d’involutivité de la distribution canonique DXY est une condition suffisante pour obtenir
que le flot relevé φ soit horizontalement-C1.

En fait on a :

Theoreme 2. Si la distribution canonique DX = {DXY }Y ≥X est intégrable, alors
le flot φ = {φY : Y → Y }Y ≥X (à l’instant t ∈ R) est horizontalement-C1 sur X ≡ Ux0 .

Preuve. Soit Y > X une strate. Etant donnée une suite de points {(yn, vn) }n

de TY telle qu’aucun vecteur vn ne possède de composante verticale, i.e. vv
n = 0 et

vn = vh
n ∈ DXY (yn), nous devons vérifier l’implication

“ limn(yn, vn) = (x, v) ∈ TX =⇒ lim
n→∞

φY ∗(yn, vn) =
(
φX(x), φX∗x(v)

)
”.
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Par la continuité de l’application

φ = ∪Y ≥XφY : ∪Y ≥XY → ∪Y ≥XY on a limn φY (yn) = φX(x) ,

et donc il suffit de montrer que

lim
n→∞

φY ∗yn
(vn) = φX∗x(v) .

Il sera convenable de noter la matrice A(yn) définie au théorème précédent, par[
φY ∗yn

]
et d’utiliser des notations analogues relativement à A(xn) (où xn = πXY (yn) ∈

X). Notons aussi A(yn)i et A(xn)i leurs i−èmes colonnes.
Comme vn ∈ DXY (yn) et que ce dernier est engendré par les vecteurs canoniques

relevés v1(yn), . . . , vl(yn) nous pouvons écrire

vn =
l∑

i=1

λn
i vi(yn) pour des λn

i ∈ R , ( i = 1, . . . , l) convenables, ∀n ∈ N.

En notant, pour v ∈ R
l × 0, v =

∑l
i=1 λiEi avec λ1, . . . , λl ∈ R, et en utilisant la

limite limn vi(yn) = Ei on trouve aussi

lim
n→∞

(λn
1 , . . . , λn

l ) = (λ1, . . . , λl).

Il est utile pour désigner une combinaison linéaire
∑k

i=1 µiwi, d’introduire la notation
de produit d’un k-uplet de scalaires M = (µ1, . . . , µk) par un k-uplet de vecteurs W =
(w1, . . . , wk) : M · W :=

∑k
i µiwi.

Avec cette notation on peut écrire :

φY ∗yn
(vn) =

l∑

i=1

λn
i φY ∗yn

(vi(yn)) =
l∑

i=1

λn
i

[
φY ∗yn

]i · (v1(yn), . . . , vl(yn))

lequel par le théorème 1 est aussi égal à

l∑

i=1

λn
i

[
φX∗xn

]i · (v1(yn), . . . , vl(yn)).

Il s’ensuit que

lim
n→∞

φY ∗yn
(vn) = lim

n→∞

l∑

i=1

λn
i

[
φX∗xn

]i · (v1(yn), . . . , vl(yn)).

Maintenant nous pouvons conclure que

lim
n→∞

φY ∗yn
(vn) =

l∑

i=1

λi

[
φX∗x

]i · (E1, . . . , El) =

l∑

i=1

λiφX∗x(Ei) = φX∗x

( l∑

i=1

λiEi

)

= φX∗x(v),
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grâce aux relations de limites (évidentes) suivantes :

limn φX∗xn
= φX∗x , lim

n→∞
λn

i = λi (∀ i = 1, . . . , l)

et grâce à notre définition de relèvement, nos champs relevés canoniques vi vérifient la
condition de continuité sur X

lim
n→∞

(v1(yn), . . . , vl(yn)) = (E1, . . . , El) . �

Corollaire 2. Si dimX = 1, toute distribution canonique locale ou globale DX est
involutive. En particulier tout flot φ = {φY : Y → Y }Y ≥X obtenu à partir d’un relèvement
continu contrôlé d’un champ de vecteurs ζX défini sur une strate X de dimension 1 est
horizontalement-C1 sur X. �

Corollaire 3. Si dimX = dimA − 1, la distribution canonique globale DX est
involutive. Donc tout relèvement continu contrôlé ξ = {ξY }Y ≥X d’un champ de vecteurs
ξX a un flot φ = {φY : Y → Y }Y ≥X horizontalement-C1 sur X.

Preuve. Si dimX = dimA − 1, alors, par (c)-régularité de la stratification, chaque
système de donnée de contrôle T = {(TX , πX , ρX)} fixé de (A,Σ) admet un seul choix
possible d’une distribution canonique DX = {DXY }Y ≥X qui s’obtient précisément en
considérant le sous-fibré défini par DXY (y) := ker ρXY ∗y pour toute Y > X (donc dimY =
dimA).

Alors une telle distribution canonique globale DX est nécessairement intégrable sur
TX tout entier, en admettant comme variétés intégrales maximales les hypersurfaces de
niveaux {ρ−1

XY (ρXY (y)}y de la fonction distance ρXY : TXY → [0,∞[.
Le résultat découle alors du théorème 1.

4.2 : H -semidifférentiabilité de φ = {φY }Y ≥X

Dans cette section, nous améliorons les résultats obtenus à la section 4.1 en démon-
trant que le flot φ = {φY : Y → Y }Y ≥X d’un champ ξ = {ξY }Y ≥X rélevé continu contrôlé
dans une distribution canonique DX involutive est F -semidifférentiable, par rapport au
feuilletage horizontal H = {My = H(y0 × R

l)}y∈π−1
X

(x0)
de π−1

X (Ux0) (donc H -semidiffé-

rentiable) dans tout le voisinage π−1
X (Ux0).

Pour être plus précis, notre nouvelle question est la suivante :
Etant données une strate Z > X et une suite {(zn, vn)} ⊆ TZ convergeant en un

point (y, v) ∈ TY , où Y est une strate telle que Z > Y > X, est-il vérifié que :

lim
n

φZ∗zn(vn)
?
= φY ∗y(v) .

La notion de F -semidifférentiabilité interviendra pour éclaircir ce problème et la H -
semidifférentiabilité de φ = {φY }Y ≥X nous dira que la réponse à la question ci-dessus
est affirmative au moins pour toutes les suites dont les vecteurs vn sont “horizontaux par
rapport à X” (X−horizontaux), i.e. : vn ∈ DXZ(zn).

Nous allons montrer alors tous les énoncés analogues à ceux de la section précédente
et adaptés à cette nouvelle situation.
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Avant tout, on a donc (avec les mêmes hypothèses qu’au théorème 1) :

Theoreme 3. Pour toutes strates Z > Y > X et pour tout point z ∈ Z ≡ TXZ ∩
TY Z en notant z′ = φZ(z), y = πY Z(z) et y′ = πY (z′) = φY (y′), la matrice A(z) qui
représente l’isomorphisme restriction φZ∗z| : DXZ(z) → DXZ(z′) par rapport aux bases
σz = {vi(z) }l

i=1 et σ′
z′ = {vi(z′) }l

i=1 cöıncide avec la matrice A = A(y) qui représente
l’isomorphisme restriction φY ∗y| : DXY (y) → DXY (y′) par rapport aux bases canoniques
σy = {vi(y) }l

i=1 et σ′
y′ = {vi(y′) }l

i=1.

Preuve. Remarquons que grâce au théorème 1, DX = {DXY }Y ≥X étant involutive
on a les deux isomorphismes de restriction

φZ∗z| : DXZ(z) → DXZ(z′) et φY ∗y| : DXY (y) → DXY (y′) .

En notant alors A =
(
Ai

j

)
i≤l
j≤l

, le résultat s’obtient en démontrant la formule :

(∗)Z : φZ∗z(vi(z)) =
l∑

j=0

Ai
jvj(z′) , i = 0, . . . , l .

Rappelons alors que la distribution canonique DX vérifie la condition de multicom-
patibilité (par construction voir chap. 1 §5) avec une distribution canonique DY =
{DY Z}Z≥Y , ce qui signifie que DXZ(z′) ⊆ DY Z(z′).

L’application πY Z∗z′ : DY Z(z′) → Ty′Y étant un isomorphisme, il s’en suit que
DXZ(z′) se projette isomorphiquement sur un sous-espace vectoriel de Ty′Y . Ce sous-
espace est grâce aux conditions de contrôle précisément DXY (y′), et donc on a l’isomor-
phisme de restriction

πY Z∗z′| : DXZ(z′) → DXY (y′) .

Alors pour démontrer la formule (∗)Z il nous suffit de vérifier l’égalité des deux images
via πY Z∗z′ :

πY Z∗z′(φZ∗z′(vi(z′))) = πY Z∗z′

( l∑

j=0

Ai
jvj(z′)

)

.

D’une part, par la condition de πY -contrôle sur φZ , vi(z) étant le relèvement πY Z-
contrôlé de vi(y), on trouve :

πY Z∗z′(φZ∗z(vi(z))) = φY ∗y(πY Z∗z(vi(z))) = φY ∗y(vi(y))

d’autre part de façon analogue, on trouve :

πY Z∗z′

( l∑

j=0

Ai
jvj(z′)

)

=
l∑

j=0

Ai
jπY Z∗z′

(
vj(z′)

)
=

l∑

j=0

Ai
jvj(y′) .

La preuve se conclut alors en rappelant que l’égalité

(∗)Y : φY ∗y(vi(y)) =
l∑

j=0

Ai
jvj(y′) , i = 0, . . . , l

est valable à nouveau par l’involutivité de DX (voir la “suite de la preuve du théorème
1”). �
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Proposition 2. Si DX = {DXY }Y ≥X est involutive, le feuilletage H = {My =
H(y0 × R

l)} est (a)-régulier (sur π−1
X (Ux0)).

Preuve. Soit Y une strate arbitraire telle que Y > X et fixons aussi une strate Z > Y .
Pour tout z ∈ Z ≡ TY Z , par involutivité de DX et grâce à la proposition 1 on a :

TzH = TzMz = DXZ(z) .

La distribution canonique étant continue sur Y ≡ TXY , on en déduit tout de suite
que pour tout y′ ∈ TXY on a :

lim
z→y′

TzH = lim
z→y′

DXZ(z) = DXY (y′)

et donc comme DXY (y′) ⊆ Ty′Y , on obtient la (a)-régularité de H sur Y . �

Nous pouvons conclure alors cette section par le théorème suivant :

Theoreme 4. Si H := {My = H(y0 × R
l)} désigne le feuilletage local défini sur le

voisinage π−1
X (Ux0) de la trivialisation topologique de la projection πX : TX → X, alors

φ = {φY : Y → Y } est H -semidifférentiable (sur π−1
X (Ux0)).

Preuve. Avant tout, pour que la notion de H -semidifférentiabilité ait du sens il faut
remarquer que le feuilletage H est (a)-régulier ce qui nous est assuré par la proposition 2
ci-dessus.

En considérant alors une suite {(zn, vn)} ∈ TH (i.e. vn tangent au feuilletage H )
convergente vers un point (y, v) ∈ {y} × TyH ⊆ TyY , la preuve s’obtient de manière
complètement analogue à celle du théorème 2.

En fait, comme vn ∈ TznH = TznMzn = DXZ(zn) et que ce dernier est engendré par
les relevés canoniques v1(zn), . . . , vl(zn) nous pouvons écrire

vn =
l∑

i=1

λn
i vi(zn) pour des λn

i ∈ R , ( i = 1, . . . , l) convenables, ∀n ∈ N.

De même, comme v ∈ TyH = TyMy = DXY (y) et que ce dernier est engendré par
les vecteurs canoniques relevés v1(y), . . . , vl(y) on peut également écrire :

v =
l∑

i=1

λivi(y) pour des λi ∈ R , ( i = 1, . . . , l) , convenables, ∀n ∈ N.

Comme les relèvements vi(z) sont continus sur Y et que limzn→y vi(zn) = vi(z) on peut
déduire que :

(1) lim
n→∞

(λn
1 , . . . , λn

l ) = (λ1, . . . , λl).

En notant alors ∀n ∈ N, yn = πY Z(zn), et en utilisant des notations analogues à
celles du théorème 2 pour les matrices (et pour leurs i-colonnes)

A(zn) =
[
φZ∗zn|

]
, A(yn) =

[
φY ∗yn|

]
, A(y) =

[
φY ∗y|

]

A(zn)i =
[
φZ∗zn|

]i
, A(yn)i =

[
φY ∗yn|

]i
, A(y)i =

[
φY ∗y|

]i
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on trouve les égalités :

φZ∗zn
(vn) =

l∑

i=1

λn
i φZ∗zn

(vi(zn)) =
l∑

i=1

λn
i

[
φZ∗zn|

]i · (v1(zn), . . . , vl(zn)) .

Maintenant, comme grâce au théorème 3 les deux matrices

[
φZ∗zn|

]
= A(zn) = A(yn) =

[
φY ∗yn|

]

cöıncident, on trouve

φZ∗zn
(vn) =

l∑

i=1

λn
i

[
φY ∗yn|

]i · (v1(zn), . . . , vl(zn))

et donc en passant aux limites :

lim
n→∞

φZ∗zn
(vn) = lim

n→∞

l∑

i=1

λn
i

[
φY ∗yn|

]i · (v1(zn), . . . , vl(zn)) .

Finalement, en utilisant la continuité des relevés vi(zn) qui convergent vers les champs
vi(y) (pour zn → y), la relation de limite (1) et la relation limyn→y

[
φY ∗yn|

]
=

[
φY ∗y|

]

(car φY : Y → Y est lisse), on conclut que :

lim
n→∞

φZ∗zn
(vn) =

l∑

i=1

λi

[
φY ∗y

]i · (v1(y), . . . , vl(y)) =

l∑

i=1

λiφY ∗yvi(y) = φY ∗y

( l∑

i=1

λi(vi(y)
)

= φY ∗y(v)

ce qui prouve la H -semidifférentiabilité de φ = {φY : Y → Y }Y ≥X . �

De même que pour le cas horizontalement-C1, en améliorant le corollaire 2 on trouve

Corollaire 4. Si dimX = 1, toute distribution canonique locale ou globale DX est
involutive. En particulier tout flot φ = {φY : Y → Y }Y ≥X obtenu à partir d’un relèvement
continu contrôlé d’un champ de vecteurs ζX défini sur une strate X de dimension 1 est
H -semidifférentiable sur X. �

D’autre part, le corollaire qui suit est une amélioration seulement apparente du corol-
laire 3 (car il lui est en fait équivalent).

Corollaire 5. Si dimX = dimA − 1, la distribution canonique globale DX est
involutive. Donc tout relèvement continu contrôlé ξ = {ξY }Y ≥X d’un champ de vecteurs
ξX a un flot φ = {φY : Y → Y }Y ≥X H -semidifférentiable.

Preuve. Si dimX = dimA − 1 la distribution canonique DX est unique (comme on
l’a vu au corollaire 3) globalement définie sur TX tout entier et toujours intégrable, car
∀Z > X elle cöıncide avec DXZ(y) = ker ρXZ∗y. De plus, le feuilletage H a pour feuilles
les hypersurfaces de niveaux {ρ−1

XZ(ρXZ(y)}y de la fonction distance ρXY : TXZ → [0,∞[.
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Comme dim X = dimA−1 et Z > X, on a dimZ = dimA, et donc il n’existe aucune
strate Y vérifiant Z > Y > X. Le flot φ = {φY : Y → Y } est alors H -semidifférentiable si
et seulement s’il est horizontalement-C1, et l’assertion de ce corollaire est donc équivalente
à celle du corollaire 3. �

§5. Quelques propriétés significatives des champs {H∗(t1,...,tl,y0)(Ei) }i=1,...l

tangents au feuilletage horizontal H .

Nous avons vu dans le §4 que l’hypothèse d’involutivité d’une distribution canonique
DX = {DXY }Y ≥X relative à la strate X et engendrée par le champ de repères (v1, . . . , vl)
suffit pour obtenir la H -semidifférentiabilité des flots des champs relevés de Ux0 ≡ X ≡
R

l × 0 sur les strates supérieures dans π−1
X (Ux0) ≡ TX .

D’autre part, nous verrons dans le §7 que la “même propriété” reste valable si on
suppose la (a)-régularité du feuilletage horizontal H ou bien de manière équivalente la
continuité ∀ i = 0, . . . , l, des champs de vecteurs

wi(y) := H∗(t1,...,tl,y0)(Ei) où y = H(t1, . . . , tl, y0) .

En pratique, la difficulté principale pour obtenir un théorème général de H -semidiffé-
rentiabilité pour les flots relevés réside dans le fait que nous aurions besoin d’un champ des
repères relevé dans π−1

X (Ux0) qui vérifie à la fois l’hypothèse de continuité, caractéristique
par construction du champ de repères (v1, . . . , vl), et l’hypothèse d’involutivité, car-
actéristique du champ de repères (w1, . . . , wl). Cette condition était nécessaire pour que
toute orbite du champ relevé reste en tout point tangente aux feuilles du feuilletage
H = {My}y (comme on l’a vu pour φY (y × R) dans la preuve du théorème 2 au §4).

Les deux champs de repères ne cöıncident pas en général (!) et cela est une manière
d’estimer la non-involutivité de la distribution canonique DX (proposition 1 §4).

La différence non nulle pour tout i = 1, . . . , l, entre chaque champ vi et le champ cor-
respondant wi demande une analyse minutieuse et nous conduit à introduire les notations
suivantes.

Notations. A tout point y = H(t1, . . . , tl, y0) ∈ Im H = π−1
X (Ux0), associons la

châıne ordonnée de points y0 < · · · < yi < · · · < yl = y définie à partir de y sur la variété
intégrale My = H(y0 × R

l) du feuilletage horizontal H par les formules





y0 = H(0l, y0)
y1 = H(t1, 0l−1, y0) = φ1(t1, y0)
y2 = H(t1, t2, 0l−2, y0) = φ2(t2, φ1(t1, y0))
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
yi = H(t1, . . . , ti, 0l−i, y0) = φi(ti, . . . , φ1(t1, y0))..)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
yl = H(t1, . . . , tl, y0) = φl(tl, . . . , φi(ti, . . . , φ1(t1, y0))..)

alors on a également





y1 = φ1(t1, y0)
y2 = φ2(t2, y1)
. . . . . . . . .
yi = φi(ti, yi−1)
. . . . . . . . .
yl = φl(tl, yl−1) = y .
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Notons φi := {φiY : R×Y → Y }Y ≥X les flots des champs vi relevés continus contrôlés
des champs canoniques Ei, ∀ i = 1, . . . , l. Pour ces flots, et pour tout τ ∈ R, notons aussi
φτ

i l’homéomorphisme stratifié (difféomorphisme sur chaque strate Y ≥ X),

φτ
i = φiτ := {φτ

iY : Y → Y }Y ≥X , φτ
i (y) = φi(τ, y) .

Enfin, avec les mêmes notations qu’au §4, pour tout i = 1, . . . , l désignons par wi les
champs images des champs canoniques Ei par l’application H i.e.

wi(y) = H∗(t1,...,tl,y0)(Ei) où y = H(t1, . . . , tl, y0) .

Avec ces notations, nous avons alors:

Proposition 1. Pour tout point y = H(t1, . . . , tl, y0) ∈ π−1
X (Ux0)

wi(y) = φtl

l ∗yl−1
◦ · · · ◦ φ

ti+1
i+1 ∗yi

(
vi(yi)

)
, ∀ i = 1, . . . , l − 1 .

Preuve. Si y = H(t1, . . . , tl, y0), on a alors:

wi(y) := H∗(t1,...,tl,y0)(Ei) =
∂

∂τi
H(τ1, . . . , τl, y0)

∣
∣
∣
∣
(τ1,...,τl)=(t1,...,tl)

=

=
∂

∂τi

∣
∣
∣
∣
(τ1,...,τl)=(t1,...,tl)

φl(τl, . . . , φi(τi, . . . , φ1(τ1, y0)..)..) =

∂

∂τi

∣
∣
∣
∣
τi=ti

φtl

l ◦ · · · ◦ φ
ti+1
i+1 ◦ φτi

i (yi−1) = φtl

l ∗yl−1
◦ · · · ◦ φ

ti+1
i+1 ∗yi

(
∂

∂τi

∣
∣
∣
∣
τi=ti

φi(τi, yi−1)
)

=

= φtl

l ∗yl−1
◦ · · · ◦ φ

ti+1
i+1 ∗yi

(

vi

(
φi(ti, yi−1)

)
)

= φtl

l ∗yl−1
◦ · · · ◦ φ

ti+1
i+1 ∗yi

(
vi(yi)

)
. �

Fixons maintenant une strate Y > X et notons S0
Y ⊆ S1

Y ⊆ · · · ⊆ Sl
Y la châıne

des “sous-espaces coordonnés” de π−1
XY (Ux0) ≡ Y , où chaque Si

Y est constitué de tous les
points du type y = yi :

Si
Y = H

(
R

i × 0l−i × πXY
−1(x0)

)
=

=
{
y = H(t1, . . . , ti, 0l−i, y0)

∣
∣ y0 ∈ πXY

−1(x0) ; t1, . . . , ti ∈ R
}

alors pour tout i = 1, . . . , l, Si
Y est une sous-variété de dimension i + (k − l) de Y , où

k = dimY (k − l = dimπXY
−1(x0)) et on a

Corollaire 1. Pour tout i = 1, . . . , l et pour toute strate Y > X, le champ de
vecteurs wi cöıncide sur les points de Si

Y avec le champ de vecteurs vi relevé dans la
distribution canonique DX = {DXY }Y ≥X :
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wi(y) = vi(y) , ∀ y = yi ∈ Si
Y et ∀ Y > X .

Preuve. Fixons une strate Y > X. Si un point y = H(t1, . . . , tl, y0) cöıncide avec le
yi correspondant alors ti+1 = · · · = tl = 0 et donc y = yl = yl−1 = · · · = yi.

Pour les flots, ti+1 = · · · = tl = 0 entrâıne aussitôt φ
ti+1
i+1 = · · · = φtl

l = idY et leur
différentielle est donc toujours l’application linéaire identique

φ
tj

j ∗yj−1
= idY ∗yj = idY ∗y = idTyY pour tout j = i + 1, . . . , l .

En remplaçant dans la formule de la proposition 1, on trouve alors

wi(y) = φtl

l ∗yl−1
◦ · · · ◦ φ

ti+1
i+1 ∗yi

(
vi(yi)

)
=

= idY ∗yl−1
◦ · · · ◦ idY ∗yi+1

(
vi(yi)

)
= vi(yi) = vi(y) . �

Le corollaire 1 permet de mieux estimer le “défaut éventuel” de chaque vecteur wi(y)
par rapport au vecteur correspondant vi(y). Plus précisement, le défaut de chaque wi(y)
par rapport à vi(y) augmente pour i décroissant : il est nul pour i = l et maximal quand
i = 1. Ceci est dû à la définition de la trivialisation H,

H(t1, . . . , tl, y0) = φl(tl, . . . , φi+1(ti+1, φi(ti, . . . , φ1(t1, y0)..)..) .

Dans la pratique, comme pour toute Y > X, la sous-variété Sl
Y cöıncide avec

π−1
XY (Ux0) ≡ Y tout entier et que S0

Y cöıncide seulement avec la fibre π−1
XY (x0) on a

Remarque 1. Les champs wi(y) vérifient :






wl(y) = vl(y) cöıncident sur π−1
X (Ux0) tout entier

wl−1(y) = vl−1(y) seulement sur les points y = yl−1 ∈ H
(
R

l−1 × 01 × π−1
X (x0)

)
,

. . .
w1(y) = v1(y) seulement sur les points y = y1 ∈ H

(
R × 0l−1 × π−1

X (x0)
)
. �

Tout cela souligne aussi que l’ordre des indices i = 1, . . . , l choisi pour définir l’appli-
cation H intervient de façon significative.
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figure 5

Comme autre application de la proposition 1, nous pouvons donner une proposition
caractérisant les champs wi(y) en termes de condition de contrôle.

Proposition 2. Chaque champ wi(y) est l’unique relèvement controlé du champ
canonique Ei qui est tangent aux feuilles du feuilletage horizontal H .

Preuve. Fixons une strate Y > X. Par définition, les champs vj(y) sont les
relèvements contrôlés dans DXY (y) des champs constants standards Ej(x) = Ej définis
sur Ux0 ≡ X ≡ R

l × 0 et donc pour tout j = 1, . . . , l et pour tout τ ∈ R, chaque flot
φτ

j = {φτ
jY : Y → Y }Y ≥X vérifie la condition de contrôle

πXY ∗y φτ
jY ∗y = φτ

jX∗x πXY ∗ où x = πXY (y)

et où
φτ

jX∗x = idTxX = id
R

l , pour tout j = 1, . . . , l

car (pour tout j) l’application φjX est le flot “identique” du champ Ej sur X.
D’après la proposition 1 précédente, on obtient alors :

πXY ∗y

(
wi(y)

)
= πXY ∗y

(

φtl

l ∗yl−1
◦ · · · ◦ φti+1

i+1 ∗yi

(
vi(yi)

)
)

=

= πXY ∗yi

(
vi(yi)

)
= Ei(x) = Ei.

Chaque wi(y) est donc un champ contrôlé par rapport à la projection πX et de
manière analogue on prouve qu’il est contrôlé par rapport à la fonction distance tubulaire
ρX .

D’autre part, étant donné un point y = H(t1, . . . , tl, y0), si l’on considère le difféo-
morphisme, restriction de la trivialisation H à la variété intégrale My = My0 = H(Rl×y0)
du feuilletage horizontal, i.e. :

H|Rl×y0
: R

l × {y0} 
−→ H(Rl × y0)
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alors, d’après la proposition 1 , on voit que

wi(y) = H∗(t1,...,tl,y0)(Ei) =
[

H|Rl×y0

]

∗(t1,...,tl,y0)

(Ei)

est un vecteur tangent à la feuille horizontale considérée H(Rl × y0).
En conclusion, pour tout Y > X, si y ∈ Y on a

wi(y) ∈ πXY
−1
∗y (Ei) ∩ TyH(Rl × y0)

et par transversalité et complémentarité de dimension dans TyY , l’intersection πXY
−1
∗y (Ei)

∩ TyH(Rl × y0) se réduit alors à un unique vecteur. �

5.1 : Sur l’involutivité de la distribution canonique DX .

La proposition 1, le corollaire 1 et la proposition 2, nous permettent de démontrer
entre autres le théorème suivant :

Theoreme 1. Si tout champ vi(y), relèvement continu contrôlé du champ de vecteurs
constant Ei sur X, est tel que pour tout τ ∈ R, la différentielle φτ

i∗y préserve la distribution
canonique DX = {DXY }Y ≥X , alors DX est une distribution involutive.

Preuve. Nous démontrons que dans notre hypothèse, pour tout i = 1, . . . , l le champ
vi relevé dans la distribution DX cöıncide, sur tous les points π−1

X (Ux0) ≡ TX , avec le
champ wi relevé de Ei dans le feuilletage H (proposition 2).

Fixons un indice i = 1, . . . , l et considérons le champ wi.
Fixons en outre une strate Y > X (avec notre identification Y ≡ π−1

XY (Ux0) ≡ TXY ),
soit y ∈ Y un point fixé arbitrairement et considérons la châıne des “points coordonnés”
qui lui sont associés : y0 < · · · < yl = y.

Nous démontrerons l’égalité wi(y) = vi(y) en la vérifiant par récurrence sur la châıne
de points y0 < · · · < yl = y. On va donc vérifier que

wi(y1) = vi(y1) , wi(y2) = vi(y2) , · · · , wi(yl) = vi(yl)

ce qui nous permettra de conclure car y = yl et donc wi(y) = wi(yl) = vi(yl) = vi(y).
Il découle immédiatement du corollaire 1 que

wi(y1) = vi(y1) , · · · , wi(yi) = vi(yi)

et donc il reste à vérifier que

wi(yi+1) = vi(yi+1) , · · · , wi(yl) = vi(yl) .

D’après la proposition 1, on a facilement:

wi(yi+1) = φ
ti+1
i+1 ∗yi

(
vi(yi)

)
.

D’autre part, comme vi(yi) ∈ DXY (yi) et comme dans nos hypothèses φ
ti+1
i+1 ∗yi

préserve la distribution canonique, on trouve aussi :

wi(yi+1) = φ
ti+1
i+1 ∗yi

(
vi(yi)

)
∈ φ

ti+1
i+1 ∗yi

(
DXY (yi)

)
= DXY (φti+1

i+1 (yi)) = DXY (yi+1) .
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Alors wi(yi+1) ∈ DXY (yi+1) et donc les vecteurs wi(yi+1) et vi(yi+1) sont tous les
deux caractérisés comme l’unique vecteur de DXY (yi+1) ∩ πXY ∗

−1
yi+1

(Ei) :

wi(yi+1) = DXY (yi+1) ∩ πXY ∗
−1
yi+1

(Ei) = vi(yi+1) .

De nouveau, à partir des relations:

wi(yi+2) = φ
ti+2
i+2 ∗yi+1

(
φ

ti+1
i+1 ∗yi

(
vi(yi))

))
= φ

ti+2
i+2 ∗yi+1

(
wi(yi+1)

)
= φ

ti+2
i+2 ∗yi+1

(
vi(yi+1)

)

on trouve que wi(yi+2) ∈ φ
ti+2
i+2 ∗yi+1

(
DXY (yi+1)

)
et comme φ

ti+2
i+2 ∗yi+1

préserve la distri-
bution canonique, on trouve aussi :

wi(yi+2) ∈ φ
ti+2
i+2 ∗yi+1

(
DXY (yi+1)

)
= DXY (φti+2

i+2 (yi+1)) = DXY (yi+2) .

Donc on a
wi(yi+2) = DXY (yi+2) ∩ πXY ∗

−1
yi+2

(Ei) = vi(yi+2)

et ainsi de suite, par récurrence sur l’index j = i + 1, . . . , l du point yj ∈ Y , on obtient
que

wi(yl) = vi(yl) i.e. wi(y) = vi(y)

pour tout y ∈ Y , car yl = y d’après les notations introduites au début du §5.
On en déduit alors que la distribution canonique DX = {DXY }Y ≥X engendrée par

les champs (v1, . . . , vl) cöıncide nécéssairement avec la distribution D(H ) engendrée par
les champs (w1, . . . , wl). Cette dernière étant évidemment intégrable puisqu’ admettant
comme feuilletage H = {H(Rl × y0)}, on conclut que DX l’est également. �

5.2 : Sur la (a)-régularité sur X du feuilletage H .

Afin de caractériser, en termes de limites des normes de certaines restrictions des flots
ψti

i∗yi
(ou bien des φti

i∗yi
), la (a)-régularité du feuilletage H , nous considérons d’abord les

propriétés suivantes des champs wi pour i = 1, . . . , l.

Proposition 1. Les champs wi vérifient les propriétés suivantes :

1) Le flot de chaque champ wi(y) est l’application ψi : R × π−1
X (Ux0) → π−1

X (Ux0),
dont l’image de tout point (t, y) avec y = H(t1, . . . , tl, y0) est donnée par

ψi(t, y) = φl(tl, . . . , φi(t + ti, yi−1))..) = φl(tl, . . . , φi(t, yi))..)

2) La trivialisation topologique locale H en Ux0 de la projection πX : TX → X peut
être réécrite en remplaçant les flots φi (des champs vi) par les flots ψi (des champs wi(y)):

H(t1, . . . , tl, y0) := φl(tl, . . . , φ1(t1, y0))..) = ψl(tl, . . . , ψ1(t1, y0))..).

Preuve 1). Il est évident que chaque application ψi(t, y) vérifie ψi(0, y) = 0 (et il
n’est pas difficile de vérifier que c’est un groupe à un paramètre).

D’autre part, pour tout point (τ, y) avec y = φl(tl, . . . , φ1(t1, y0))..) on a :

∂

∂t

∣
∣
∣
∣
t=τ

ψi(t, y) =
∂

∂t

∣
∣
∣
∣
t=τ

φl(tl, . . . , φi(ti + t, . . . , φ1(t1, y0)..)..) =
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=
∂

∂t

∣
∣
∣
∣
t=τ

φtl

l ◦ · · · ◦ φ
ti+1
i+1

(
φi(ti + t, yi−1)

)

ce qui, en notant z = φl(tl, . . . , φi(ti + τ, . . . , φ1(t1, y0)..)..) = zl, est aussi égal à

= φtl

l ∗zl−1
◦ · · · ◦ φ

ti+1
i+1 ∗zi

(
∂

∂t

∣
∣
∣
∣
t=τ

φi(ti + t, yi−1)
)

=

et comme φ est le flot de vi, cela vaut encore

= φtl

l ∗zl−1
◦ · · · ◦ φ

ti+1
i+1 ∗zi

(

vi

(
φi(ti + τ, yi−1)

)
)

=

ce qui est égal d’après la proposition 1 à:

wi

(
φl(tl, . . . , φi(ti + τ, . . . , φ1(t1, y0)..)..)

)
= wi

(
ψ(τ, y)

)
.

La propriété ∂
∂t

∣
∣
t=τ

ψi(t, y) = wi(ψi(τ, y)) étant vérifiée pour tout y ∈ Y , il s’en suit
que ψ(t, y) est précisément le flot du champ wi(y).

Preuve 2). Fixons une strate Y > X.
Comme, d’après le corollaire 1, les deux champs de vecteurs tangents vi|Si

Y
= wi|Si

Y

cöıncident sur tous les points du type yi = φi(ti, . . . , φ1(t1, y0))..) appartenant à la sous-
variété Si

Y , leurs flots (restrictions) φi|R×Si
Y

= ψi|R×Si
Y

cöıncident alors également.
En particulier, ∀ i = 1, . . . , l et pour tout point du type yi−1 ∈ Si−1

Y ⊆ Si
Y , on a

φi(ti, yi−1) = ψi(ti, yi−1) , ∀ ti ∈ R .

Alors, par récurrence sur i = 1, . . . , l croissant, on en déduit que pour tout point
(t1, . . . , tl, y0) ∈ R

l × π−1
XY (Ux0) on a :






φ1(t1, y0) = ψ1(t1, y0)
φ2(t2, φ1(t1, y0)) = φ2(t2, y1) = ψ2(t2, y1) = ψ2(t2, ψ1(t1, y0))

... et ainsi de suite ...

φl(tl, (φl−1(tl−1, . . . , φ1(t1, y0)..)) = φl(tl, yl−1)
= ψl(tl, yl−1) = ψl(tl, (ψl−1(tl−1, . . . , ψ1(t1, y0)..))

ce qui conclut la preuve. �

Remarque 1. Les champs de vecteurs différences

ui(y) := wi(y) − vi(y) , pour tout i = 1, . . . , l

sont tangents aux fibres de la projection πXY en tout point y ∈ TXY et ∀ Y > X.
Si Z > Y sont deux strates telles que Z > Y > X et z ∈ TY Z ∩ TXY alors le champ

ui(z) := wi(z) − vi(z) n’est pas tangent (en général) aux fibres de la projection πY Z .
Une telle propriété est valable si et seulement si la restriction DXY de DX à TXY est
involutive.
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Preuve. C’est immédiat car comme ∀Y > X, vi(y) et wi(y) vérifient tous deux la
condition de πX -contrôle, on a :






πXY ∗y(vi(y)) = Ei pour tout i ,

et

πXY ∗y(wi(y)) = Ei pour tout i

et donc pour tout y ∈ Y :

πXY ∗y(ui(y)) = πXY ∗y(wi(y) − vi(y)) = πXY ∗y(wi(y)) − πXY ∗y(vi(y)) = 0 ,

i.e. ui(y) ∈ ker πXY ∗y.

D’autre part, pour justifier la deuxième affirmation il suffit de remarquer que, si
z ∈ TY Z ∩ TXY et y = πY Z(z), alors :

πY Z∗z(wi(z) − vi(z)) = 0 ⇔ πY Z∗z(wi(z)) = πY Z∗z(vi(z)) ⇔ wi(y) = vi(y) . �

Les énoncés de la remarque 2 et du théorème 1 qui la suit sont valables à condition
que les normes des vecteurs et les flots des champs qui apparaissent soient considérés après
avoir linéarisé l’ouvert Ux0 via une carte transformant de plus la projection πX dans la
projection canonique pr

R
l×0n−l . Un énoncé plus général était possible en considérant un

S.D.C. dont les fibres π−1
X (x) de πX rencontrent orthogonalement X (Chap. I §..).

Remarque 2. Pour tout i = 1, . . . , l on a :

1 ≤ ||Ei|| ≤ min {||vi(y)|| , ||wi(y)||} pour tout i = 1, . . . , l et ∀ y ∈ Y .

Preuve. C’est évident car comme vi et wi vérifient les conditions de πX -contrôle
πX∗x(vi(y)) = Ei = πX∗x(wi(y)) et comme πX = pr

R
l×0n−l , on a tout de suite

pr
R

l×0n−l(vi(y)) = Ei = pr
R

l×0n−l(wi(y)) . �

La proposition 3 et les remarques précédentes nous suggèrent la propriété suivante
(que l’on verra mieux au §6) qui est en réalité une caractérisation de la (a)-régularité sur
X du feuilletage horizontal H et qui peut être très utile dans le cas où les strates sont
analytiques et que l’on sait contrôler la courbure sectionelle des feuilles H(Rl × y0) de H
(voir [Wi]).

Proposition 2. Si les normes des restrictions aux feuilles de H des différentielles
de ψti

i tendent vers 1 quand y → x ∈ R
l × 0, i.e.

lim
y→x

∣
∣
∣
∣ ψti

i∗yi|Tyi
Myi

∣
∣
∣
∣ = 1 ,

alors le feuilletage horizontal H est (a)-régulier sur R
l × 0.
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Preuve. Fixons une strate Y > R
l × 0. Comme pour tout point y ∈ Y , l’espace

tangent au feuilletage H ,

TyH = TyMy = [w1(y), . . . , wl(y)]

est engendré par les vecteurs {wi(y)}i≤l et que pour tout x ∈ R
l × 0, on a évidemment

TxR
l × 0 = R

l × 0, il nous suffit alors de montrer que

lim
y→x

wi(y) = Ei , ∀ i = 1, . . . , l .

Si i = l, le corollaire 1 donne tout de suite l’égalité wl(y) = vl(y) pour tout point y
et donc

lim
y→x

wl(y) = lim
y→x

vl(y) = El

car vl(y) est un relevé continu de El.

Si i ≤ l−1, alors, grâce à la proposition 1, on a wi(y) = ψtl

l ∗yl−1
◦· · ·◦ψ

ti+1
i+1 ∗yi

(vi(yi))
et d’autre part la remarque 2 donne aussi :

1 ≤ ||Ei|| ≤ ||wi(y)|| ≤

≤
∣
∣
∣
∣ ψtl

l∗yl−1|Tyl−1Myl−1

∣
∣
∣
∣ · · · · ·

∣
∣
∣
∣ ψ

ti+1

i+1∗yi|Tyi
Myi

∣
∣
∣
∣ ·

∣
∣
∣
∣ vi(yi)

∣
∣
∣
∣.

Donc d’après l’hypothèse :

lim
y→x

∣
∣
∣
∣ ψtj+1

j+1∗yj+1|Tyj
Myj

∣
∣
∣
∣ = 1 , ∀ j = l, . . . , i + 1

et grâce à la continuité du relèvement vi

lim
y→x

vi(yi) = Ei,

on peut déduire que
lim
y→x

||wi(y) || = 1 .

Comme l’hypothèse de contrôle nous assure que le vecteur Ei doit être, pour tout y,
précisément la composante sur R

l × 0n−l du vecteur wi(y), on en conclut que

lim
y→x

wi(y) = Ei . �

5.3 : Sur une certaine rigidité du feuilletage H .

Afin de montrer une proposition d’unicité des vecteurs wi, faisons quelques observa-
tions.

La relation choisie pour ordonner les flots φi des champs relevés vi sur DX dans la
formule définissant la trivialisation topologique H locale en Ux0 est déterminante pour le
feuilletage horizontal H de π−1

X (Ux0).
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En réalité, l’involutivité de la distribution canonique DX (fausse en général) est une
condition nécessaire et suffisante pour que le feuilletage H ne dépende pas de l’ordre choisi
pour composer les flots φi.

Une fois fixé le choix φl, . . . , φ1 de l’ordre des index 1, . . . , l, pour composer les flots
{φ}i dans la formule qui définit la trivialisation H on obtient que le champ wl relevé sur le
feuilletage cöıncide avec vl sur π−1

X (Ux0) tout entier. Par contre, pour tout i = 1, . . . , l−1
le champ wi (ne vérifiant pas a priori wi(y) = vi(y), ∀y) reste univoquement déterminé
par les conditions [wi, wj ] = 0, ∀ j = i + 1, . . . , l, et par la condition demandant que ses
valeurs cöıncident avec celles de vi|Si

Y
sur la sous-variété Si

Y , ∀Y > X. En fait, on a :

Proposition 5. Pour tout i = 1, . . . , l le champ de vecteurs

wi(y) = φtl

l ∗yl−1
◦ · · · ◦ φ

ti+1
i+1 ∗yi

(
vi(yi)

)

est l’unique champ de vecteurs complet w sur π−1
X (Ux0) vérifiant pour tout Y > X les

deux conditions suivantes :





(1)i : [w, wj ](y) = 0 ∀ y ∈ Y et ∀ j = i + 1, . . . , l

(2)i : w|Si
Y

= vi|Si
Y

∀ y ∈ Si
Y .

Preuve. D’après le corollaire 1, il est clair que le champ wi défini par la formule
wi(y) = φtl

l ∗yl−1
◦ · · · ◦ φ

ti+1
i+1 ∗yi

(
vi(yi)

)
vérifie les conditions (1)i et (2)i ci-dessus.

Il reste à prouver alors que les conditions (1)i et (2)i déterminent univoquement wi.
Soit alors w un champ de vecteurs sur π−1

X (Ux0) vérifiant les conditions (1)i et (2)i

et notons ψ = {ψY : Y × R → Y }Y ≥X son flot.
Avec les notations introduites en début de paragraphe, d’après le 2) de la proposi-

tion 3 en remplaçant les flots φi par les ψi, tout point y ∈ Y s’écrit comme y = yl =
ψl(tl, . . . , ψi(ti, . . . , ψ1(t1, y0))..) de sorte que l’on puisse écrire :

ψ(t, y) = ψ(t, ψl(tl, . . . , ψi+1(ti+1, yi)..)..) .

D’autre part, comme w vérifie (1)i, son flot ψ commute avec chacun des flots ψj où
j = i + 1, . . . , l, et on a donc aussi :

ψ(t, y) = ψl(tl, . . . , ψi+1(ti+1, ψ(t, yi)..)..).

Maintenant, grâce à la condition (2)i et au corollaire 1, les champs tangents restric-
tions à la sous-variété Si

Y vérifient pour tout Y > X :

w|Si
Y

= vi|Si
Y

= wi|Si
Y
.

Les restrictions des flots à Si
Y cöıncident donc également

ψ|R×Si
Y

= ψi|R×Si
Y

.

D’où ψ(t, yi) = ψi(t, yi), pour tout yi ∈ Si
Y et l’on trouve

ψ(t, y) = ψl(tl, . . . , ψi+1(ti+1, ψ(t, yi))..) = ψl(tl, . . . , ψi+1(ti+1, ψi(t, yi))..) =
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qui, par la commutativité des flots ψi et la proposition 3., est encore égal à

= ψi(tiψl(tl, . . . , ψi+1(ti+1, yi))..) = ψi(t, y).

Comme leurs flots ψ(t, y) = ψi(t, y) cöıncident en tout point y = yl ∈ Y , les champs
de vecteurs w(y) = wi(y) cöıncident alors également. �

§6. Quelques caractérisations de l’involutivité de DX = {DXY }Y ≥X

Afin de mieux comprendre le phénomène de l’involutivité de la distribution canoni-
que DX = {DXY }Y ≥X , faisons maintenant quelques observations de caractère général à
propos des deux feuilletages, l’un vertical V, l’autre horizontal H , qui s’obtiennent par la
trivialisation H de la projection πX .

Le domaine du morphisme de trivialisation topologique H de la projection πX : TX =
∪Y ≥XTXY → X est l’espace produit R

l×π−1
X (x0) dont la projection sur le premier facteur

R
l (projection verticale) est le correspondant par H de la projection πX .

D’autre part, H étant un homéomorphisme, nous déduisons une projection horizontale
π′ qui correspond (via H) à la projection pr2 sur le deuxième facteur π−1

X (x0) :

R
l × π−1

X (x0)
H

−−−−−−−−→ π−1
X (Ux0)

pr2 ↓ ↓ π′

π−1
X (x0)

H|π−1
X

(x0)
=id

−−−−−−−−→ π−1
X (x0) .

Les deux feuilletages triviaux, horizontal et respectivement vertical, qui confèrent au
domaine de H sa structure de produit, sont évidemment transverses entre eux et cette
transversalité se préserve par le difféomorphisme H sur les feuilletages correspondants
dans π−1

X (Ux0). Par définition, le feuilletage horizontal induit est celui que nous avons
noté H. D’autre part, comme le morphisme H est contrôlé, le feuilletage vertical induit
par H cöıncide avec le feuilletage ayant pour variétés intégrales les fibres de la projection
πXY que nous avions précédemment noté V.

Sur toute strate Y > X, les traces de H et V induisent deux feuilletages transverses,
H Y et VY , dont les feuilles (My, πXY

−1(x)) se coupent en un unique point {yx} :=
My ∩ πXY

−1(x). Ce point yx a pour variété intégrale verticale la fibre de πXY passant
par yx, i.e. précisément πXY

−1(x) et pour variété intégrale horizontale la fibre My de π′.
Le diagramme ci-dessus permet de clarifier la situation et de déduire le lemme suivant:

Lemme 1. Pour toute strate Y > X, et pour tout y ∈ πXY (Ux0), la projection
horizontale π′ envoie toute variété intégrale horizontale My sur le point où cette dernière
rencontre la fibre πXY

−1(x0),

π′ : π−1
X (Ux0) → π−1

X (x0) , π′(My) = My ∩ πXY
−1(x0) = y0 où y = H(t1, . . . , tl, y0).

Donc, les feuilles du feuilletage horizontal H cöıncident avec les fibres de la projection
horizontale π′ (voir la figure 5 au §5). �
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Definition 1. Un champ de vecteurs ζ sur Y est dit contrôlé par rapport à la
projection π′ si pour tout couple de points y, y′ ∈ Y dans la même fibre de π′ la condition
π′
∗y(ζ(y)) = π′

∗y1
(ζ(y1)) est vérifiée. De manière équivalente, on peut dire qu’il existe un

champ de vecteurs η tangent à la fibre π−1
X (x0) tel que π′

∗y(ζ(y)) = η(π′(y)) pour tout
y ∈ π−1

X (Ux0).
Pour un champ vérifiant une telle condition, nous noterons (par définition) η(y0) :=

π′
∗y(ζ(y)), y étant un point arbitraire de la fibre π′−1(y0).

L’involutivité de la distribution canonique DX = {DXY }Y ≥X se caractérise alors de
la manière suivante :

Theoreme 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) DX = {DXY }Y ≥X est une distribution involutive (autour de x0);
2) pour tout champ ζ = {ζY }Y ≥X relèvement continu, (π, ρ)-contrôlé d’un champ de

vecteurs ζX sur X, et pour toute Y > X la différentielle φY ∗y préserve la distribution
canonique DX , i.e.

φY ∗y(DXY (y)) = DXY (y′) , ∀ y, y′ = φY (y)

et en particulier se décompose en somme directe φY ∗y = φh ⊕ φv (voir §3);
3) pour tout champ ζX sur X, le relèvement continu contrôlé ζ = {ζY }Y ≥X du champ

ζX dans DX est un champ contrôlé par rapport à la projection horizontale π′ et de plus
on a π′

∗(ζY ) = 0;
4) [vi, vj ] = 0 pour tout i, j = 1, . . . , l.

Preuve. (1 ⇒ 2). Cela a été vu dans la démonstration de la proposition 1.
(2 ⇒ 1). C’est précisément le théorème 1 du §5, section 5.1.

(1 = 2 ⇒ 3). Fixons une strate Y > X supérieure à X.
Par l’hypothèse d’involutivité, pour tout y = H(t1, . . . , tl, y0, ) ∈ Y on a DXY (y) =

TyMy0 et comme par définition du relèvement canonique ζY (y) ∈ DXY (y), on a aussi
ζY (y) ∈ TyMy0 = kerπ′

∗y et donc π′
∗y(ζY (y)) = 0.

(3 ⇒ 4). D’après l’hypothèse 3) appliquée à chacun des relèvements vi, et comme
tous les champs vi doivent être en outre π′-contrôlés avec π′

∗y0
(vi(y0)) = 0, nous avons

aussi

π′
∗y(vi(y)) = π′

∗y0
(vi(y0)) = 0 , pour tout y ∈ Y , ∀ i = 1, . . . , l

et donc
π′
∗y([vi, vj ]) = [π′

∗y(vi), π′
∗y(vj)] = [0, 0] = 0.

Nous trouvons que les crochets de Lie [vi, vj ](y) ∈ kerπ′
∗y sont des champs tangents

au feuilletage horizontal kerπ′
∗y.

Les champs de vecteurs vi(y) relevés des champs canoniques constants Ei (i =
1, . . . , l) sur X, ont des crochets de Lie qui, grâce à la condition de contrôle par rap-
port à πX , vérifient la relation :

πXY ∗y([vi, vj ]) = [πXY ∗y(vi), πXY ∗y(vj)] = [Ei, Ej ] = 0 , ∀ i, j = 1, . . . , l

et donc [vi, vj ](y) ∈ kerπXY ∗y est un champ vertical.
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En conclusion
[vi, vj ](y) ∈ kerπ′

∗y ∩ kerπXY ∗y = 0

par transversalité et complémentarité de dimension.
(4 ⇒ 1). C’est évident. �

§7. Le cas général quand DX n’est pas nécessairement intégrable.
Quelques conclusions.

Dans ce paragraphe, on démontre que si la distribution canonique DX = {DXY }Y ≥X

n’est pas intégrable, la (a)-régularité du feuilletage horizontal H = {My}y∈π−1
X

(Ux0 ) (con-
dition nécessaire pour l’involutivité) peut alors remplacer l’hypothèse d’involutivité de
DX en vue d’obtenir des flots relevés et de façon plus générale des morphismes stratifiés
horizontalement-C1 et H -semidifférentiables.

La section 7.1 débute par un théorème donnant plusieurs conditions équivalentes
pour que les flots des champs relevés soient horizontalement-C1 (théorème 1). Nous
introduisons ensuite une condition de “contrôle horizontal” pour un morphisme stratifié
général f : (A,Σ) → (A′,Σ′) dans le but de donner des conditions suffisantes pour que
ce morphisme f soit horizontalement-C1 (théorème 2). Ceci répond partiellement au
problème posé en conclusion du §4.2. Nous concluons la section 7.1 en présentant une
version horizontalement-C1 du premier théorème d’isotopie de Thom (théorème 3).

Le paragraphe se termine par la section 7.2 dans laquelle nous montrons les analogues
des théorèmes 1, 2 et 3 du §7.1 en version F -semidifférentiable.

La distribution canonique DX , introduite à la définition 1 du §5 (chap. I), était “cano-
nique” dans le sens où elle vérifiait des propriétés importantes obténues dans le théorème
2 (§5 chap. I) mais elle n’était pas univoquement déterminée et dépendait du S.D.C.
considéré et de la partition de l’unité particulière fixée pour démontrer ce théorème.

La distribution D′
X = D(H ) tangent au feuilletage H = {My}y∈W , i.e. :

D′
X(y) = TyH y = TyMy , ∀ y ∈ W = π−1

X (Ux0)

vérifie évidemment toutes les conditions de ce théorème 2, sauf éventuellement la condition
de continuité. D’autre part, la (a)-régularité du feuilletage local H = {My}y∈W équivaut
précisément à la continuité de D′

X sur W = π−1
X (Ux0) et donc, si H est (a)-régulier,

D′
X peut alors être réinterprétée comme une distribution canonique locale définie dans le

voisinage W de x0 dans la stratification (A,Σ).
La différence essentielle par rapport aux résultats du §4, où DX était supposée in-

volutive, est maintenant que nous trouvons des flots de champs relevés qui sont hori-
zontalement-C1, non plus par rapport à DX , mais par rapport à D′

X . Cela signifie en
particulier que nous devons remplacer les champs ζ = {ζY }Y ≥X et les flots φ = {φY }Y ≥X

précédents (relevés dans DX) respectivement par les champs ξ = {ξY }Y ≥X et par les flots
φ = {φY }Y ≥X correspondants relevés dans le feuilletage H (i.e. dans D′

X).
Grâce à la (a)-régularité de H , le relevé ξ sera (de même que ζ) un relèvement continu

et contrôlé de ζX , i.e. lim
y→x

ξY (y) = ζX(x). D’autre part, ne disposant pas de l’involutivité

de DX (*), le relevé ξ ne cöıncidera alors pas avec le relevé ζ, ni même ψ avec φ.

(*) Ce qui assurerait que DX = D′
X comme l’on a vu au §4.
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Dans ce paragraphe, H désignera le feuilletage horizontal H x0 = {My}y∈W , W
notera la préimage π−1

X (Ux0) et la distribuiton D′
X sera notée par DX .

7.1 : Régularité horizontalement-C1

Avant d’énoncer les théorèmes de régularité des morphismes stratifiés soumis à l’exi-
stence d’un feuilletage H (a)-régulier, nous précisons la remarque suivante :

Remarque 1. A du Plessis et D. Trotman ont démontré en 1994 que, même dans le
cas d’une stratification (b)-régulière, une distribution canonique n’est pas nécessairement
involutive tandis que D. Trotman en 1993 a conjecturé que :

Conjecture (Trotman). Toute stratification (b)-régulière admet localement une
distribution canonique involutive (i.e. un feuilletage horizontal (a)-régulier).

Nous espérons en fait qu’une telle propriété soit également valable pour des stratifi-
cations (c)-régulières.

Theoreme 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Le relèvement contrôlé ξ = {ξY : Y → Y }Y ≥X tangent à H = {My}y∈W de tout
champ de vecteurs ξX est continu sur Ux0 et a un flot ψ = {ψt

Y }Y ≥X , horizontalement-C1

sur Ux0 (par rapport à DX);

2) Les relèvements contrôlés wi tangents à H = {My}y∈W des champs de vecteurs
Ei sont continus sur Ux0 pour tout i = 1, . . . , l, et ont des flots ψi = {ψt

iY : Y → Y }Y ≥X

horizontalement-C1 sur Ux0 (par rapport à DX);

3) L’homéomorphisme stratifié de trivialisation topologique autour de x0 de la pro-
jection πX : TX → X,

H : R
l × π−1

X (x0) → π−1
X (Ux0)

est horizontalement-C1 sur R
l × {x0};

4) lim
(t1,...,tl,y0)→x

H∗(t1,...,tl,y0)(Ei) = Ei , ∀x ∈ X ≡ Ux0 ≡ R
l , ∀ i = 1, . . . , l ;

5) le feuilletage horizontal H = {My}y∈π−1
X

(x0)
induit par H est (a)-régulier sur Ux0

(i.e. il vérifie la conjecture de Trotman sur Ux0).

Preuve. Il convient de montrer tout d’abord que (3) ⇐⇒ (4) ⇐⇒ (5).

Dans ce but, considérons le domaine de l’homéomorphisme H muni de la stratification
produit de R

l et de la stratification naturelle de π−1
X (x0) :

R
l × π−1

X (x0) = R
l × {x0}

⋃
[

⋃

Y >X

R
l × π−1

XY (x0)
]

et de même considérons le S.D.C. induit.
Si on note A la strate la plus petite A = R

l × {x0}, alors toute strate B > A est du
type B = R

l ×π−1
XY (x0) avec Y > X, et on peut considérer comme distribution canonique

relative à A la distribution DA = {DAB}B≥A définie par

DAB(t1, . . . , tl, y0) = R
l × {y0} , ∀ (t1, . . . , tl, y0) ∈ B , ∀B > A .
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Alors évidemment

DAB(t1, . . . , tl, y0) = [E1, . . . , El] ,

et tout vecteur horizontal tangent à B est, indépendamment du point (t1, . . . , tl, y0) ∈ B,
une combination linéaire des vecteurs E1, . . . , El .

Montrer que H est horizontalement-C1 par rapport à DA équivaut alors à montrer
que ∀x ∈ A on a :

(∗) : lim
(t1,...,tl,y0)→x

HB∗(t1,...,tl,y0)(Ei) = HA∗x(Ei) , ∀i = 1, . . . , l .

(3 ⇐⇒ 4). Rappelons que la restriction HA de H à la strate A = R
l × {x0}

cöıncide, (après l’identification Ux0 ≡ R
l × 0n−l), avec l’application identique de A, alors

HA∗x(Ei) = Ei et l’équivalence s’obtient immédiatement grâce à l’observation (∗) ci-
dessus.

(4 ⇐⇒ 5). D’après ce qu’on a vu au §5 les champs, de vecteurs images

HB∗(t1,...,tl,y0)(Ei) = wi(y) où y = H(t1, . . . , tl, y0) , ∀ i = 1, . . . , l

cöıncident avec les champs wi(y) relevés sur le feuilletage H = {My}y∈W dont les feuilles
My = H(Rl × y0) ont pour espaces tangents

TyH y = TyMy = H∗(t1,...,tl,y0)(R
l × 0) =

[{
H∗(t1,...,tl,y0)(Ei)

}

i≤l

]
= [{wi(y)}i≤l ] .

On en déduit alors que la condition 4) est vŕifiée si et seulement pour tout x ∈ A

lim
(t1,...,tl,y0)→x

H∗(t1,...,tl,y0)(Ei) = Ei (∀ i) ⇐⇒ lim
y→x

wi(y) = Ei (∀ i)

⇐⇒ lim
y→x

TyH y = R
l × 0 ,

i.e. si et seulement si H est (a)-régulier sur X ≡ Ux0 ≡ R
l × 0.

(4 = 5 ⇒ 1). Soit DX = D(H ) la distribution des plans tangents au feuilletage
horizontal H .

Comme H est (a)-régulier sur Ux0 , DX est alors continue sur X ≡ Ux0 et peut être
considérée comme une distribution canonique relative à la strate X.

D’autre part, DX est une distribution intégrable (en admettant comme feuilletage
H ) et donc grâce à la proposition 2 du §5, les champs relevés des champs canoniques Ei

dans D′
X sont précisément les champs wi continus sur X.

Pour tout champ de vecteurs ξX défini sur X, son relevé ξ = {ξY }Y ≥X tangent aux
feuilletage H , de nouveau grâce à la proposition 2 du §5, cöıncide avec le relevé canonique
de ξX dans D′

X qui est continu sur X.
Grâce alors aux théorème 2 du §4.1, on conclut que son flot (à tout instant t ∈ R)

ψ = {ψt
Y : Y → Y }Y ≥X est horizontalement-C1 sur X.

(1 ⇒ 2). C’est évident car pour tout i = 1, . . . , l, le champ wi(y) est un relèvement
particulier obtenu en considérant ξX = Ei.

(2 ⇒ 4). D’après la proposition 2 du §5, les champs de vecteurs w1, . . . , wl cöıncident
avec les relèvements contrôlés tangents à H ,

TyH y = TyMy = [w1(y), . . . , wl(y)] ,
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et comme ces derniers sont par hypothèse continus sur X i.e. pour tout x ∈ X on a

lim
y→x

wi(y) = Ei , pour tout i = 1, . . . , l ,

on en conclut que pour tout x ∈ X ≡ R
l × 0 :

lim
y→x

TyH y = lim
y→x

TyMy = lim
y→x

[w1(y), . . . , wl(y)] = [E1, . . . , El] = TxX . �

La remarque ci-dessous caractérise la (a)-régularité du feuilletage horizontal H en
termes de condition (af ) de Thom (définie au chapitre I §4).

Remarque 2. Le feuilletage H est (a)-régulier (sur X ≡ Ux0) si et seulement si la
projection horizontale π′

π′ : π−1
X (Ux0) −→ π−1

X (x0) , π′(My0) = y0

vérifie la condition de Thom (sur X ≡ Ux0) en tant que morphisme stratifié.

Preuve. C’est élémentaire. �

Nous introduisons maintenant la notion d’application π′-contrôlée afin de résumer
les propriétés essentielles qui nous ont permis de démontrer les théorèmes de régularité
horizontalement-C1 et H -semidifférentiabilité des flots des champs relevés du §4.1 et §4.2.
Ceci nous permettra d’obtenir des théorèmes analogues pour des morphismes stratifiés
plus généraux.

Il est bon de préciser avant que le feuilletage horizontal local H = H x0 n’est pas
intrinsèque car il dépend (a priori) du point x0 ∈ X choisi comme “centre de la trivia-
lisation” H de la projection πX : TX → X et de l’ordre choisi pour composer les flots
φ1, . . . , φl dans la formule définissant H (si DX est involutive, H est intrinsèque). Par
conséquent, la projection horizontale π′ : W = π−1

X (Ux0) → π−1
X (x0) n’est pas intrinsèque

non plus.

Definition 1. Soient f = {fY }Y : (A,Σ) → (A′, Σ′) un morphisme stratifié, X une
strate de Σ, x0 un point de X, X ′ ∈ Σ′ la strate telle que f(X) ⊆ X ′, x′

0 = fX(x0),
W = π−1

X (Ux0) et W ′ = π−1
X′ (U ′

x′
0
).

Nous dirons que f est π′-contrôlé (par rapport aux feuilletages horizontaux H =
{My}y∈W de A et H ′ = {M ′

y}y′∈W ′ de A′) s’il préserve les feuilles horizontales de H et
H ′; i.e. si pour toute feuille horizontale My ∈ H , on a fY (My) ⊆ My′ où y′ = fY (y).

D’après le lemme 1 du §6, ∀Y ≥ X et ∀ y ∈ Y on a My = π′−1
XY (π′

XY (y)) et donc de
façon équivalente, on peut dire que f est π′-contrôlé s’il vérifie la condition de contrôle
horizontal

fY

(
π′−1

XY

(
π′

XY (y)
))

⊆ π′−1
X′Y ′

(
π′

X′Y ′
(
fY (y)

))
, ∀ y ∈ Y et ∀ Y ≥ X .

Le théorème qui suit résume alors dans un contexte plus général les résultats du §4.1
et donne une réponse partielle au problème présenté en conclusion du §4.2.

Theoreme 2. Soit f = {fY }Y ∈Σ : (A,Σ) → (A′, Σ′) un morphisme stratifié contrôlé
entre deux espaces stratifiés (c)-réguliers (A,Σ) et (A′, Σ′).
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Soient H = {My}y∈W et H ′ = {My′}y′∈W ′ deux feuilletages stratifiés respectivement
du voisinage W = π−1

X (Ux0) de x0 ∈ X dans A et du voisinage W ′ = π−1
X′ (U ′

x′
0
) de

x′
0 = f(x0) ∈ X ′ dans A′.

Si H et H ′ sont (a)-réguliers sur Ux0 et U ′
x′
0

et si f est π′-contrôlé par rapport à H
et H ′, alors f est horizontalement-C1 sur Ux0 .

Preuve. Supposons que A ⊆ R
n et A′ ⊆ R

m et considérons les deux distributions
d’espaces tangents aux feuilletages H = {My}y∈W et H ′ = {My′}y′∈W ′ :

DX := D(H ) , DX = {DXY }Y ≥X , DXY (y) = TyMy

DX′ := D(H ′) , DX′ = {DX′Y ′}Y ′≥X′ , DX′Y ′(y′) = Ty′My′

définies localement sur W et W ′.
Comme H et H ′ sont deux feuilletages stratifiés de dimensions dim H = dimX

et dim H ′ = dimX ′, comme les feuilles My ∈ H et My′ ∈ H ′ sont transverses aux
projections πX et πX′ , et contenues dans les fibres des fonctions distances ρX et ρX′ et
comme H et H ′ sont (a)-réguliers sur Ux0 et sur U ′

x′
0
, alors DX et DX′ définissent deux

distributions canoniques locales relatives respectivement aux strates Ux0 et U ′
x′
0

de W et
W ′.

Fixons une strate Y ≥ X de Σ, considérons la strate Y ′ ≥ X ′ de Σ′ contenant fY (Y ),
et pour tout y ∈ Y notons y′ = f(y) ∈ Y ′.

Comme f = ∪Z∈ΣfZ est π′-contrôlée (par rapport aux feuilletages H et H ′) nous
avons fY (My) ⊆ My′ et donc pour tout y ∈ Y l’application fY ∗y : TyY → Ty′Y ′ vérifie

fY ∗y(DXY (y)) = fY ∗y(TyMy) ⊆ Ty′My′ = DX′Y ′(y′) .

D’autre part, f étant π-contrôlée on a aussi fY (kerπXY ∗y) ⊆ kerπX′Y ′∗y′ et donc
fY ∗y se décompose en une somme directe

fY ∗y = fh
y ⊕ fv

y : DXY (y) ⊕ kerπXY ∗y

fh
y ⊕fv

y

−−−−−−−−→ DX′Y ′(y′) ⊕ ker πX′Y ′∗y′ .

Soit p ∈ Ux0 et p′ = f(p). Afin de montrer que f est horizontalement-C1 en p, Ux0

et U ′
x′
0

étant tous deux des domaines des systèmes de coordonnées locales de X et X ′, on

peut identifier Ux0 ≡ R
l × 0n−l et U ′

x′
0
≡ R

l′ × 0m−l′ .
Notons alors σ = (E1, . . . , El) le champ de repères constants coordonnées de Ux0 et

σy := (v1(y), . . . , vl(y)) les champs de repères relevés continus contrôlés dans DX . De
même considérons les champs de repères σ′ := (E′

1, . . . , E′
l′) et σy′ := (v′1(y

′), . . . , v′l′(y
′))

et pour tout y ∈ W notons x = πXY (y).
Comme f est π-contrôlée, on a l’égalité :

πX′Y ′∗y′fY ∗y = fX∗xπXY ∗y , ∀ y ∈ Y et ∀ Y > X

grâce à laquelle il est facile de vérifier que la matrice A(y) qui représente la restriction
fh

y : DXY (y) → DX′Y ′(y′) par rapport aux bases σy = {vi(y) }l
i=1 et σy′ = {v′j(y′) }l′

j=1

cöıncide avec la matrice A = A(x) =
(
Ai

j

)
i≤l

j≤l′
qui représente l’application linéaire fX∗x :

TxX → Tx′X ′ par rapport aux bases canoniques σ = (E1, . . . , El) et σ′ = (E′
1, . . . , E′

l′).
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Celà s’obtient, comme pour le théorème 1 §4.1, en observant que ∀ i = 1, . . . , l les
deux vecteurs fY ∗y(vi(y)) et

∑l′

j=0 Ai
jv

′
j(y

′) appartiennent tous deux à DX′Y ′(y′), qu’ils
ont la même image via la restriction de la projection πX′Y ′∗y′| : DX′Y ′(y′) → Tx′X ′ et
que cette dernière est un isomorphisme car DX′ est une distribution canonique.

A ce stade, la preuve du théorème découle d’une repétition formelle des arguments
du théorème 2 du §4.1 où l’on doit seulement utiliser la continuité en p′ = f(p) des
relèvements canoniques (v′1, . . . , v

′
l′) dans DX′ . �

On a vu au §2 que, si les projections d’un S.D.C. d’une stratification (A,Σ) sont
des applications C1, alors une application contrôlée f : (A,Σ) → M à valeurs dans une
variété M est toujours semidifférentiable. Si de plus l’application est une submersion
propre, le premier Théorème d’isotopie de Thom dit alors que l’application f est une
fibration topologiquement localement triviale (voir par exemple [Ma]).

Considérons alors, ∀ ε > 0 le sous-ensemble ouvert de Ux0 suivant :

U ε
x0

:= {x ∈ Ux0 | d(x, X − Ux0) > ε}

qui vérifie U ε
x0

⊆ Ux0 et qui (pour ε suffisamment petit) est encore un voisinage de x0

dans la strate X ∈ Σ et un domaine d’un système de coordonnées locales autour de x0.
Nous concluons la section 7.1 en montrant que, pour toute stratification (c)-régulière

vérifiant autour d’un point x0 la conjecture de Trotman (pour des stratifications (c)-
régulières) on peut déterminer un isomorphisme de trivialisation topologique (globale) de
f qui est localment horizontalement-C1.

Theoreme 3 (premier theoreme d’Isotopie de Thom horizontalement-C1).
Soit (A,Σ) un espace stratifié (c)-régulier A, X une strate de Σ et x0 ∈ X un point

admettant un feuilletage H = {My}y∈W , (a)-régulier sur Ux0 du voisinage W = π−1
X (Ux0)

de x0 dans A.
Soit f : (A,Σ) → M une submersion stratifiée propre à valeurs dans une variété lisse

M . Pour tout point m0 dans M , pour tout domaine d’un système de coordonnées locales
Um0 de m0 dans M et pour tout U ε

x0
⊆ Ux0 , il existe alors un homéomorphisme stratifié

(trivialisation topologique de f)

H : Um0 × f−1(m0) −→ f−1(Um0)

qui est horizontalement-C1 sur Um0×
[
f−1(m0)∩U ε

x0

]
, et dont l’homéomorphisme stratifié

réciproque
G = H−1 : f−1(Um0) −→ Um0 × f−1(m0)

est horizontalement-C1 sur f−1(Um0) ∩ U ε
x0

.

Preuve. Fixons un point m0 ∈ M et considérons un voisinage Um0 domaine d’un
système de coordonnées locales de M en m0. Par une analyse locale on peut identifier
Um0 ≡ R

m (où m = dimM) et les coordonnées locales de Um0 avec les coordonnées
standards E1, . . . , Em.

Comme f est une submersion stratifiée, il existe un S.D.C. T = {(TX , πX , ρX)}X∈Σ

pour (A,Σ) [Ma] pour lequel f est une application contrôlée. De plus (A,Σ) étant
une stratification (c)-régulière, on peut obtenir T de sorte que chaque fonction distance
ρX : TX → [0,∞[ soit une application de Thom [Be]1,2.

Fixons alors un tel système de données de contrôle T de (A,Σ).
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Comme f est une submersion stratifiée, la préimage f−1(m0) reste munie de la stra-
tification induite f−1(m0) = ∪X∈Σf−1

X (m0) et il est convenable d’utiliser les notations
suivantes :

A0 = f−1(m0) , X0 := X ∩ f−1(m0) = f−1
X (m0)

W0 = W ∩ f−1(m0) , U0 := Ux0 ∩ f−1(m0) = f−1
X|Ux0

(m0)

pour représenter les traces que f−1(m0) laisse sur A, X, W, Ux0 . Ainsi la stratification
induite sur la fibre considérée A0 = f−1(m0) peut être notée de façon naturelle par
Σ0 := {X0}X∈Σ .

Rappelons [Ma] que comme f étant contrôlée par rapport à T = {(TX , πX , ρX)}X∈Σ,
en considérant les restrictions :

TX0 := TX ∩ A0 πX0 := πX|TX0
: TX0 → X0 ρX0 := ρX|TX0

: TX0 → [0,∞[

on obtient alors un S.D.C. T 0 := {(TX0 , πX0 , ρX0)}X0∈Σ0 induit par T sur (A0,Σ0).
Le produit R

m ×A0 reste alors muni évidemment d’une stratification et d’un S.D.C.
avec lesquels il est (c)-régulier.

D’autre part, la même propriété reste automatiquement valable pour l’ensemble
préimage f−1(Um0) avec la stratification ΣU et le S.D.C. T |f−1(Um0 ) définis en posant
(avec des notations analogues aux précédentes) :

AU := f−1(Um0) =
⋃

X∈Σ

f−1
X (Um0) , XU := X ∩ f−1(Um0) = f−1

X (Um0)

ΣU := {XU = f−1
X (Um0)}X∈Σ , T U := T |f−1(Um0 ) :=

{(
TXU

, πX|TXU
, ρX|TXU

)}

XU∈ΣU

où TXU
:= TX ∩ AU , ∀ XU ∈ ΣU (et où U désigne U = Um0).

Il faut maintenant quelques rappels de la méthode classique de démonstration [Ma],
[Be]1,2 du premier théorème d’Isotopie de Thom.

Dans le cas classique, la trivialisation topologique H de f et sa fonction réciproque
sont obtenues par les formules :

H : Um0 × f−1(m0) → f−1(Um0) , H(t1, . . . , tm, a0) = φm(tm, . . . φ1(t1, a0))..)

G : f−1(Um0) → Um0 × f−1(m0) , G(a) =
(
f(a), φ1(−t1, . . . φm(−tm, a) . . .)

)

où (t1, . . . , tm) := f(a) et les applications φ1, . . . , φm sont les flots de certains champs de
vecteurs contrôlés v1, . . . , vm sur f−1(Um0) tels que f∗(vi) = Ei pour tout i = 1, . . . , m.

La construction des champs v1, . . . , vl s’obtient en recollant par une partition de
l’unité des champs contrôlés localement définis sur chaque strate X et par relèvement aux
strates supérieures Y ≥ X de manière (πX , ρX)-contrôlée. Comme fX∗(vi) = Ei et f est
contrôlée, i.e. fY ◦ πXY = fX , ∀ Y ≥ X en notant x = πX(y) on a

fY ∗y(vi(y)) = fX∗xπXY ∗y(vi(y)) = fX∗x(vi(x)) = Ei

et donc la condition fY ∗(vi) = Ei reste valable, après relèvement contrôlé sur les strates
Y ≥ X.
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L’affirmation (dans l’énoncé) concernant la régularité horizontalement-C1 de H et
de sa fonction réciproque est non vide de sens uniquement quand l’ensemble W0 := W ∩
f−1(m0) �= ∅. Dans ce cas, il ne sera pas restrictif de supposer que x0 ∈ W0 et donc on
peut poursuivre le reste de la preuve en supposant f(x0) = m0.

Nous apportons alors à la construction classique la modification suivante.
Fixons la strate X contenant le point x0 autour duquel le feuilletage H (a)-régulier

sur Ux0 existe.
Dans le voisinage ouvert W = π−1

X (Ux0), relevons les champs v1, . . . , vl de manière
continue et contrôlés sur la distributions canonique DX = D(H ) tangente aux feuilletage
H . Prolongeons ensuite les champs v1, . . . , vl par partitions de l’unité au reste de la
stratification AU = f−1(Um0) sans les modifiér dans l’ouvert W ε := π−1

X (U ε
x0

).
A partir de maintenant, pour simplifier les notations (avec un léger abus), nous

confondérons U ε
x0

avec Ux0 et W ε = π−1
X (U ε

x0
) avec W = π−1

X (Ux0).
Remarquons aussi que le voisinage W de x0 étant ouvert dans A, la trivialisation H

est horizontalement-C1 sur R
m × [Ux0 ∩ f−1(m0)] si et seulement si sa restriction

H| : R
m × [f−1(m0) ∩ W ] −→ [f−1(Um0) ∩ W ]

(t1, . . . , tm, a0) 
−→ φm(tm, . . . φ1(t1, a0))..)

est horizontalement-C1 sur R
m × [Ux0 ∩ f−1(m0)]. La propriété correspondante est alors

valable pour sa fonction réciproque G.

Considérons maintenant la trace que le feuilletage H de W = π−1
X (Ux0) laisse sur la

préimage W0 = W ∩ f−1(m0).
Comme H = {My}y∈W est un feuilletage stratifié, chaque feuille My ∈ H est alors

entièrement contenue dans la strate Y qui contient y, donc

My ∩ f−1(m0) = My ∩ f−1
Y (m0) , ∀ Y ≥ X et ∀ y ∈ W .

Considérons alors un point y ∈ W pour lequel une telle intersection est non vide,
fixons un point y1 ∈ My ∩ f−1

Y (m0) et montrons que toute la πXY -fibre contenant y1 est
initièrement contenue dans f−1

Y (m0) : i.e.

π−1
XY (πXY (y1)) ⊆ f−1

Y (m0).

En fait, si y2 ∈ π−1
XY (πXY (y1)) alors πXY (y2) = πXY (y1) et comme f est π-contrôlée

d’après l’égalité fY = fX ◦ πXY on obtient :

fY (y2) = fX(πXY (y2)) = fX(πXY (y1)) = fY (y1) = m0

car y1 ∈ f−1
Y (m0) par hypothèse.

D’autre part, par nature du feuilletage H , comme chaque feuille My est transverse
à π−1

XY (πXY (y1)) dans Y , on en déduit que My est transverse à f−1
Y (m0) et donc que

My ∩ f−1
Y (m0) est une variété.

Ces observations montrent que le feuilletage H de W coupe transversalement W0 =
f−1(m0), induisant un feuilletage intersection

H 0 = H |f−1(m0) :=
{

My ∩ f−1(m0)
}

y∈W0

=
{

My ∩ f−1
Y (m0)

}

y∈Y
Y ∈Σ
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dont les variétés ont toutes la dimension

dim
[
My ∩ f−1

Y (m0)
]

= dimMy +
(
dim f−1

Y (m0) − dimY
)

=

= dimMy − rang(fY ) = dimMy − rang(fX) = l − m =

= dimUx0 + (dim f−1
X (m0) − dimX) = dim

[
Ux0 ∩ f−1

X (m0)
]

égale à la dimension de la plus petite strate Ux0 ∩ f−1
X (m0) = f−1

X|Ux0
(m0) de W0.

Automatiquement, on a alors un feuilletage produit

R
m × H 0 :=

{

R
m ×

[
My ∩ f−1

Y (m0)
]}

y∈W0

sur R
m×W0, et il est également clair que, H = {My}y∈W étant par hypothèse (a)-régulier

sur Ux0 , les deux feuilletages

H 0 = {My ∩ f−1(0)}y∈W0 et R
m × H 0

sont alors (a)-réguliers sur

Ux0 ∩ f−1
X (m0) = f−1

X|Ux0
(m0) et R

m × f−1
X|Ux0

(m0) .

Il est nécessaire de rappeler maintenant que les champs de vecteurs v1, . . . , vm avaient
était relevés tangents à H . Ceci comporte que ∀ a ∈ W , si a ∈ My l’orbite φi(a×R) reste
entièrement contenue dans My; par conséquent,

∀ a0 ∈ W0 et ∀ (t1, . . . , tm) ∈ R
m on a H(t1, . . . , tm, a0) ∈ Ma0

et donc on trouve que

H
(
R

m ×
[
Ma0 ∩ f−1(m0)

])
⊆ Ma0 .

Les homéomorphismes stratifiés H et G étant alors réciproques l’un de l’autre [Ma],
on en déduit que tous deux envoient chaque feuille du feuilletage horizontal R

m × H 0

dans une unique feuille du feuilletage horizontal H .
En conclusion, comme H et G sont contrôlés par rapport aux S.D.C. R

m × T 0 et
T U , comme ces deux feuilletages sont (a)-réguliers respectivement sur R

m × f−1
X|Ux0

(m0)
et sur Ux0 , le théorème 2 permet alors de conclure que H et G sont horizontalement-C1

sur R
m × f−1

X|Ux0
(m0) et sur f−1

X|Ux0
(Um0). �

Remarque 3. Dans le théorème précédent, nous n’avons pas eu besoin de demander
au morphisme stratifié f la condition de contrôle horizontal mais seulement la condition
de contrôle (vertical) par rapport à la projection verticale πX : TX → X. Ceci est dû,
dans le même esprit qu’à la proposition 1 §2 au fait que l’ensemble des valeurs de f est une
variété lisse; ce qui comporte une simplification remarquable de la condition de contrôle
sur f : “fY = fX ◦ πXY ” au lieu de la condition moins simple “πX′Y ′ ◦ fY = fX ◦ πXY ”.
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D’autre part, toute tentative de démonstration d’un théorème analogue pour la tri-
vialisation topologique d’une submersion stratifiée f : (A,Σ) → (A′,Σ′) à valeurs dans
une stratification ayant plusieurs strates (et de rang constant) nécessiterait l’hypothèse
de π′-contrôle pour l’application f . �

7.2 : H -semidifférentiabilité.

Dans les théorèmes 1, 2 et 3 de la section précédente, nous avons vu que l’existence
d’un feuilletage local H = {Mz}z∈W de W = π−1

X (Ux0), (a)-régulier sur Ux0 comporte
la régularité horizontalement-C1 pour les flots des champs relevés et pour d’autres mor-
phismes stratifiés plus généraux.

Dans cette section, nous précisons que si la (a)-régularité de H est valable sur le
voisinage W tout entier, les théorèmes analogues à la section §7.1 deviennent valables en
déduisant de plus maintenant la propriété de H -semidifférentiabilité.

A ce propos, rappelons que la H -semidifférentiabilité contient en plus de la régularité
horizontalement-C1, un contrôle des limites des restrictions

lim
z→y′

fZ∗z|TzMz
= fY ∗y′|Ty′My′

quand z tend vers un point y′ appartenant à une strate Y supérieure à X (voir le §2.4
pour la définition et le §4.2 pour quelques théorèmes).

Nous avons alors :

Theoreme 4. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Le relèvement contrôlé ξ = {ξY : Y → Y }Y ≥X tangent à H = {Mz}z∈W de
tout champ de vecteurs ξX est continu sur W et a un flot ψ = {ψt

Y }Y ≥X qui est H -
semidifférentiable.

2) Les relèvements contrôlés wi tangents à H = {Mz}z∈W des champs de vecteurs
Ei sont continus sur W pour tout i = 1, . . . , l, et ont des flots ψi = {ψt

iY : Y → Y }Y ≥X

qui sont H -semidifférentiables.

3) L’homéomorphisme stratifié de trivialisation topologique de πX autour de x0,

H : R
l × π−1

X (x0) → π−1
X (Ux0)

est F -semidifférentiable par rapport au feuilletage trivial F = {R
l × y0}y0∈π−1

X
(x0)

de

R
l × π−1

X (x0);

4) lim
(t1,...,tl,z0)→y′

H∗(t1,...,tl,z0)(Ei) = wi(y′) , ∀ i = 1, . . . , l , ∀ y′ ∈ Y et ∀ Y ≥ X;

5) le feuilletage horizontal H = {Mz}z∈W induit par H est (a)-régulier (sur W).

Preuve. La démonstration s’obtient de manière complètement analogue à celle du
théorème 1 au §7.1 en utilisant maintenant que la (a)-régularité du feuilletage H sur W
tout entier équivaut à ce que les champs wi(z) tangents à H soient ∀ i = 1, . . . , l continus
sur toutes les strates de W .

Nous soulignons seulement que la conclusion de la preuve de l’implication (4 = 5 ⇒ 1)
s’obtient en rappelant le théorème 4 du §4. 2 au lieu du théorème 2 du §4.1. �
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Pour un morphisme stratifié de type plus général on obtient :

Theoreme 5. Soit f = {fY }Y ∈Σ : (A,Σ) → (A′, Σ′) un morphisme stratifié contrôlé
entre deux espaces stratifiés (c)-réguliers (A,Σ) et (A′, Σ′).

Soient H = {My}y∈W et H ′ = {My′}y′∈W ′ deux feuilletages stratifiés respectivement
du voisinage W = π−1

X (Ux0) de x0 ∈ X dans A et du voisinage W ′ = π−1
X′ (U ′

x′
0
) de

x′
0 = f(x0) ∈ X ′ dans A′.

Si H et H ′ sont (a)-réguliers et si f est π′-contrôlé par rapport à H et H ′, alors f
est H -semidifférentiable.

Preuve. On remarque (par rapport à la preuve du théorème 2 §7.1) que les deux
feuilletages H et H ′ étant maintenant (a)-réguliers sur W et W ′, les deux distributions
canoniques DX et DX′ induites sont alors continues sur toutes les strates de W et W ′.

Si on fixe alors des strates Z > Y ≥ X, de même qu’au théorème 2 du §7.1 on trouve
que pour tout z ∈ Z, il existe une restriction de la différentielle fZ∗z|DXZ(z) : DXZ(z) →
DX′Z′(z′) permettant, en utilisant la condition de contrôle

πY ′Z′∗z′fZ∗z = fY ∗yπY Z∗z , ∀ z ∈ Z et ∀Z > Y

et le fait que la projection πY ′Z′ : TY Z → Y ′ induise un isomorphisme de restriction

πY ′Z′∗z′| : DX′Z′(z′) → DX′Y ′(y′)

de conclure de la même manière qu’aux théorème 2 du §7.1 et théorème 4 du §4.2. �

Theoreme 6 [premier theoreme d’Isotopie de Thom F -semidifferentiable]
Soit (A,Σ) un espace stratifié (c)-régulier, X une strate de Σ et x0 ∈ X un point

admettant un feuilletage H = {My}y∈W , (a)-régulier du voisinage W = π−1
X (Ux0) de x0

dans A.
Soit f : (A,Σ) → M une submersion stratifiée propre à valeurs dans une variété lisse

M . Pour tout point m0 dans M , pour tout domaine Um0 d’un système de coordonnées
locales de m0 dans M et pour tout U ε

x0
⊆ Ux0 , il existe alors un homéomorphisme stratifié

(trivialisation topologique de f)

H : Um0 × f−1(m0) → f−1(Um0)

qui est F -semidifférentiable par rapport au feuilletage F = Um0 × H ∣
∣f−1(m0)∩π−1

X
(Uε

x0
)

et

dont l’homéomorphisme réciproque

G = H−1 : f−1(Um0) → Um0 × f−1(m0)

est H ∣
∣f−1(Um0 )∩π−1

X
(Uε

x0
)
-semidifférentiable.

Preuve. La démonstration est totalement analogue à la démonstration de la version
horizontalement-C1, la conclusion du théorème s’obtenant maintenant en appliquant le
théorème 5 précédent à la place du théorème 2. �
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§8. Feuilletages stratifiés et “rétractions adaptées”.

Dans leur livre récent “The Geometry of Topological Stability” Andrew du Plessis
et Terry Wall introduisent et étudient [DW] (partie III, chapitre 9.3) différentes notions
de régularité pour des rétractions r : M → N entre deux variétés lisses M et N : les
rétractions adaptées, vraiment adaptées et extrèmement adaptées.

Dans le but initial de montrer que “la multitransversalité par rapport à une partition
donnée en sous-variétés d’un espace de jet est une condition suffisante pour la C0-stabilité
forte”, A. du Plessis et T. Wall rencontrent le besoin d’étudier ces notions de régularité
des rétractions et montrent comme-ça que les rétractions extrèmement adaptées se cara-
ctérisent par le fait que le feuilletage, défini par leurs fibres est de classe C0,1.

Dans un contexte stratifié et selon les définitions données au §2 2.4., un feuilletage
C0,1 équivaut à un feuilletage stratifié (a)-régulier.

Dans ce paragraphe, nous rappelons donc quelques éléments de la théorie des ré-
tractions adaptées de du Plessis-Wall et remarquons comment ces notions s’appliquent
convenablement au cas de la projection horizontale locale autour de x0 :

π′ : π−1
X (Ux0) → π−1

X (x0) , π′(z) = z0 où z = φl(tl, . . . , φ1(t1, z0) . . .)

(voir §6) par la caractérisation suivante :
“Le feuilletage horizontal H x0 = {My0 = H(Rl × y0)}y0∈π−1

X
(x0)

est (a)-régulier ssi
la rétraction π′ est extrèmement adaptée”.

D’autre part, même la condition plus faible “rétraction adaptée” n’est pas nécessai-
rement vérifiée par la projection horizontale π′ : π−1

X (Ux0) → π−1
X (x0). Nous présenterons

alors de manière détaillée les éléments fondamentaux de cette théorie car les nombreux
exemples et contrexemples explicites donnés dans [DW] éclaircissent sensiblement les
difficultés qui se présentent pour obtenir un feuilletage (a)-régulier autour d’un (ou de
chaque) point d’une stratification considérée.

Definition 1. Soit i : X → Y une application continue entre deux espaces topolo-
giques X et Y . Une rétraction (pour i) est une application continue r : Y → X qui est
inverse à gauche de i : X → Y i.e. : r ◦ i = 1X .

En particulier, on a alors immédiatement que les deux restrictions

i| : X → i(X) et r| : i(X) → X

doivent être des isomomorphismes réciproques l’un de l’autre. Donc i : X → Y doit être
une injection.

A partir de maintenant et avec les mêmes notations que celles de du Plessis-Wall,
nous considèrerons pour X et Y deux variétés lisses Mm et Nn, et pour toute la suite
i : M ↪→ N notera un plongement et r : M → N une rétraction pour i.

Les notions de rétractions adaptées introduites par duPlessis-Wall sont présentées
dans [DW] en fixant la catégorie des applications de classe Ck (avec k ≥ 1) et en con-
sidérant des voisinages dans l’espace d’applications Ck(M, N) avec la topologie forte de
Whitney. Cependant, comme pour l’analyse que nous envisageons, ceci ne comportera au-
cune restriction, nous nous limiterons à reconsidérer ces définitions dans le cas où k = 1.

Definition 2. L’application continue r : N → M est dite une rétraction adaptée
(pour i : M → N) si r est une rétraction pour i : N → M et il existe un voisinage U de i
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dans C1(M, N) tel que pour tout φ ∈ U , l’application composée r ◦ φ : M
i→ N

r→ M est
un homéomorphisme.

Un germe de rétraction ry : (N, y) → (M, x) pour un germe de plongement ix :
(M, x) → (N, y) est dit adapté (pour ix) s’il existe deux représentants i : Ux → Vy et
r : Vy → Ux respectivement de ix et ry tels que r soit adapté pour i.

En rappelant que Diff1(M, M) est un ouvert de C1(M, M) et que dans le cas où r :
N → M est de classe C1, l’application induite r∗ : C1(M, N) → C1(M, M), r∗(φ) = r ◦ φ
est continue, on voit immédiatement que :

Remarque 1. Si r : N → M est une rétraction de classe C1 pour i : M → N alors
r est une rétraction adaptée. �

A. du Plessis et T. Wall caractérisent la notion de rétraction adaptée par les suites
de points {yl}l et {zl}l de la variété N convergentes vers un même point x ∈ N telles
que pour tout l ∈ N (ou pour l assez grand) on ait r(zl) = r(yl) et zl �= yl. Pour de
telles suites, ils utilisent l’expression “la limite λ = liml[yl − zl] est définie” pour signifier
que pour (une et de façon équivalente pour) toute carte g : U → R

n de N en x la limite
suivante :

lim
l→∞

g(yl) − g(zl)
||g(yl) − g(zl)||

= τ

existe dans R
n et λ = g−1

∗x (τ) et en particulier il en découle que λ ∈ TxN .
Comme celà nous semble plus familier du langage naturel de la théorie des stra-

tifications régulières, nous rappelons une telle caractérisation de façon équivalente, en
entendant par “ λ = liml[yl − zl]” que λ ∈ G

h
1 est la droite limite dans la grassmannienne

G
h
1 (Nn ⊆ R

h), de la suite des droites [yl − zl] = {α(yl − zl)|α ∈ R} ∈ G
h
1 et sécantes à

la variété Nn.

Proposition 1. Soient i : M → N un plongement C1 et r : N → M une rétraction
pour i. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) r est adaptée pour i;
ii) il existe un voisinage U dans C1(M, M) tel que ∀ φ ∈ U r ◦ φ est injective;
iii) pour tout couple de suites {yl}l et {zl}l dans N telles que liml yl = liml zl = x,

r(yl) = r(zl) ∀ l ∈ N, et ∃ liml[yl − zl] = λ on a λ �⊆ Tyi(M) où y = i(x).

Preuve. [DW] proposition 9.3.3. �

Definition 3. Soient ix : (M, x) → (N, y) un germe de plongement, ry : (N, y) →
(M, x) un germe de rétraction et S un sous-espace vectoriel de TyN complémentaire de
Tyix(M). On dit que ry est vraiment adapté pour i par rapport à S si et seulement si
pour tout C1-germe φx : (M, x) → (N, y) tel que (φx)∗x soit transverse à S on a :

i) ry ◦ φx est un germe d’homéomorphisme;
ii) le germe de rétraction induite (rφ)x := (ry ◦ φx)−1 ◦ ry est adapté pour ix.

Les germes de rétractions vraiment adaptées déterminent complètement le sous-espace
de TyN dans lequel les limites des sécantes λ = liml[yl − zl] peuvent être contenues. On
a en fait :

Proposition 2. Soient ix : (M, x) → (N, y) un germe de plongement, ry : (N, y) →
(M, x) un germe de rétraction et soit S un sous-espace vectoriel de TyN complémentaire
de Tyix(M).

Le germe de rétraction ry est vraiment adapté pour le germe ix par rapport à S si et
seulement si pour tous représentants i : M → N et r : N → M de ix et ry et pour tout
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couple de suites {yl}l et {zl}l dans N telles que liml yl = liml zl = x, r(yl) = r(zl) ∀ l ∈ N,
et ∃ liml[yl − zl] = λ on a λ ∈ S.

De plus quand l’une de ces conditions se vérifie, alors le germe de fibre r−1
y (x) ⊆ N

est une variété de classe C0 admettant un espace tangent en y, précisément S.

Preuve. [DW] proposition 9.3.6. et addendum 9.3.7. �

La proposition précédente affirme en particulier aussi que :

Remarque 2. Si ry : (N, y) → (M, x) est un germe de rétraction vraiment adapté
par rapport à un sous-espace S alors S est univoquement déterminé et S = Tyr−1

y (x). �

D’autre part, l’existence d’un espace tangent Tyr−1
y (x) à r−1

y (x) en y, complémentaire
de Tyix(M), même dans le cas où il dépend continuement de x ne suffit pas pour qu’un
germe ry : (N, y) → (M, x) soit vraiment adapté par rapport à un tel sous-espace S :=
Tyr−1

y (x) ([DW] exemples 9.3.8 et 9.3.9).

Definition 4. Une rétraction r : N → M pour le plongement C1 i : M → N , est
dite vraiment adaptée si pour tout y = i(x) ∈ i(M), le germe ry : (N, y) → (M, x) est
vraiment adapté pour le germe ix : (M, x) → (N, y).

Un germe de rétraction ry : (N, y) → (M, x) vraiment adaptée n’admet pas nécessa-
irement un representant vraiment adapté ([DW], exemple 9.3.10) et de plus on a:

Remarque 3. La condition “vraiment adaptée” n’est pas ouverte : i.e. si r : N → M
est une rétraction vraiment adaptée pour le plongement i : M → N , l’ensemble des
rétractions induites {rφ := (r ◦ φ)−1 ◦ r | φ ∈ C1(M, N)} n’est pas (en général) un
voisinage de i dans C1(M, N).

Preuve. [DW] exemple 9.3.10. �

La remarque ci-dessus porte à considérer la nouvelle notion qui est évidemment une
condition ouverte dans C1(M, N) :

Definition 4. Une rétraction r : N → M pour un plongement de classe C1 i : M →
N est dite extrèmement adaptée (où encore E-tame s’il existe un voisinage U de i dans
C1(M, N) tel que pour tout φ ∈ U on ait :

i) r ◦ φ est un homéomorphisme;
ii) la rétraction induite rφ := (r ◦ φ)−1 ◦ r est vraiment adaptée pour i.

Comme dit en début de paragraphe, la condition E-tame se caractérise en termes de
feuilletage C0,1. On a en fait :

Proposition 3. Une rétraction r : N → M pour un plongement de classe C1

i : M → N est E-tame si et seulement s’il existe un voisinage ouvert V de i(M) dans N
tel que la famille des fibres F r = {Fy := r−1(y)}y∈V de la restriction rV : V → M soit un
feuilletage de classe C0,1 de V et tel que chaque feuille Fy de F r soit transverse à i(M).

Preuve. [DW] proposition 9.3.11. �

8.1 : Rétractions “extrèmement adaptées” et feuilletages stratifiés (a)-réguliers

Soit X = (A,Σ) une stratification (c)-régulière d’une variété P p ⊆ R
h munie d’un

système fixé de données de contrôle T = {(πX , ρX) : TX → [0,∞[}X∈Σ. Considérons une
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strate X de X de dimension l < dimP = p, x0 un point de X, H = Hx0 la trivialisation
topologique locale de la projection πX autour de x0

H : R
l × π−1

X (x0) → π−1
X (Ux0) ≡ TX , H((t1, . . . , tl), z0) = φl(tl, . . . , φ1(t1, z0)..) = z

et soit enfin H x0 = {Mz0 := H(Rl × z0)}z0∈π−1
X

(x0)
le feuilletage horizontal local autour

de x0 induit par H.
On a alors :

Proposition 4. Le feuilletage horizontal local H x0 est (a)-régulier sur un voisinage
V de x0 dans π−1

X (Ux0) si et seulement si la projection horizontale locale π′ = π′
x0

autour
de x0,

π′ : π−1
X (Ux0) → π−1

X (x0) , π′(z) = z0 où z = φl(tl, . . . , φ1(t1, z0) . . .)

est une rétraction extrèmement adaptée pour l’inclusion i : π−1
X (x0) → π−1

X (Ux0).
Preuve. En considérant les applications

π′ : π−1
X (Ux0) → π−1

X (x0) et i : π−1
X (x0) → π−1

X (Ux0)

entre variétés lisses M = π−1
X (x0) et N = π−1

X (Ux0), on voit immédiatement que π′ une
rétraction pour l’inclusion i.

D’autre part, nous avons vu au lemme 1 §6 que les fibres de la projection horizontale
locale π′ = π′

x0
cöıncident avec les feuilles

π′−1(z0) = Mz0 = H(Rl × z0) = Mz

du feuilletage horizontal H x0 = {Mz0 = Mz}z0∈π−1
X

(x0)
.

La preuve s’obtient alors immediatement à partir de la proposition 9.3.11. de [DW]
(proposition 3 précédente) après avoir rappelé, comme vu au début du §6, que chaque
feuille Mz0 = Mz est transverse à la variété π−1

X (x0) dans la variété π−1
X (Ux0). �

A partir des exemples 9.3.13 et 9.3.14 de du Plessis on peut se rendre comte qu’en
général notre projection horizontale π′ ne vérifie pas nécessairement les conditions “adap-
tée” ou “vraiment adaptée” ou “extremement adaptée” et dans les lemmes 9.3.12 et
9.3.15 on trouve les conctructions principales de rétractions extrèmement adaptées. Même
si nous ne rappelons pas ici ces deux lemmes, nous supposerons connus leurs énoncés
pour montrer ci-dessous de quelle manière ils peuvent être réinterprétés dans un contexte
d’espaces stratifiés.

Interprétations des lemmes 9.3.12 et 9.3.15 de [DW] dans un contexte stratifié. La
proposition 9.3.11 à l’aide du lemme 9.3.15 dans [DW] permettent de retrouver, dans un
contexte stratifié, quelques unes des propriétés de base que nous avions obtenues au §4.1.

Fixons un point x0 d’une strate X de X = (A,Σ) et un voisinage Ux0 de x0 dans X
suffisamment petit, et considérons les variétés

M = π−1
X (x0) et N = π−1

X (Ux0) .

L’inclusion i : π−1
X (x0) = M ↪→ N = π−1

X (Ux0) est alors un plongement C1 de codimension
q = dimX = l et en identifiant

Ux0 ≡ R
l , x0 ≡ 0 ∈ R

l et πX ≡ pr
R

l : π−1
X (Ux0) → Ux0 ≡ R

l



§8 Feuilletages stratifiés et “rétractions adaptées” 85

on a également que z = πX est une submersion telle que

z−1(0) = π−1
X (x0) = M = i(M).

D’autre part, l’hypothèse que les champs ξ1, . . . , ξq soient des relèvements sur z = πX

des champs canoniques ∂
∂t1

= E1, . . . ,
∂

∂tl
= El, signifie que pour tout i = 1, . . . , l :

z∗(ξi) = ∂
∂ti

i.e. πX∗(ξi) = Ei

ce qui est donc la condition de πX -contrôle. Comme les champs ξ1, . . . , ξl sont de plus
continus sur π−1

X (Ux0), on peut donc considerer la distribution DX(y) := [ξ1(y), . . . , ξl(y)]
comme une distribution canonique locale relative à la strate X.

Comme les flots

Ψ1, . . . ,Ψl de [DW] correspondent à nos flots φ1, . . . , φl

alors en notant

πX(y) := (t1, . . . , tl) et y = H(t1, . . . , tl, y0) = φl(tl, . . . , φ1(t1, y0))

on a que

z(y) = πX(y) = (t1, . . . , tl) et donc zi(x) = ti ∀ i = 1, . . . , l .

Soit alors r : N → M la rétraction construite dans [DW] au lemme 9.3.15 et définie
(en notant Ψ(t, x) au lieu de Ψ(x, t)) par

r(y) = i−1
(
Ψq(−zq(y),Ψq−1(−zq−1(y), . . . ,Ψ1(−z1(y), y)..)

)
.

Comme i est l’inclusion et comme Ψi = φi ∀ i et y = φl(tl, . . . , φ1(t1, y0)..) on
obtient:

r(y) = φl(−tl, φl−1(−tl−1, . . . φ1(−t1, y) . . .) = y0 = π′(y).

La rétraction r cöıncide donc avec la projection horizontale π′ = π′
x0

: π−1(Ux0) →
π−1(x0) que nous avions introduite au §6.

En conclusion, l’affirmation du lemme 9.3.15 [DW] selon laquelle sous l’hypothèse
d’intégrabilité du champ de plans [ξ1, . . . , ξl] l’application r : π−1(Ux0) → π−1(x0) est
une rétraction extrèmement adaptée, combinée avec la proposition 9.3.11 affirmant que les
fibres de r constituent alors un feuilletage C0,1 nous permet de retrouver que “l’involutivité
d’une distribution canonique locale DX autour de x0 est une condition suffisante pour la
(a)-régularité du feuilletage horizontal H x0 = {H(Rl × y0)}y0∈π−1

X
(x0)

(cf. lemme 1 et
corollaire §4.1).

Dans le même esprit, on pourrait utiliser le lemme 9.3.12 (cas particulier où q = 1
du lemme 9.3.15) pour retrouver que si la strate X est de dimension q = l = 1 et donc
Ux0 ≡ R alors la continuité du relèvement d’un champ équivaut à la (a)-régularité du
feuilletage H x0 .

Nous concluons ce paragraphe, en rappelant qu’à la section “Constructing global tame
retractions from local ones” (9.5 [DW]) du Plessis et Wall déterminent des méthodes de
construction globale de rétractions adaptées à partir de germes de rétractions adaptées.
Une étude minutieuse de ces méthodes pourrait alors se révéler d’importante utilité en
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vue de construire des feuilletages stratifiés (a)-réguliers à partir des germes de feuilletages:
d’autre part, cela rappelle une idée de David Trotman (1994).

§9. La conjecture de fibration de Whitney.

On a vu au §7 que l’existence d’un feuilletage horizontal local H de même dimension
que X et (a)-régulier sur X est la condition essentielle pour obtenir une bonne théorie de
morphismes stratifiés horizontalment-C1 sur X.

Dans ce paragraphe, nous précisons que une propriété (très similaire et) comportant
l’existence d’un tel feuilletage, (a)-régulier sur une strate X fixée et induit par un mor-
phisme de trivialisation locale, avait été détérminée par H. Whitney en 1965 et conjecturée
en termes de “Whitney fibering conjecture” ([Wh]1, §9 page 230) dans le contexte des
stratifications (b)-régulières (et analytiques) des variétés analytiques.

Précisons que l’auteur, bien que conscient de la grande utilité (voir remarque 1) d’une
telle propriété, ne l’utilise pas en vue d’obtenir de la régularité pour des morphismes
stratifiés.

D’autre part, Whitney résoud sa conjecture seulement pour le cas très particulier
d’une strate X de dimension n−2 d’une hypersurface analytique stratifiée de C

n ([Wh]1,
§12), et dans un cadre général le problème reste ouvert.

En fait, nous ne connaissons aucun travail à ce propos, avec l’unique exception de
l’article de R. Hardt et D. Sullivan [HS] dans lequel les auteurs résolvent la “Whitney
fibering conjecture” dans le contexte des stratifications d’une variété algébrique complexe
contenue dans un espace projectif complexe CP

n. La technique de Hardt et Sullivan est
d’introduire une “métrique de plombage” (selon une idée suggérée par W. Thurston);
cependant le théorème final obtenu nous semble plus faible que la propriété conjecturée
par Whitney, et en particulier pas suffisant à definir un feuilletage qui soit (a)-regulier sur
X.

Enfin, on trouve des remarques sur cette conjecture aussi dans le travail [Ha]2 (où
l’auteur reenvoie à [Ha]1 pour une solution possible du problème), dans le contexte des
variétés analytiques réelles. Mais dans ce cas aussi, il ne m’est pas claire si les précisions
de l’auteur sont suffisantes pour en déduire la (a)-regularité du feuilletage en question.

La suit de ce paragraphe présente un bref résumé du travail de Whitney concernant
la conjecture de fibration et des autres résultats qui (à notre connaissance) l’ont suivi.

La “Whitney fibering conjecture”.

Dans son célèbre article Local Properties of Analytic Varieties [Wh]1, après avoir
introduit les conditions de régularité (a) et (b) et montré que toute varieté analytique
(réelle ou complexe) admet une stratification (b)-régulière, H. Whitney donna la définition
suivante:

Definition 1. Soit V une variété analytique et Σ une stratification de V . Alors Σ
peut être considérée comme une “bonne stratification” si et seulement si tout point p0 ∈ V
a un voisinage U0 dans V qui admet un feuilletage H p0 = {F (q)}q obtenu de la manière
suivante :
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Soit M la strate de Σ qui contient le point p0,

M0 := M ∩ U0 et N0 := (Tp0M)⊥ ∩ U0

(où ⊥ représente le complément orthogonal dans l’espace ambiant), alors U0 est homéo-
morphe à M0 × N0 par une application

φ : M0 × N0 −→ U0

(p, q) 
−→ φ(p, q)

vérifiant les propriétés suivantes :
i) φ est analytique par rapport à p ∈ M0 et continue par rapport à q ∈ N0;
ii) H p0 = {F (q)}q est précisement le feuilletage {Mq := φ(M0 × q)}q∈N0 induit par

l’homéomorphisme φ;
iii) la restriction φ|M0×q : M0 × q → F (q) à chaque feuille de H p0 est un biholomor-

phisme;
iv) φ(M0 × p0) = M0, φ(p0 × N0) = N0, et les restrictions φ|M0×p0 = idM0 et

φ|p0×N0 = idN0 sont les applications identiques.

figure 6

Whitney appelle une telle application φ une “fibration semi-analytique (pour Σ) au-
tour de p0”. Il souligne qu’une variété analytique V n’a pas (en général) de stratification
admettant autour de chaque point une fibration analytique et donne le célébre counterex-
emple (de la “famille des quatre droites”),

V :=
{
(x, y, z) ∈ C

3 | xy(y − x)(x − α(t)y) = 0
}
.

Il énonce alors la conjecture suivante :
Conjecture. “Toute variété analytique V a une stratification qui admet en tout

point p0 ∈ V une fibration semi-analytique”.
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Remarque 1. L’auteur remarque de plus que “. . . une stratification satisfaisant la
conjecture (éventuellement avec des conditions supplémentaires sur φ) pourrait se révéler
suffisante pour tout besoin”.

Remarque 2. Whitney observe explicitement que toute stratification Σ de V véri-
fiant autour de tout point p0 une telle conjecture est automatiquement (a)-régulière en
tous les points du voisinage U0 ∩ M de p0 dans M car les propriétés de φ impliquent la
convergence des plans tangents aux feuilles F (q) du feuilletage H p0 = {F (q)}q∈N0 :

lim
z→p

TzF (z) = TpM.

La remarque précédente affirme alors que, dans l’intention de Whitney, le feuilletage
local H p0 obtenu à partir de φ, vérifiait la (a)-régularité sur U0∩M (selon notre définition).

Remarque 3. En accord avec la remarque précédente et avec les mêmes nota-
tions qu’au §7, en régardant le feuilletage H x0 (resp. l’homéomorphime de trivialisation
topologique local H) comme le correspondant du feuilletage H p0 (resp. de la fibration
semianalytique locale φ) de Whitney on pourrait réinterpreter la conjecture de Trotman
(§7.1) comme une version lisse de conjecture de fibration de Whitney.

Rappelons d’autres résultats concernant la “conjecture de fibration”.
Whitney montra au §12 [Wh]1 en utilisant une formule d’interpolation (§11) que

cette conjecture est vraie pour chaque hypersurface V de C
n au moins pour tous les

points contenus dans le (n − 2)-squelette de V après restratification de V .
Theoreme (Whitney 1965). “Chaque hypersurface V de C

n peut être restratifiée de
sorte que la conjecture soit valable pour tous les points p ∈ Mn−2 appartenant aux strates
(n − 2)-dimensionelles de V ”.

Plus tard, en 1983 Hardt indiqua une solution possible du problème par la méthode
de “stratification via corank 1 projection” ([Ha]2), dans le cas réel analytique (en utilisant
également des résultats et techniques de [Ha]1).

Plus récemment, en 1988, Hardt-Sullivan [HS] considèrent le problème pour des
variétés algebriques complexes.

Les auteurs réprirent la formule d’interpolation de Whitney et la méthode de “strati-
fication via corank 1 projection” de Hardt ([HS], §5) et donnèrent leur théorème principal
au §6 “Local triviality and the Whitney conjecture”.

Nous le rappelons alors ci-dessous :
Theoreme (Hardt-Sullivan, 1988). Avec les sous-variétés, les projections, et la stra-

tification S obtenue au théorème 5.5, il existe, pour tout j ∈ 1, . . . , n − 1 et pour tout
point a ∈ pj(Xj) − pj(Xj−1), une boule U relativement ouverte dans P centrée en a et
un homéomorphisme

Φ : U × p−1
j (a) → pj(U)

tels que pour tout u ∈ U et v ∈ p−1
j (a),

i) pj ◦ Φ(u, v) = u;

ii) Φ
(
U ×

(
S ∩ p−1

j (a)
))

⊆ S pour S stratum de S;
iii) Φ(U × v) est un disque holomorphique appliqué biholomorphiquement par pj sur

U ;
iv) lim

v→w
Φ(u, v) = w pour w ∈ P⊥.
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Il nous semble que le résultat de Hardt-Sullivan soit moins fort que la conjecture de
Whitney originelle, et en particulier il ne nous semble pas suffisant pour obtenir la (a)-
régularité du feuilletage horizontal H p0 , condition fondamentale (nécessaire et suffisante)
pour obtenir la théorie de semidifférentiabilité des morphismes stratifiés que nous avons
introduite dans les paragraphes précédents de ce chapitre.

Nous concluons enfin ce paragraphe en rappelant un deuxième problème posé par
Whitney (à nouveau au §9 de [Wh]1) sur la possibilité d’obtenir une globalisation du
feuilletage local H p0 sur un voisinage entier tubulaire stratifié TM de la strate M .

Problème (Whitney 1965). “Peut-on feuilleter un voisinage entier de toute strate?”

Comme l’existence de tels feuilletages globaux (un pour chaque strate de la stratifica-
tion considérée) compatibles entre eux et vérifiant de plus la condition de (a)-régularité, se
révèle pour nous extrèmement importante, nous reconsidèrerons brievement des situations
où cette propriété intéressante est valable par hypothèse au prochâıne paragraphe.

§10. Systèmes de données de contrôle feuilletés totalement compatibles.

Dans ce paragraphe, nous considérons des feuilletages globaux de voisinages tubu-
laires stratifiés du type de ceux “proposés” par Whitney (voir au §9). Nous reprenons les
idées développées au §5 du chapitre I quand nous avions introduit la distribution canon-
ique, relative à une strate X, afin de définir un relèvement canonique d’un champ de
vecteur. Nous adaptons ces idées au cas où de tels feuilletages stratifiés globaux existent.

Definition 1. Soient (A,Σ) un espace stratifié (c)-régulier, T = {(TX , πX , ρX)}X∈Σ

un S.D.C. de (A,Σ) [Ma] et pour toute strate X de Σ, notons T X = (TX , πX , ρX).
Nous appelerons un feuilletage F X de T X la donnée d’un feuilletage stratifié F X :=

{My}y∈TX
de TX vérifiant les conditions suivantes :

1) F X est un feuilletage stratifié de TX par rapport à la stratification TX = ∪Y ≥XTXY

induite de Σ et pour toute strate Y ≥ X, le feuilletage

F XY := {My ∈ F X | My ⊆ TXY }

induit de F X sur TXY est de classe C0,1.
2) toute feuille My ∈ F X est une variété lisse, connexe telle que dim My = dimX;
3) tout F XY est un sous-feuilletage du feuilletage des hypersurfaces de niveaux de la

restriction de la fonction distance ρXY : TXY → [0,∞[, i.e. :

My ⊆ ρ−1
XY (ρXY (y)) , ∀ Y ≥ X et ∀y ∈ TXY ;

4) toute F XY est transverse au feuilletage des fibres de πXY : TXY → [0,∞[, i.e.:

My est transverse à π−1
XY (πXY (y)) dans Y , ∀ Y ≥ X et ∀y ∈ TXY .

Quand de telles conditions sont vérifiées, nous dirons que le quadruplet (T X , F X) =
(TX , πX , ρX , F X) est un un voisinage tubulaire feuilleté de X.

Il est immédiat de remarquer que les conditions ci-dessus entrâınent que le feuilletage
F XX induit sur la strate X se réduit à l’unique feuille Mx = X :

F X = {X} et donc ∀ x ∈ X Mx = X .
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La notion de voisinage tubulaire feuilleté résume toutes les propriétés essentielles
dont on a besoin pour qu’un champ de vecteurs ξX défini sur X puisse être relevé sur TX

de manière (πX , ρX) contrôlée. En fait, si nous notons DX = {DXY }Y ≥X la distribution
tangente au feuilletage, alors le champ stratifié ξ = {ξY }Y ≥X où ∀ Y ≥ X ξY est défini
par la formule :

ξY (y) := DXY (y) ∩ π−1
XY ∗y(ξX(x)) ∀ y ∈ TXY où x = πXY (y)

est un relèvement contrôlé (de même qu’au §5 chapitre I).
Soulignons que si F X n’est pas (a)-régulier (sur X) alors (DX n’est pas une distri-

bution canonique et) ξ n’est pas nécessairement continu.

Definition 2. Soit (A,Σ) un espace stratifié. Un système de données de contrôle
feuilleté de (A,Σ) est un couple (T , F ) où :

1) T = {(TX , πX , ρX)}X∈Σ est un S.D.C. de (A,Σ);
2) F = {F X}X∈Σ est une famille de feuilletagse telle que pour toute strate X ∈ Σ,

(TX , πX , ρX , F X) est un voisinage tubulaire feuilleté de X.

Quand ces conditions sont vérifiées, alors nous noterons alors F X = {MX
z }z∈TX

le
feuilletage du voisinage tubulaire T X .

Definition 3. Un système de données de contrôle feuilleté (T , F ) de (A,Σ) est dit
totalement compatible si et seulement si ∀ Z > Y ≥ X et ∀ z ∈ TXZ ∩ TY Z on a :

1) πY Z(MX
z ) = MX

y où y = πY Z(z);
2) MX

z ⊆ MY
z .

La notion de système de données de contrôle feuilleté totalement compatible améliore
celle de S.D.C. feuilleté selon le même esprit avec lequel nous avions introduit la condition
de multicompatibilité pour une famille de distributions canoniques. En fait la famille de
distributions tangentes aux feuilletages

{DX}X∈Σ où DX := D(F X) et DX(z) = TzM
X
z

est multicompatible au sens de la définition 2 (§5 chap.I) car d’après la propriété MX
z ⊆

MY
z on a ∀ Z > Y > X et ∀ z ∈ TXZ ∩ TY Z :

DXZ(z) := TzM
X
z ⊆ TzM

Y
z = DY Z(z) .

Cette condition est très importante car elle donne un contrôle vraisemblablement
très fort sur les champs relevés. En effet, elle assure que le relevé (ξY )Z de TXY sur TY Z

d’un champ ξY déjà obtenu comme relevé de X sur TXY d’un champ ξX cöıncide avec le
“relevé direct” ξZ de ξX sur TXZ .

D’autre part, les champs étant relevés tangents aux feuilles d’un feuilletage, leurs
flots à tout instant t ∈ R préservent alors ces feuilles.

Nous concluons en soulignant l’utilité de considérer ces notions de nouveaux en util-
isant des feuilletages globaux.

Si on dispose de plus de la (a)-régularité des feuilletages considérés, les théorèmes
de semidifférentiabilité locaux obtenus aux paragraphes précédents peuvent alors être
globalisés.

On trouve par exemple le premier théorème d’Isotopie de Thom en version “globale-
ment horizontalement-C1”.
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Theoreme. Soit (A,Σ) un espace stratifié (c)-régulier admettant un système de
données de contrôle feuilleté (T , F = {F X}) totalement compatible et (a)-régulier.

Soit f : (A,Σ) → M une submersion stratifiée propre à valeurs dans une variété lisse
M . Pour tout point m0 dans M et pour tout domaine d’un système de coordonnées locales
Um0 de m0 dans M il existe un homéomorphisme stratifié

H : Um0 × f−1(m0) → f−1(Um0)

qui est horizontalement-C1 sur toute strate de Um0 × f−1(m0) et dont l’homéomorphisme
réciproque

G = H−1 : f−1(Um0) → Um0 × f−1(m0)

est horizontalement-C1 sur toute strate de f−1(Um0).
Preuve. La démonstration est la même que celle de la version locale §7 théorème 3,

avec comme seule différence que, maintenant, les champs de vecteurs v1, . . . , vl peuvent
être relevés tangents à un bon feuilletage (i.e. (a)-régulier) existant globalement sur toute
la stratification de f−1(Um0). �

Remarque. Précisons que pour toute strate X ∈ Σ, la H -semidifférentiabilité glob-
ale de H (avec H = Um0 × F X|f−1(m0)) est également vérifiée, de même qu’au théorème
6 du §7. D’autre part, il est superflu d’insérer cette condition dans l’énoncé du théorème
car, comme on le vérifie immédiatement, la condition “horizontalement-C1 sur toutes les
strates” implique (et en réalité équivaut à) la condition “F X -semidifférentiable sur toutes
les strates”.

Nous concluons enfin en posant le problème suivant :
Problème. “Quelles sont le stratifications admettant un S.D.C. totalement feuilleté

et (a)-régulier ?”.
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