CHAPITRE III

UN THEOREME
DE TRANSVERSALITE-ISOTOPIE
POUR DES STRATIFICATIONS REGULIERES

RESUME. Dans ce chapitre nous prouvons un théoreme de mise en position générale pour des
sous-espaces stratifiés d’un espace stratifié X = (A, Z).

Nous prouvons d’abord un théoréme d’extension d’homéomorphismes stratifiés et appliquons
ensuite ce résultat pour démontrer le théoreme de transversalité stratifiée. La démonstration, donnée
au départ pour des ensembles stratifiés abstraits est assez générale et s’adapte bien a toutes les
stratifications régulieres plongées dans R"" vérifiant des conditions de régularité du type (b), (c),
(w) et lipschitzien.

En appliquant les résultats des chapitres précédents, nous étudions le cas ol l'isotopie finale
transversalisante dans A préserve le type de régularité du sous-espace apres la déformation dans A
et nous donnons quelques conditions suffisantes pour chaque type de régularité.

On note en particulier que la préservation de la (a) et (¢)-régularité des sous-espaces stratifiés
de A est subordonnée 4 la semidifférentiabilité des flots des champs de vecteurs dependent du temps
relevés sur A.

§1. Introduction. Un objet (ou sous-espace) sous-stratifié (O.S.S.) d’un espace
stratifié (E.S.) X = (A,X) est la donnée d’un espace stratifié ¥ = (V,Xy) dont chaque
strate est contenue dans une unique strate de la stratification > de X.

Dans ce chapitre nous considérons le probleme de la mise en position transversale d’un
0.S.S. W d’'un E.S. X = (A, X) par rapport a un autre O.S.S. V' de X et plus généralement
par rapport a une application stratifiée f : 9 — X.

Dans un contexte stratifié, ce sujet a été précédemment considéré par C. McCrory,
[McC]; (these, 1972) et [McC]z, mais seulement pour des complexes simpliciaux.

Par la suite une nouvelle formulation apparaissait dans le contexte des stratifications
(b)-régulieres introduite par M. Goresky, une premieére fois dans sa these [Go]; (1976)
et cinq ans plus tard [Go]s (Transversality Lemma 5.3), de maniére complétement refor-
mulée.
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Le Transversality Lemma de Goresky (voir §3.3) fut démontré pour tous les sous-
espaces stratifiés W de A vérifiant la condition de m-fibre par rapport & un systéeme de
données de controle F = {(7g,ps) : Ts — S X [0,00[}sex fixé et pour toute application
stratifiée controlée f : & — X. La condition de w-fibre pour ’O.S.S. W de X signifie,
par définition, que W est localement en tout point x la réunion de fibres (stratifiées) de
la projection g : Ts — S (S strate de A contenant z) et la condition de controle sur la
morphisme stratifié f éxprime la méme propriété au niveau des fibres de f. Ces conditions
servaient a Goresky pour préserver la transversalité de (une déformation W’ de) W a f
en montant les squelettes de X dans certaines étapes de récurrence.

L’importance d’un tel théoreme a déja été vérifiée dans certaines applications (voir
[Go]2 et [Mu]; 2); mais les hypotheses de 7-fibre sur W et de controle sur f sont trop
restrictives pour des applications plus générales.

Dans ce chapitre nous prouverons plus généralement, un théoréme de mise en position
transversale pour deux applications stratifiées. En particulier en considérant le cas ot une
de telles applications soit 'inclusion stratifiée ¢ : W — X d’un O.S.S. W de X dans X,
on retrouve comme corollaire un analogue du théoréeme de Goresky valable pour une
application stratifiée arbitraire g : 9 — X (non nécessairement controlée).

Le contenu de ce chapitre est donc le suivant.

Dans le §2 & la section 2.1., en éclaircissant une remarque faite par Milnor [Mi]
nous étendons un théoréme connu pour les variétés compactes : “L’image Exp(S) de
Uapplication exponentielle engendre comme groupe de difféomorphismes la composante
connezxe entiere Diffo(S,S) de lidentité dans Diff(S,S)”. Nous généralisons ce théore-
me aux variétés non compactes, difféomorphes a l'intérieur d’une variété compacte a bord
non vide. Il s’agit d’un résultat indépendant de la suite grace auquel on obtient comme
corollaire un théoreme d’extension stratifiée faible dans un voisinage tubulaire Ts de tout
difféfomorphisme f : S — S tel que f € Diffy(S,S) avec S =X, — Xp—1.

Un tel théoreme ne suffisant pas pour les buts que nous poursuivons (sauf si on
généralise certains résultats de McDuff [McD]), par d’autres méthodes nous démontrons
alors a la section 2.2 un théoreme d’extension forte permettant de construire, pour tout
difféomorphisme f : S — S dans un voisinage suffisamment petit de 1g dans Diffy(S,S),
un homéomorphisme stratifié (difféomorphisme sur les strates) prolongeant f sur la strat-
ification A toute intiere. Ce théoreme d’extension jouera un réle important dans la
démonstration du théoreme de transversalité.

Dans le §3, nous démontrons le théoreme de transversalité. Nous en donnons une
premiere version (théoreme 1, section 3.1) valable pour des E.S.A., catégorie qui contient
celle des stratifications (c) [Be]; et (b)-régulieres [Ma];, et en considérant la transversalité
de deux O.S.S. V et W de X.

Ensuite, en remarquant que notre méthode de démonstration reste valable dans un
cadre plus général, nous étendons le théoréme au cas des stratifications (w)-régulieres et
lipschitziennes (théoreme 2, section 3.2).

Le paragraphe se conclut a la section 3 ot nous améliorons les théoremes 1 et 2 en
montrant que pour tout couple d’applications stratifiées g : Y — X et h : Z — X il existe
une déformation par isotopie h’ de h dans X qui est transverse a g.

Notre méthode de démonstration, par récurrence sur la dimension k£ du squelette Ay
de A (A, = A, ou n =dim A), s’adapte de fagon convenable a tout type de stratification
réguliere pour laquelle un théoreme d’extension de champs de vecteurs est valable. C’est
donc le cas des E.S.A. et des équisingularités de type (b)-régulier [Ma];, (c)-régulier
[Be],[Be]a, (w)-régulier [Ve] et lipschitzien [Pal].
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Dans le cas ou h = ¢ : W — X est un’inclusion stratifiée, notre construction
s’interprete de la maniere suivante.

Sig:9 — X est une application stratifiée (resp. V un O.S.S. fixé de X) et W est
I’O.S.S. a déformer, on veut déterminer un nouveau sous-espace W’ qui soit isotope a
W et transverse a g (resp. a V). La déformation “transversalisante” ®; : A — A, telle
que W' = &, (W), sera obtenue comme la “section au temps ¢t = 1”7 d’ un flot controlé
®: AxR — A dun champ de vecteurs dépendant du temps défini sur A toute entiere et
obtenu par la méthode du relevement continu controlé a partir d’'un champ défini sur la
(k)-squelette Ay,

Dans le §4, nous concentrons notre attention sur le cas ou la stratification A est
plongée dans R" et considérons le probleme de la préservation du type de régularité du
sous-espace sujet a la déformation.

Il est bien connu qu'un flét controlé sur une stratification réguliere A n’est pas en
général une application C'', méme dans le cas d’'un champ de vecteurs ne dépendant pas
du temps (exemple de la famille des quatre droites). Alors on n’a aucune raison, a priori,
pour affirmer qu’'une certaine régularité de W implique la méme régularité pour W’/ =
O, (W). Clest précisément la ’obstruction principale qui “contraint” Goresky a introduire
la condition de m-fibre et limite a ces sous-espaces tres particuliers la démonstration du
Transversality Lemma [Go]s.

Dans la section 4.1 nous utiliserons alors les résultats des chapitres précédents, pour
démontrer que si la stratification A est au moins (c)-réguliere, et si les flots des champs
relevés dépendant du temps, ont la propriété de semidifférentiabilité introduite au chapitre
I1, alors le sous-espace déformé W’ = ®,(W) possede encore la (a)- ou la (c)-régularité,
si W la possede.

D’autres conditions suffisantes similaires, sont données a la section 4.2 a propos de
la préservation de la régularité des O.S.S. (w)-réguliers et lipschitzien.

Quand A est une stratification de Whitney, i.e. (b)-réguliere, le théoreme d’extension
de champs est encore valable, mais il n’est pas encore clair si la semidifférentiabilité de
'isotopie ® 4 suffit pour assurer la préservation de la condition (b) de Whitney pour le
sous-espace W'.

Une version (b)-réguliere du lemme de transversalité présenterait aussi un intérét
pour des applications particulieres a I’ “Homologie de Whitney” [Mu]; a propos de la con-
jecture de Goresky selon laquelle “toute classe d’homologie singuliere d’une stratification
de Whitney X peut étre réprésentée (et bijectivement !) par un cycle de Whitney de X",
ou plus précisément : “La fonction R : WH(X) — Hy(X) est une bijection pour toute
stratification de Whitney X” [Go]1 2.

Cette remarque constitue aussi 'une des motivations originelles de ce chapitre. Nous
ne 'utiliserons pas pour des stratifications de Whitney, mais plutét pour des ensembles
stratifiés abstraits et pour des stratifications (c¢)-régulieres.

En fait, dans le chapitre IV nous reprenons la théorie de Goresky et la développons
a nouveau pour des E.S.A. et des stratification (c)-régulieres. De fagon similaire a ce que
nous avons fait dans [Mu]; 2 nous utiliserons le théoreme de transversalité ici établi pour
montrer que l'opération de somme dans [’homologie stratifiée s’interprete géométriquement
par P'union transversale de deux sous-espaces (deux k-cycles et/ou deux k-cocycles) stra-
tifiés abstraits de X.

Donc, dans les théories d’homologie stratifiéee {AH,., AH*} et {BH,, BH*} notre
théoreme de transversalité jouera le méme role que le “Moving Lemma” dans la théorie des
anneaux de Chow C'H, () pour les cycles algébriques d’une variété algébrique [Fu]. Il per-
mettra lieu aussi bien a d’autres intérprétations géométriques importantes des opérations
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cohomologiques : le produit cup s’obtient comme l'intersection transverse de deux co-
cycles, le produit cap comme l'intersection transverse d’un cycle et d’un cocycle, et les
homomorphismes induits f* : AH¥(X) — AH*(? ), représentables comme la préimage
transverse W +— f~1(W) d’un cocycle par rapport & une fonction controlée f.

82. Image de I’application exponentielle et extensions d’homéomorphismes
stratifiés.

Dans ce paragraphe, a la section 2.1. en éclaircissant une remarque faite par J.
Milnor ([Mi] pag. 1019), nous généralisons aux variétés difféomorphes a l'intérieur d’une
variété compacte a bord un théoréeme connu pour les variétés compactes sur la simplicité
du groupe Diffy(S,S) des difféomorphismes dans la composante connexe de l'identité 1g
dans Diff(S,S). Il s’agit d’un résultat indépendant de la suite donnant comme corollaire
un théoréme d’extension stratifié faible de chaque difféomorphisme f € Diffy(S,S) sur
un voisinage U de S = Ay — Ax_1 dans A

Ensuite a la section 2.2 nous montrerons un théoreme d’extension stratifié forte sur
I'intier A de tout difféomorphisme f : S — S suffisamment proche de 1g dans Diffy(S, S).
Un tel théoreme jouera un role fondamentale dans la suite du chapitre.

2.1: L'image de I'application exponentielle de I'intérieur S d'une variété compacte a bord
engendre Diff((S,.9).

Si S est une variété fermée (i.e. compacte et sans bord) et si Diff"(S,5) désigne le
groupe des difféomorphismes de classe C" de S (r = 0,...,00), il est bien connu que sa
composante connexe DiffJ(S,S) contenant l'identité 1g : S — S est un groupe simple
(sauf éventuellement pour le cas r = dim S + 1) [Ep]1 2, [La], [Ma]2 345, [Thu].

Ce théoreme implique que I'image de I'application exponentielle, i.e. les difféomor-
phismes contenus dans un groupe a un parametre, engendrent Diffj (S, S).

Dans cette section nous montrerons que le méme résultat reste encore valable pour
toute variété difféomorphe a U'intérieur intM d’une variété M compacte a bord non vide.

Soit alors .S = intM une telle variété.

Comme S est non-compacte la “simplicité de Diff§(S,S)” n’est plus valable [McD].
En revanche, comme S = intM = M —OM avec M compacte, les sous-groupes distingués
de Diff§(S,S) ont été completement classifiés par D. McDuff ([McD] 1978) et ils sont
en correspondance bijective avec le treillis des sous-ensembles de {1,...,k} ou k est le
nombre des composantes connexes du bord M de M.

En utilisant les résultats de McDuff (Theorem 1 et Corollary 1.3), nous vérifions
a nouveau que pour de telles variétés S, les difféomorphismes images de 'application
exponentielle forment des générateurs de Diff§ (S, S).

Notons Ezp" I'application exponentielle de .S
Exp” :T4(S) — Diffg(S,5) ,  Eap"(() =
définie sur '’ensemble I'((S) de tous les C"-champs de vecteurs ¢ de S ayant un flot

global ¢ : S x R — S (noté aussi ¢ = {¢; : S — S},.g) et qui associe a chaque ( le
difféfomorphisme ¢1 : S — S au temps ¢t = 1.
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Il est clair que chaque image ¢1 = Exp”(¢) € Diff5(S,S), i.e. appartient a la méme
composante connexe de 1g et de plus que pour tout (autre) t € R, ¢, € Diff§(S,S) car
¢+ = 1 = Exp”(n) est 'exponentielle du champ n =t - (.

D’autre part, si nous notons Exzp"(S) := < Exp” (FS(S)) > le sous-groupe de

DiffJ(S,S) engendré par I'image de I’application exponentielle, il est immédiat de vérifier
que :

REMARQUE 1. Exp"(S) est un sous-groupe distingué de Diff;(S,S).

Preuve. Exp”(S) étant 'ensemble de toutes les compositions finies possibles
Bap'(8) = {f=dlo---006] | seN}

avec chaque {¢¢}; flot global d'un certain champ (?, il suffit juste de remarquer que
Vf e Exp”(S) et Vg € Diffi(S,S) on peut écrire

g‘lofog=g_lo(¢10~--0¢i)og=

=(g'ogiog)o---o(glogiog) =100t}

ol chaque 9} est défini par )f := g~'o¢jog = Exp”(g:'(¢*(9))) et est donc I'exponentiel
du champ g;'(¢*(9)). O

THEOREME. Si S = intM est une variété (diffeomorphe a) lintérieur d’une variété
compacte M a bord alors :

Exp’(S) = Diff§ (5. 5).

Preuve. Notons S = M — OM avec M variété a bord compacte. Alors le bord OM
de M est lui aussi compact et a un nombre fini de composantes connexes que nous notons
Ni,...,Ngie OM = I_IleNj (ol Ll := réunion disjointe).

Avec les mémes notations de [McD] soit K = {1,...,k}, pour tout j € K

Gj = {g € Diff5(S,S) | g =id dans un voisinage de IV; }
et pour tout sous-ensemble J C K (éventuellement vide)

Gj:= {g € Diff5(S,95) ‘ g = id dans un voisinage de UNj } = ﬂGj.
jeJ jeJ

Il est immédiat de vérifier que tout G; est un sous-groupe distingué de Diffj (.S, S)
et queVI,J C Konadeplus: I CJ< G;CG(Gr.

On obtient alors un treillis de sous-groupes distingués ({G JYIcKk, Q), correspondant
au treillis ({J Yick, g) des sous-ensembles de K, lequel admet le sous-groupe G des
difféomorphismes a support compact dans S comme élément minimum et le sous-groupe
Gy = Diff{(S,S) comme élément maximum.

McDuff prouve (Theorem 1) que “E est un sous-groupe distingué de Diff5(S,S) si
et seulement s’il existe un unique J C K tel que Gy O E D [Gy,G] (ou [, | note le
sous-groupe des commutateurs)”.
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En considérant alors dans notre cas Exp”(S), qui est distingué par la remarque 1, on
déduit qu’il existe un unique sous-ensemble Jy de K tel que

GJO 2 E.Z‘pr(S) 2 [GJovGJo]'

D’autre part, il est immédiat de vérifier que pour chaque i € K on a G; 2 Exp"(S).

En fait, il suffit de considérer un champ complet de vecteurs (y, # 0 sur INV; et de le
relever le long d’un collier C' = N; x [0,1] en un champ complet ¢ sur S; une méthode
similaire et plus sophistiquée sera utilisée au théoréme d’extension stratifiée forte, (§2.2
“étape 37, figures 1 et 2). On trouve donc un difféomorphisme ¢t = Exp"({?) qui par
définition appartient & Fxp"(S); mais d’autre part comme (y, # 0 alors qﬁi‘ N, 7 1n, et
donc ¢¢ ¢ G;.

Alors nécessairement Jo = 0, G, = Gy = Diff{(S,S) et

Diffs(S,5) 2 Exp"(S) 2 [Diffq(S,5), Diffg(S,5)],

ce qui termine la preuve de la proposition car Diff§(S,S) est un groupe parfait ([McD],
Corollary 1.3). O

COROLLAIRE (THEOREME D’EXTENSION STRATIFIEE FAIBLE). Soit X = (A,X) un
E.S.A. compact, A, un squelette de A et S = A, — Ax_1 la partie de dimension k de A.

Tout homéomorphisme f : Ay — Ay, difféomorphisme sur chaque strate de Ay tel
que fia, , =1la,, et flg € Diffo(S,S) se prolonge en un homéomorphisme stratifié
f:UUIS — V UIS, difféomorphisme sur les strates avec U et V deus voisinages de S
dans A.

Preuve. Notons f = fg la restriction de f & S.

Etant donnée A compacte par hypothese, alors soit la réunion de k-strates S est
compacte soit elle est difféomorphe a l'intérieur d’une variété compacte a bord. En tout
cas, grace au théoreme au §2.1, nous avons

Diffo(S.5) = < Exp(S) >
(ou ici Exp = Exp™>) et donc on peut réécrire f de la forme

f=¢10-0¢7 avec ¢ =Exp((’),

etouVi=1,...,5, (" est un champ de vecteurs sur S de flot global ¢’ : § x R — S.

Nous voulons prolonger f : S — S (et f) en relevant chacun des flots ¢!, ce qui sera
possible en considérant un relevement controlé de chacun des champs (°.

Notons f = f4 la restriction de f & S. On a alors par hypothese que f — 155 quand
x — 08S.

Pour tout ¢ = 1,...s et pour toute composante connexe X de S, i.e. V k-strate X
de A, notons (% la restriction de ¢* & X et (}}X = {C%XY}YZX (avec Txy =Tx NY) un
relevement stratifié controlé de C}} sur un voisinage tubulaire stratifié Tx = Uy>xTxy
d'un SD.C. F ={(ny,py) : Ty =Y x [0,00] }yexn, fixé de A.

Comme chaque champ (% a un flot global ¢% (restriction de ¢?), alors grace aux hy-
potheses de controle la méme proprieté est préservée par le relevement Q}X de telle maniere

que son flot ‘I’%rx : Tx x R — Tx soit une isotopie stratifiée prolongeant contintiment ¢
[Gi].
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En notant alors q)iTS = Udim X:k@fx : Ts — Ts on obtient que sa section au temps
t =1, i.e. I'application composée

ho= (@) = loodf s — Ty

est un homéomorphisme stratifié du voisinage tubulaire T, difféomorphisme sur les strates
de Ts et prolongeant f: S — S.

La preuve se conclut alors en appliquant & h et h~! le lemme ci-dessous de démon-
stration élémentaire. O

LEMME. Soit Ts C A un voisinage tubulaire stratifié d’une strate S et hry : Tg — Ts
une application continue dont la restriction hg : S — S a S se prolonge continiment sur
0S := S — S par une application continue hys : 0S — OS.

Il existe alors un voisinage U de S dans A tel que l'application hy U hps := hrgp U
hos : UU IS — Tg UIS soit continue. O

REMARQUE. Avec les mémes notations que dans la preuve du théoreme d’extension
faible, on n’a pas de raison, a priori, pour affirmer que ’hypothese lim, .55 f = 1lgg avec
f = ¢l o---0¢3, implique que pour tout i = 1,...,s le champ de vitesse (¢ de ¢! se
prolonge par 0 sur A;_;. Cependant, il me semblerait raisonnable de penser que, dans le
cas ou le difféomorphisme f € Diffy(S,S) est pris dans un voisinage suffisamment petit
de 1g, on puisse obtenir lim, s ¢*(z) = 0 pour tout i = 1,...,s.

Dans ce cas, le théoréme d’extension faible pourrait alors étre amélioré pour en
déduire un théoreme d’extension & la stratification A toute entiére et en continuant avec
la méme méthode de démonstration (étape 2 etc..) on pourrait établir alors un théoréme
d’extension forte qui sera effectivement obtenu par des techniques différentes dans la
prochaine section.

D’autre part, il faut remarquer aussi que la possibilité d’obtenir que lim, s ¢*(z) =
0 est subordonnée a une extension apparemment non triviale des résultats de McDuff
(théoreme 1 et corollaire 1.3) [McD].

2.2 1 Un théoreme d'extension forte d’homéomorphismes stratifiés

Les théoremes 1 et 2 d’extension de la présente section constituent des ingrédients
indispensables respectivement pour les démonstrations des théoremes de transversalité 1
et 2 que nous donnerons au §3 pour le cas des E.S.A. et celui des stratifications rugueuses
et lipschitziennes.

Soit X = (A, X)) un espace stratifié et S = Ay — Ap_1 la réunion des k-strates de A.

Le théoréeme 1 (guide de base également pour la preuve du théoréme 2) nous permet
d’obtenir un prolongement “suffisamment régulier” sur la stratification A de tout difféo-
morphisme f : S — S, appartenant & un voisinage assez petit de 1g dans Diffy(S,5).
Ce théoreme représentera une étape cruciale des preuves des théoremes de transversalité
que nous donnerons au §3; en particulier, il corrige une imprécision dans la preuve du
Transversality Lemma de Goresky [Go]s.

Il convient d’abord de faire quelques rappels sur le fibré (757'S, gy, S % I) pullback
sur S X I du fibré tangent T'S et sur la notion de champ de vecteurs dépendant du temps.

Considérons alors, avec les notations de [Ma]g (page 286) et/ou [DW] (page 61), la
projection mg =pry : S x I — S sur S.
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Rappelons que le fibré pullback (7§T'S,Igxr, S x I) sur S x I se définit comme ayant
pour espace total I’ensemble :

TiTS = {((w,t), (1,0)) € (SxI)xTS | o= y}
et donc en identifiant tout élément ((z,t), (z,v)) € 7§T'S avec (x,t,v), on peut réécrire

TS = | {(@t)}xTS = TSxI.

(z,t)eSXI

D’autre part, la fibre via Ilgx; dans 7¢T'S de chaque point (x,t) € S x I est bien
I'espace H;i ;(x,t) =T,S et donc on en déduit alors que l'espace des sections I'>*(7§T'S)
est constitué précisement par les champs de vecteurs ¢ = {(;}ter sur S x I préservant
chaque niveau t € I.

DEFINITION 1. Un champ de vecteurs dépendant du temps sur la variété S est la
donnée d’'un élément ¢ € I'*°(w5T'S) de I'espace des champs de vecteurs préservant les
niveaux de S x I. Nous noterons aussi ( = {(;}+cs en linterpréetant comme une famille
de champs de vecteurs de S paramétrée en t € 1.

Etant donné un champ de vecteurs dépendant du temps ¢ = {(;}+cr, on peut con-
sidérer sur la variété S 1’équation différentielle définie par

%ﬁ(ib, t) = (t(ﬁ(x’t))

B(x,0)=x , VzeS.

E(C)

Nous appelerons flot (global) du champ de vecteurs dépendant du temps ¢ = {(t}+
une application lisse ¢ : S x I — S qui est solution de I’équation F((). Notons aussi
¢ :={p: S — St.

Mather prouve ([Ma]g lemme 2 page 289, ou bien [DW] lemme 3.7.5) que tout
champ de vecteurs dépendant du temps ¢ = {(;}; dans un voisinage suffisamment petit
Og du champ constant zéro 0 dans I'°(7§T'S) admet un tel flot.

ATTENTION. Le flot ¢ : S x I — S d’un champ de vecteurs dépendant du temps
¢ = {(t}r nlest pas en général un groupe a un paramétre et donc méme en vérifiant la
condition initiale ¢g = 1g, il ne vérifie en général aucune condition du type ¢i1s = ¢t 0 Ps.

Si un tel champ ¢ = {(;}+ = ((z,t) pensé comme élément de I'*°(S x I) admet, dans
le sens usuel, un flot global ¥ : (S x I) x R — S x I qui, (cette fois) est un groupe a un
parametre de S x I, ¢ préserve alors tout niveau t € I et sa restriction a chaque niveau
t €1, Yy = Ye(x,s) est le flot (usuel) du champ de niveau (; qui est encore un groupe a
un parametre de difféomorphismes de S. Cependant, méme dans ce cas, il n’y a aucune
relation directe entre ¢ (ou les 1) et ¢ (ou les ¢).

Dans cette section, nous ne considereron que des flots ¢ solutions d’une équation du
type E(C) et qui ne seront pas donc en général des groupes a un parametre.

Soit X = (A, X) un espace stratifié abstrait, muni d’un systeme de données de controle
F={(Tx,7x,px)}xes.

Fixons une strate X de A et un champ de vecteurs dépendant du temps (x = {(x ¢ }+-
Comme pour tout ¢t € I, (x+ est un champ de vecteurs de X, on peut alors conidérer un
relevement (7, p)-controlé (r, ¢ sur le voisinage tubulaire Tx de X de sorte a retrouver
un champ de vecteurs (r, := {(ry ¢ }+ dépendant du temps de Tx.
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Les propriétés usuelles d’intégrabilité et de continuité des flots relevés controlés des
champs de vecteurs définis sur une strate sont alors encore valables quand on considére sur
X et pour son relevé sur Tx des champs de vecteurs dépendant du temps. En particulier,
avec les mémes notations que ci-dessus, on trouve :

PROPOSITION 1. Soit (ry = {(ryt}t un champ de vecteurs dépendant du temps
sur Tx obtenu comme relévement controlé d’un champ de vecteurs dépendant du temps
Cx = {(xt}t défini sur une strate X de A.

Alors le flot 1, = {d1y ¢}t de {1y vérifie les conditions de (m, p)-contréle et est un
prolongement continu du flot px = {dx+}+ de (x.

Preuve. En remarquant, grace a la condition de p-controle de chaque champ (x+,
que V z € Tx fixé, la fonction px o ¢y (2,t) est une fonction constante de la variable ¢,
on obtient que toute trajectoire ¢, (2,t) reste entierement contenue dans I’hypersurface
de niveau de z. La preuve est alors identique a celle donnée pour le cas classique d’un flot
relevé d’'un champ de vecteurs indépendant du temps. O

Le théoreme d’értension stratifiée forte que nous allons démontrer ci-dessous se
révelera d’'une importance cruciale pour la suite. La méthode de démonstration de la
premiere partie, “€tape 17, m’a été suggérée par Andrew duPlessis et se base sur les
techniques utilisées par Mather pour démontrer que la stabilité infinitésimale d’une ap-
plication f € C*°(S,S) implique sa stabilité. Elle permet d’obtenir un prolongement sur
de l'application f:.S — S sur A toute intiere, suffisamment régulier et qui jouera un role
subtil et essentiel également dans les preuves d’autres théoremes de régularité que nous
verrons au 44.

THEOREME 1 (D’EXTENSION STRATIFIEE FORTE). Soit X = (A, X) une stratification
(c)-réguliére, A un squelette de A et soit S = Ap — Ap_1 la réunion des strates de
dimension k de A.

Il existe un voisinage B de 1g dans Diffo(S,S) tel que tout f € B se prolonge en un
homéomorphisme stratifié f: A — A, difféomorphisme sur chaque strate de A et tel que
f|Ak71 = ]‘Ak—l .

Preuve. Adoptons ici toutes les notations de [Ma]g et de [DW] chapitre 3 en

précisant que tous les espaces d’applications que nous considererons seront munis de la
C*>°-topologie de Whitney.

FEtape 1 : Construction (pour toute f proche de 1g) d’une isotopie s : 1g = f entre
1g et f, qui est le flot d’un champ de vecteurs dépendant du temps.

Soit I = [0, 1], considérons une “famille de géodesiques”, de la variété S, [Ma]g ou
bien [DW] Proposition 3.3.1, i.e. une application lisse

V(@,y,0) =z V(z,y) e N
v:NxI— S telle que Y(z,z,t) =z V(x,x) € A(S) et Vtel

Y(x,y,1) =y V(z,y) €N

ou N est un voisinage ouvert de la diagonale A(S) dans S x S.
De maniere similaire & [DW] corollaire 3.4.5, ’ensemble

W= {g€C>(5,9) | (z,9(x)) € N}
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et 'application

G: W —C>®(SxI,SxI)
définie Vg € W par :

GUf):SxI—SxI , Gf)at)= <y(x,f(x),t),t>

sont respectivement un voisinage ouvert de 1g dans C*°(S,.S) et une application continue
d’espaces de difféomorphismes telle que

G(f)o=1s
feWw = et
Gifh="Ff

Pour tout ¢t € I notons alors

Gr:i=G(f):S— 8 . du(x) =z, f(2)1)

lapplication (dépendant de f) de niveau t € I de G(f).

Nous allons démontrer que si U est un voisinage suffisamment petit de 1g dans
Diffy(S,S), alors pour tout f € U la courbe v¢(t) := v(z, f(x),t) définit une isotopie
entre 1g et f, entierement contenue dans U et qui est le flot d’un champ de vecteurs
dépendant du temps.

Considérons maintenant I’espace des applications lisses C*°(S x I, S x I) et soit U
un voisinage ouvert arbitraire de 1g dans Diffy (.S, S).

Remarquons d’abord que quitte a rétrécir W, i.e. a le remplager par W N U, on peut
supposer W C U (et donc en particulier W C Diffy(S,S)).

D’autre part, pour tout voisinage ouvert U de 1g dans Diffy(S,S), grace au lemme
3.4.9 [DW] il existe un voisinage ouvert V' de I'identité 1g; dans I’espace C*°(Sx I, SxI),
tel que tout F' € V préserve chaque niveau t € I, i.e. est de la forme F(z,t) = (f¢(x),t)
avec f; : S — S, vérifiant de plus f; € U, Vt € I. Comme tout F' € V préserve les
niveaux, il conviendra d’utiliser également la notation F':= {f; : S — Stcr.

Pour clarifier davantage, avec les notations de [DW], Pouvert V' est défini par

V::uwz{Fecg;(su,sXU | )\F(I)QU}

ou l'indice “Ip” signifie “level preserving” et par définition Ap(t) := f;, Vte I.

Comme V F' = {fi}1er € V, on a (par construction de V) fy € U Vt € [0,1] et comme
(par hypothese) tout élément de U est un difféomorphisme, on en déduit que tout F' € V
est un difféomorphisme de S x I préservant les niveaux.

Donc V est un voisinage de 1gy; vérifiant :

VgDfolp(SXI,SXI) et “F:{ft}tel eV = ficeU,Vtel”.
L’application G : W — C°°(S x I, S x I) étant continue et V' étant un voisinage
ouvert de 1gxy dans C*°(S x I, S x I), Pensemble W’ := W N G~(V) est encore un

voisinage ouvert de 1g dans U et dans Diffy(S,.S) pour lequel on a

GW'Y C V C Diffi,(Sx1,8x1I).
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La restriction de G (notons-la encore G) :
G : W — V C Diffy,(Sx1,8x1I)

vérifie alors que chaque image G(f) est un difffomorphisme préservant les niveaux de
S x I que nous notons G(f) = {G(f)+}ter et dont chaque difffomorphisme de niveau

G(f)t eU.
Cela montre done, en particulier, que pour tout f € W' I'application ¢; := G(f); :
S — S est un difféomorphisme, que le chemin 7 (t) := ¢; est une isotopie de S et que

I'image de vy est enticrement contenue dans U.
Maintenant, pour tout f € W’ C U et pour tout temps ¢t € I fixé, considérons le
vecteur défini par la formule :

0 0

0¢t+f () = ==

§t (x) . or

T o7 l=

A, f(2), 4+ 7).
7=0
Comme un tel vecteur est tangent a la variété S au point ¢ (x) = v(z, f(z),t) et
Papplication ¢, étant un difféomorphisme (car f € W’) alors, pour tout ¢ € I, application
composée
Gi=&oot S — S — TS
o= g (@) = &l ()

détermine un champ de vecteurs tangent a S, défini en tout point = € S.
D’autre part, comme (;(z) = & (¢; *(z)) on déduit immédiatement que

Gon() = &@) = | buvrla) = 2o )

ot lr=0
ce qui montre que 'application ¢ : S x I — S est le flot du champ de vecteurs dépendant
du temps ¢ = {(G}exr € I (nET'S), ot 'on doit seulement rappeler que ¢(z,0) = ¢o(x) =
1g(x) = = d’apres les propriétés de I’appication +.
Il est également immédiat de remarquer, que

¢1(2) = ¢(z,1) = 7(z, f(2),1) = f(z) le. 1=,

de nouveau grace aux propriétés de la famille de géodésiques ~.

Précision sur le choix du voisinage U de départ. Afin d’obtenir le voisinage B de-
mandé dans I’énoncé du théoreme, il faudra bien préciser le type de choix du voisinage
U a considérer au départ. Une telle précision devient nécessaire car, afin de récupérer le
plus possible de régularité pour chaque prolongement fr, : Ts — T de f (“étape 27), il
faut demander le plus possible de régularité aux applications f € U.

Considérons alors une application lisse § : S —]0, 1] qui se prolonge de maniere lisse
par § =0 sur 9S:=5 - S =J res Ity avec les différentielles de tout ordre égales a 0 sur
le bord 95 de S.

Pour tout [ > 0, le sous-ensemble de Diffy (S, S)

Bl = Bl(1g) = {g € Diffo(S,S) | di(le(x),j'1s(x)) < 6(x), Vo € S }

est un voisinage de I'identité dans C>(S, S) (avec la C'-topologie et donc) avec la C°°-
topologie [GG]. Pour ce choix convenable de la fonction 4, VI > 0, tout élément f € B}



106 Un Théoréme de transversalité-isotopie pour des stratifications régulieres Chapitre 111

est prolongeable par 1g sur 9S. De plus si I > 1, (*) une telle extension a sa différentielle
prolongeable par l'identité sur 9S : pour toute suite {z,} dans S telle que les limites
suivantes existent, limz,, =z € X’ C 9S et lim,, T, S = 7 on a aussi

lim f*l,n =id, .

Rappelons que le champ de vecteurs dépendant du temps ¢ = {(;}, € I'™°(n5T'S)
défini dans I'étape 1, avait été obtenu a partir d'un élément f € W’ arbitraire (f était
présent dans la définition de ¢y = G(f);); donc ¢ dépend de f € W’ et nous le noterons
CUF) = {C(f)ehr

On trouve alors I'application :
98 — G W — T=(ryTS) , G(f)=((f):SxI—7nyTS=TSx1I

continue et définie sur le voisinage W’ de 1g dans U et Diffy(S,S), [Mals, [DW].

D’autre part, Mather prouve ([Ma]g lemme 2 page 289, ou bien [DW] lemme 3.7.5)
qu'il existe un voisinage Og du champ constant zéro 0 dans I'**(7£T'S) tel que tout champ
dépendant du temps ¢ € Og admette un flot g = 3({) définit pour tout temps t € I :

B(C)o = 1s
B=p0(C):SxI—S tel que et
B(C)¢ € Diff(S,S) , Vtel

et de sorte que 'application
Os : T°(nETS) — C*°(SxI1,5) , 0s5(Q):=pK) : SxI—S

soit continue.

Considérons maintenant un voisinage B%(0) du champ 0 dans I'*°(S) (du méme type
que B(1g) dans Diffo(S, S)) et considérons un voisinage B4(0) de 0 dans T (75T'S) tel
que ¥V ¢ = {(;}rer € B5(0) on ait ¢; € B4(0) pour tout ¢ € I (lemme 3.4.9 [DW]).

Définissons alors le voisinage B demandé dans I’énoncé comme ’ensemble W' obtenu
a partir de U = BY(1g) par

B:=W"(U) := W"(Bi(1s)) = G’ (05 N B(0)).

Grace a la continuité de G’ : W/ — I'°(n§T'S) et comme G'(1g) = 0, alors d’apres les
propriétés de la famille de géodésiques ~y, on obtient immédiatement que B := G’ -t (Os N
Bé(O)) est un voisinage ouvert de lg dans Diffy(S,S) qui vérifie de plus B C W' C
Bi(1g) =: U.

En résumant, avec cette définition de B, on obtient alors, pour tout f € B, les
propriétés suivantes :

i) Comme f € B C Bé(ls), f est alors prolongeable par 1g sur 95 et de plus une
telle extension a sa différentielle prolongeable par I'identité sur 95 : pour toute suite {x,, }

(*) Quand on considerera des stratifications (w)-régulieres ou lipschitziennes il faudra prendre

1 >2.
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dans S telle que les limites suivantes existent, limz,, =z € X’ C 95 et lim,, T, S = 7 on
a aussi
lim f*l,n =id, .
n

i1) Comme f € G’_l(Bf;(O)), le champ de vecteurs dépendant du temps G'(f) =
C(f) = {<(f)t}ter est alors tel que chaque champ de niveau ((f); : S — T'S se prolonge
continuement par 0 sur 95 ainsi que ses dérivées.

it1) Comme f € Og, le champ de vecteurs dépendant du temps G'(f) = ((f) =
{¢(f)t}ter admet alors un flot B({(f)) : S x I — S défini pour tout temps t € I.

iv) Comme f € W', en notant 5(C(f)) = {B(C(f))e}t et ¢r := B(C(f))t, on a alors

¢o = 1ls et ¢1 = f (par construction, voir aussi [Ma]g lemme 1 page 289).

Etape 2 : Détermination d’une extension fry de f aux strates de dimension > k dans
un voisinage tubulaire Ts := Ugim x=k1x de S et extension “identique” sur 95S.

Pour toute k-strate X de A, i.e. pour toute composante connexe X de S, considérons
un voisinage tubulaire Tx = T'x(1) de X dans A ; il est clair que les T'x peuvent étre
considérés deux a deux disjoints [Ma];.

Pour toute k-strate X notons alors fx : X — X la restriction de f a X.

Comme f € B et B C Diffo(S,S), f préserve alors chaque composante connexe X
de S, ie. f(X)= X, et on peut donc écrire :

f=U & - s= U x — s= | x

dim X=k dim X=k dim X=k

avec fx € Diff(X,X) pour toute k-strate X de A.

Afin de prolonger f : S — S en un homéomorphisme stratifié fr, : Ts — T, qui
soit un difféomorphisme sur les strates de Ts := Uqim x=x1x, il suffira donc de définir
un prolongement fr, : Tx — Tx de chaque fx et ensuite de reconsidérer la réunion
(disjointe) fry = Ux fry -

Considérons alors la famille de champ de vecteurs dépendant du temps

1) = () =€) = <UD} oy € TZ(5TS)
et remarquons que de méme que f = Ux fx, tout champ de vecteurs ((f); de S s’écrit
comme une réunion disjointe du type ¢(f): = Ux((f): x-

Soit ((f)rs := {C(f)ers }rer le champ de vecteurs stratifiés dépendant du temps sur
le voisinage tubulaire T's de S obtenu comme relévement controlé sur Tg = UxTx de
chaque champ de vecteurs ((f); de niveau t € I de S.

La stratification X = (A, X) étant (c)-réguliere, on peut obtenir que chaque ((f): 7y
soit de plus un relevement continu du champ correspondant ((f); sur S.

Comme le champ de vecteurs dépendant du temps ((f)r, est un relevement controlé
du champ ((f) et comme ((f) admet un flot ¢ = B(¢(f)) : S x I — S défini pour tout
t € I alors grace a la proposition 1, {(f)r, admet également un flot défini pour tout
t € I, que nous notons ¢, = B(C(f))rs : Ts x I — Tg et qui est de plus un prolongement
continu de ¢.

Alors pour tout f € B, I'application

frs == (BE(f)1s)r = (b15)1: Ts = Ts
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prolonge ’application de départ f:S — S.

De plus I'application f — f~1 [Ma]s, [DW] étant continue, on peut supposer que B
est tel que “f € B = f~! € B. En considérant alors le champ de vecteurs dépendant du
temps ((f~1), on obtient que (frs)~' = B(¢(f~1))1 et donc fry est un homéomorphisme
stratifié, difféfomorphisme sur les strates de Ts prolongeant f.

D’autre part, comme f € B alors on a ((f); € B4(0), V t € I et donc ((f)iry se
prolonge par 0 par continuité sur dS. On en déduit alors facilement que :

z_}grelas Jrs(2) = 1as ().

Etape 3 : Extension de la restriction fTS(%) sur ’intiere A. Maintenant, dans le but
d’obtenir un prolongement du difféfomorphisme f € B sur 'intier A, nous allons déformer

I'application fry () dans la partie T's(1) — Ts(%) de sorte a pouvoir ’étendre par 'identité
dans A — Ts(1) et sans la changer dans Ts(3).

Comme frg(1) est définie par la famille de champs de vecteurs dépendant du temps
{B(C(f)¢1s tter, modifions chacun des champs relevés contrdlés ((f):r, de la maniere
suivante.

Notons ¢(f)¢ 7y = Udim x=kC(f)t Ty, considérons g une fonction réelle lisse g :

1 sisﬁ%;
g:R—=1[0,1] , g(s)=
0 siszi

et modifions (seulement) le module du champ de vecteurs dépendant du temps ((f)r, en
le réduisant par la fonction g.
De cette maniére, on obtient le nouveau champ de vecteurs

C(f)rx (@) == g(px(2)) - C(f)7x (%)

qui vérifie

0 si px(r) > 3§

Figure 1 Figure 2
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D’autre part, il n’est pas difficile de vérifier que le flot QETX du champ dépendant du

temps ((f)r, s'obtient & partir du flot ¢, de ((f)r, par la formule :
éTX (Z, t) = ¢TX (Za Q(PX (Z)) : t))

d’ou 'on déduit que QETX est défini pour tout temps ¢ € I et qu’il est un homéomorphisme
stratifié difféomorphisme sur les strates de Ts = UxT'x (1) pour lequel les propriétés
analogues de régularité de ¢, restent valables.

Comme les voisinages de la famille {T'x }qim x= peuvent alors étre supposés deux a
deux disjoints [Ma];, nous pouvons considérer le champ dépendant du temps global sur
la stratification A toute entiere défini par :

[a]
&
N
m
.
|
-
&
=

Ti(1)

Figure 3

Le champ de vecteurs dépendant du temps ((f)a a évidemment un flot 3({(f)a) :

A x I — A, definit pour tout t € I, qui prolonge le flot q?)TX de ¢(f) 1y par l'identité hors
de Tx(l)

Alors D'extension finale f : A — A de f: S — S, f € B, s'obtient en considérant
'application au temps t = 1, f := B(C(f)a)1 et en remarquant que les propriétées de
régularité demandées pour f se déduisent immédiatement car elles sont vérifiées pour tout
X, par la restriction f|TX = ¢r, : T'x — Tx flot au temps ¢ = 1 du champ dépendant du

temps ((f)ry, . O

THEOREME 2. Le théoréme d’extension forte est encore valable si au lieu d’une
stratification (c)-réguliére on considére un E.S.A. ou bien des stratifications (w)-réguliéres
ou bien lipschtziennes.

Preuve. Rappelons que dans le théoréme 1, pour des stratifications (c)-régulieres,
I’extension f de f s’obtenait en relevant le champ de vecteurs dépendant du temps
Ux((f)x (X = k-strate) en un champ dépendant du temps ((f)ry = Ux((f)r, puis

en changeant le module de ce dernier pour obtenir un champ ¢((f)rs := Ux((f)r, qui se
prolongeait par 0 en le champ final {(f)4 sur A.
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Dans ce cas la, chaque T’y était un tube d’un S.D.C. et chaque {(f)r, un relevement
continu controlé, de sorte que la condition de controle sur le champ relevé assurait la
continuité du flot relevé.

SiX = (A, X)est un E.S.A. il suffit alors de considérer un plongement (b)-régulier de X
dans un espace Euclidien R™ [Te] et de remarquer que la (b)-régularité d’une stratification
implique la (c)-régularité.

D’autre part, si A est (w)-régulier (resp. lipschitzien) alors A n’admet pas nécessai-
rement (a priori) une structure d’E.S.A.; nous ne disposons pas alors d'un S.D.C. et la
condition de controle n’a plus de sens.

Cependant, si A est (w)-régulier (resp. lipschitzien), il existe un relevement stratifié
UxC(f)ry du champ ((f) = Ux((f)x qui est rugueux [Ve] (resp. lipschitzien [Pa]) et
avec lequel on trouve a nouveau la continuité du flot relevé qu’on obtient de plus rugueux
(resp. lipschitzien). La seule différence par rapport au théoréeme 1 est que, cette fois,
chaque T'x constitue un voisinage de la strate X dans A au lieu d’un voisinage tubulaire
d’un S.D.C.. -

La détermination du champ de vecteurs Ux((f)ry a partir de Ux((f)ry et I'exten-
sion finale ((f)a sur A s’obtiennent alors de la méme manieére que dans le théoreme
précédent, en considérant cette fois des fonctions distance px lisses arbitraires et des
voisinages T'x dans A des strates X (de dimension k), deux a deux disjoints. O

REMARQUE. A partir du théoréeme d’extension on peut de plus déduire que si A est
plongé dans une variété ambiante M D’extension s’obtient alors sur M toute entiere.

83. Le Théoréme de Transversalité.

Rappelons qu'une stratification d'un espace A est la donnée d’une partition locale-
ment finie 3 en variétés lisses (au moins C'!) connexes (les strates), a laquelle on demande
habituellement (mais pas nécessairement) de vérifier la condition de frontiére. Nous ap-
pelons alors le couple X = (A, X)) un espace stratifié.

D’autres conditions de régularité : étre un ensemble stratifié abstrait (E.S.A.) (cas non
nécessairement plongé), ou vérifier les conditions (a) ou (b) e Whitney, (c) de Bekka, (w)
de Verdier ou lipschitzienne de Mostowski (dans le cas plongé), peuvent étre démandées
a la stratification X selon les nécessités et les buts poursuivis.

Par analogie avec la définition des objets sous-stratifiés de Whitney de X, donnée par
Goresky [Go], dans le cas ot ¥ et X sont des stratifications (b)-régulieres, nous donnons,
pour un espace stratifié arbitraire X = (A, X) (abstrait ou non) la définition suivante, ou
“E)-régulier” désignera une condition quelconque de régularité citée au dessus.

DEFINITION 1. Soit V' C A un sous-ensemble fermé de A. Un objet sous-stratifié
(0.5.5.) de X ((E)-régulier), est la donnée d'un espace stratifié¢ ¥ = (V, X)) dont la
stratification ¥4, ((E)-réguliére) est compatible avec la stratification ¥ de X, i.e. : V.C A
et de plus chaque strate R de ¥ est contenue dans une unique strate S = Sg de X.

Si X et v sont tous les deux des E.S.A. alors on peut dire aussi que ¥ est un sous-
ensemble stratifié abstrait (sous-E.S.A.) de X.

Remarquons que si 7 est un O.S.S. de X, 'application d’inclusion I : ¥ — X est une
application stratifiée, et que pour toute strate S de X, le sous-ensemble VNS est un fermé
de S muni de la stratification induite Vs := {R € ¥ | R C S}, que nous appellerons la
restriction de V a la strate S de X.
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A partir de maintenant, et dans toute la suite, toutes les fois qu’il n’y aura pas d’am-
biguité, nous sous-entendrons les stratifications des O.S.S. de X que nous considérerons.
En particulier, pour dire que ¥ est O.S.S. de X nous dirons plus simplement que V' est
un O.S.S. de X (ou de A) en sous-entendant que V' est donné avec une stratification ¥ et
dans le cas des E.S.A. donné avec un systeme de données de controle (S.D.C.) [Ma]; fixé.
De méme nous noterons par Ay et Vi les squelettes X et V) de dimension k de X et V
(avec la stratification induite).

DEFINITION 2. Soit X = (A, X) un espace stratifié (abstrait ou non). Une isotopie
stratifiée de X (ou de A) est la donnée d’une application

P:AxR— A notée aussi {®: A— A}icr

telle que pour chaque t € R, I'application au temps t, ®; : A — A est un homéomorphisme
stratifié de A dont la restriction & toute strate S de A est un difféomorphisme ®;5: .S — 5
de S. Evidemment si {®;}; et {¥;}, sont des isotopies stratifiées de X alors I’application
composée {U; o P, }, l'est aussi.

DEFINITION 3. Soient W et W’ deux O.S.S. d’un espace stratifié X = (A4,%). Nous
dirons que W’ est une déformation par isotopie de W dans A, s’il existe une isotopie
stratifiée ® : A x R — A telle que ®¢ = 14 et W’ coincide avec le sous-ensemble de A

Dy
déformé au temps t = 1 de W, i.e. W’ = ®(W). Nous notons alors W = W' ou de
facon équivalente &, : W = W’

REMARQUE 1. La relation de “déformation par isotopie” est une équivalence dans
l’ensemble des 0.S5.5. de X.

Preuve. En fait, on a immédiatement :
1
i) 2 W
N o, o, !
HWW=W W = W,
P N
H)yW=W et W=2W' = W ="W'. O

PROPOSITION 1. Si @ : AXR — A est une isotopie stratifiée de X = (A, %) et W est
un 0.8.S5. de X, alors pour tout t € R l’ensemble image W' := ®,(W) avec la stratification
induite par ®; ’est également et est une déformation par isotopie de W.

Preuve. C’est élémentaire. Nous remarquons juste que dans le cas des E.S.A.; si

w,, - TWQ — Wa

Fw = {(TWa’ﬂ-Wa’pWa)}Waeer )
pw, + Tw, — R

est un S.D.C. pour 'E.S.A. W = U, W, alors

@0 (9) 1= { (®(Tiw) Qom0 o @) f

est un S.D.C. pour W’ = U, ®;(W,,) car toutes les propriétés topologiques (A1), ..., (A7)

et (Ag) [Ma]; se préservent via ’homéomorphisme ®; : A — A et la propriété de sub-

mersivité (Ag) se préserve via les difféomorphismes {®; : S — S}g (S strate de A).
Donc si W est un sous-E.S.A. de X alors W’/ = &1 (W) l'est aussi. O
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DEFINITION 4. Pour tout £ < dim X considérons le k-squelette A de A. Deux
0.5.S. V et W de A sont dits transversauxr dans Ay si pour toute strate S de Ay les
restrictions Vg et Wy sont transversales dans la variété lisse S.

Soulignons clairement qu’il n’ y a aucune raison a priori pour qu’une isotopie stratifiée
de A puisse préserver 1'une des conditions de (FE) régularité pour les O.S.S. de X sinon
celle d’ “étre un sous-E.S.A. de X”. Nous nous occuperons de ce probleme délicat au §4.

LEMME. Soient P, Q deuz sous-variétés lisses d’une variété S et f un difféomorphi-
sme de S. Sile graphe I'f de f est transverse a P x Q dans S x S alors la restriction
fp: P — S est transverse a Q).

Preuve. L’espace tangent a I'f est justement le graphe de I'application linéaire tan-
gente f, : T'S — TS, donc pour tout p € P tel que le point image ¢ = f(p) € Q on
a

Tip,q) I'f = Graphe(f.p)

et d’autre part, comme par hypothese I'f est transverse & P x ) on a aussi
T,PxT,Q + { (v, fup(0)) | vET,S } D T, x Tj(pS.

Donc, si u € T;S est un vecteur arbitraire, le vecteur (0,u) € T,S x TS est alors de
la forme

(0,u) = (a,0) + (v, fup(v)) = (a+ 0,0+ fip(v))
avec a € T,P, b€ T,Q et v e T,S.

En particulier on trouve que v = —a et donc

U= b+f*,p(v) S Tf(p)Q + f*p(TpP).

Comme u € TS était un vecteur arbitraire, cela veut dire que la fonction restriction
fp: P — S est transverse a Q). O

3.1 : Le théoréme de transversalité. Cas des ensembles stratifiés abstraits.

Le théoreme 1 ci-dessous est 'analogue du théoréeme de transversalité de Goresky
(Transversality Lemma 5.3. [Go]z) donné pour un O.S.S. W de X en considérant une
inclusion stratifiée ¢ : V — X.

Dans cette section nous le démontrons sous I’hypothése que 'espace stratifié ambiant
X soit un E.S.A. en rappelant, d’autre part, qu'une telle catégorie contient les strati-
fications (b) et (c¢) régulieres (resp. [Ma]; et [Be];). Ensuite, a la section 3.2 nous
considererons le cas ou X a une régularité du type (w) de Verdier ou bien lipschitzienne.

Enfin, une vérsion plus (générale et) donnant la transversalité de W par rapport a
une application stratifiée, sera démontrée en conclusion du paragraphe a la section §3.3.

A propos du théoreme 1 qui suit, c’est le cas de souligner que les O.S.S. de X con-
sidérés sont complétement généraux : nous ne faisons aucune hypothese sur leur type de
régularité, car nous étudierons ce probleme au §4.

THEOREME 1 (DE TRANSVERSALITE-ISOTOPIE). Soit X = (A,X) un E.S.A. et V
un 0.5.5. de A. Alors pour tout O.5.5. W de A, on peut construire une déformation par
isotopie W' de W transverse a V' (dans A).
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De plus, pour tout voisinage ouvert U de W dans A on peut obtenir W' C U.

Preuve. Prouvons par récurrence sur la dimension k < n du squelette Ax de A qu’il
est possible de construire une chaine de n déformations par isotopie des O.S.S. de A

li<.
IS,

W(0) = W(1) L wn)

telles que chaque W (k) soit transverse a V' dans Ay pour k =0,...,n.

Pour k£ = 0, on choisit W(0) = W. Soit donc k > 0 et supposons construite la chaine
1 \1/2 k—1

de déformations par isotopie W (0) L wi) = - = Wk —1).

Par hypothese de récurrence, W(k — 1) est transverse a V' dans Aj_1, donc on peut
définir la partie de W (k) contenue dans Ap_; précisément par

W(k) NAp_1:= W(k - 1) NA_1.

Nous completerons la construction de W (k) en deux étapes:

Etape 1. Construction de W (k) N [Ax — Ak_1]. Soit S = A — Ag_1, la variété
lisse de dimension k réunion de toutes les k-strates de A. Nous allons déterminer un
difféomorphisme f : S — S qui déforme les strates de W (k — 1) NS en les mettant en
position transverse a V N S.

Notons {W,} et {Vz} les familles des strates des restrictions W(k—1)NSet VN S.

Considérons 'espace C'°°(S,S) des applications lisses muni de la topologie fine de
Whitney, qui est un espace de Baire, et pour lequel nous adopterons les notations et les
définitions de [GG]. Alors pour tous «, 3 ’ensemble

Tw,xv, = {f € C™(S,9) ‘ jOf est transverse & W, x Vg} =

{f € C™(S,9) ‘ I'f est transverse a W, x V3 dans S x S},

ou I'f = Graphef, est une intersection dénombrable d’ensembles ouverts et denses dans
C>(S,S) ([GG], page 54 théoreme 4.9).

Comme {W, x Vz} est au plus dénombrable, ’ensemble

T = ﬂ Tw,xv,; = {f € C(S,8) | I'f transverse a W(k —1) x V dans S x S }

Wa CW (k—1)NS
VgCvns

est encore une intersection dénombrable d’ensembles ouverts denses de C*°(S,.S) et donc
T est dense dans C*°(S, S).

Considérons alors un voisinage B de 1g dans Diffy(S,S) comme celui obtenu dans
le théoreme d’extension stratifié (forte).

Alors, par densité de T, 'intersection B N'T # () est non vide et on peut choisir un
difféomorphisme f* € BN T, notons f* = f, de sorte que I’égalité

f*p(TpWa) = Tf(p) f(WOé)
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et le lemme assurent que f(W,,) est transverse a Vg pour tout «, 8. Le.
f(W(k—=1)NS) esttransversea VNS,

et donc nous concluons I’étape 1 en définissant

W(k) NS = f(W(k—1)Nn8).

Etape 2. Construction de W (k)N[A— Ay]. Soulignons que, dans cette étape, par notre
stratégie de démonstration, nous n’avons besoin d’obtenir aucune condition de transver-
salité entre les “continuations” Wi(k) N [A — Ax] et V. N[A — Ag] de W (k) et V dans
A— Ag.

Comme f € B, grace au théoreme d’extension stratifée, alors f se prolonge en un
homéomorphisme stratifié f : A — A difféomorphisme sur chaque strate de A, qui est
I'identité sur Ax_1.

Alors nous pouvons conclure I’étape 2 en définissant

W(k) == f(W(k—1)).

Conclusion de la preuve du théoréeme. Grace au théoreme d’extension stratifiée on a
f:=® o1 ®: AxI— A est une isotopie stratifiée (vérifiant de plus que &, € B, V t).
Comme ® est relative & la k-eme étape de récurrence notons & = ®F.

Rappelons que car par construction on a

(I)]f =f ) qﬂlﬂs =f ) q)]f|Ak,1 =ida,_,
et donc on a aussi :
W (k) = W(k—1) N Aj_, Uf(W(k: —1)n s) e! (W(k —1)N(A- Ak)).

Alors W (k) est transverse a V' dans Ai_1, car il coincide avec W (k — 1) et de plus il
est transverse & V dans S = Ay — Ax_1 par le choix du difféomorphisme transversalisant
f 8 — S dans I'étape 1.

D’un autre coté, comme W (k) = ®¥(W(k — 1)), on obtient immédiatement par la
proposition précédente que W (k) est un O.S.S. de A et de plus qu'il est une déformation

k
t

®
par isotopie, W(k — 1) = W (k) de W(k —1).

Alors, la “déformation par isotopie” étant une relation d’équivalence, on conclut la
démonstration du théoréme en définissant W’ := W(n). O

REMARQUE 1. La déformation par isotopie finale ®; : W = W' telle que ®,(W)
soit transverse a V' dans A, s’obtient de la maniére suivante : 'application &; : A — A
est la composition ®; := ®? o --- 0 ®} , ol pour tout k = 1,...n, ®¥ est l'isotopie
transversalisante dans S = Ay — Ak_1, construite (dans Iétape 2) a la k-éme étape de la
récurrence. d

REMARQUE 2. L’application transversalisante f : S — S, f = f¥ € BN T (par
dénsité de T'), peut étre choisie aussi proche de I'identité 1g = 114, _4,_,) que l'on veut,



§3 Le Théoréme de Transversalité 115

ainsi que toutes ses dérivées. De plus, nous avons fait un choix pour lequel le germe de f
tend vers 1gg ainsi que toutes ses dérivées de tout ordre quand z — 0S.

En précisant de maniére ultérieure le choix du voisinage B (de la fonction ¢ : S —
[0,1[) dans le théoreme d’extension, on peut demander de plus que 'ordre avec lequel
toutes les dérivées de f tendent vers 0 soit arbitrairement grand.

On en déduit alors en particulier que “W’ peut étre construit dans un voisinage U de
W dans A arbitrairement petit”.

REMARQUE 3. Le difféomorphisme f = f* : S — S, transversalisant dans S = Aj, —
Aj_1, s’obtient comme le flot au temps ¢ = 1 d’un champ de vecteurs dépendant du temps.

En général, il n’y a aucune raison pour que f puisse étre choisit comme un élément
de Exp(S), i.e. comme le flot au temps ¢t = 1 d’un champ de vecteurs qui ne depend pas
du temps [Fr].

C’est exactement pour surmonter cette difficulté que nous avons du écrire le théoréeme
d’extension en corrigeant en méme temps une imprécision dans la preuve du Transversality
Lemma de M. Goresky [Go]s. Il est clair d’autre part que notre démonstration s’inspire
beaucoup du théoreme de Goresky.

3.2 : Le théoreme de transversalité. Cas (w)-régulier et lipschitzien.

Le théoreme 1, de mise en position générale pour des O.S.S., a été démontré sous
I’hypothese que X soit un E.S.A., qui par définition est muni d’un S.D.C. Le théoréeme reste
donc en particulier valable pour les stratifications (b)-régulieres [Ma]; et (c)-régulieres
[Be]lyg.

Dans le cas des stratifications (w)-régulieres et lipschitziennes, le type de régularité
permet d’obtenir de bonnes propriétés de régularité de relevement des champs de vecteurs,
lesquelles caractérisent la régularité de la stratification [BT] et [Pa]. On obtient ainsi
d’autres théorémes importants comme le premier théoréme d’isotopie de Thom [Ve], [Pa]
et ceci sans utiliser de S.D.C.

Donc, pour ces types de stratifications plongés dans R (ou bien dans une variété au
moins C?), on ne dispose pas en général d'un S.D.C. et ’énoncé du théoréme de transver-
salité précédent ne s’applique pas convenablement. Cependant, notre démonstration est
plus générale que son énoncé et s’adapte, avec une petite modification, au cas de ces
dernieres stratifications qui ne sont pas nécessairement(*) structurées par un S.D.C.

THEOREME 2. Soit X = (A, X) un espace stratifié (w)-régulier ou bien lipschitzien
et soit V un 0.5.5. de A. Alors pour tout 0.5.5. W de A, il existe une déformation par
wsotopie W' de W transverse a V dans A.

De plus, pour tout voisinage ouvert U de W dans A on peut obtenir W' C U.

Preuve. La preuve est contenue presque entierement dans le théoreme 1. Considérons
en fait la méme démonstration que celle du théoreme précédent jusqu’a l’étape 2. A I’ étape
2, pour définir la continuation W (k) N (A — A), on doit prolonger le difféomorphisme
f 8§ — § aux strates supérieures en un homéomorphisme stratifié lisse sur les strates
et cela est possible car le théoreme d’extension reste valable pour des stratifications (w)-
régulieres ou bien lipschitziennes (théoreme 2, §2.2). O

(*) Par exemple si A est (w)-régulier avec toutes les strates analytiques alors A admet un S.D.C.,
car dans ce cas il est de plus (b)-régulier [Tr], d’apres T.C. Kuo [Kuo].
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REMARQUE 1. 1l est clair que les propriétés citées dans les remarques 1, 2 et 3
de la section précédente restent encore valables pour des stratifications (w)-régulieres et
lipschitziennes.

Nous concluons cette section en laissant un probleme ouvert concernant une possible
amélioration du théoreme de transversalité stratifiée.

Probléme. “Peut-on déterminer la déformation W' de W de sorte que W/ UV ait
une stratification naturelle ?”

Nous ne connaissons pas la réponse a cette question. Donc nous nous limitons a
souligner ce qui nous semble constituer les principales difficultés :

i) Déterminer la déformation W’ de W (transverse a V') de sorte que pour tout couple
de strates W/, , V3 respectivement de W’ et V, I'intersection W/ NV} soit localement finie
dans W’ U V. Dans ce cas en notant pour tout ensemble H “c.c.(H) := la famille des
composantes connexes de H” on trouve que la famille réunion

Swov = | ee(W, =Vp)| Jee (Vs = W) Jee. (W, nVp)
w/lcw’
VW

est une partition localement finie en variétés connexes de W/ U V.

i1) Déterminer un raffinement de la partition Xy y afin que la condition de frontiere
soit vérifiée.

Les figures 1 et 2, au §4 chapitre IV, montrent des exemples simples de deux O.S.S.
V et W transversaux dans X pour lesquels les difficultés i) et i) ci-dessus précisées se
présentent.

3.3 : Le théoreme de transversalité. Transversalité d'applications stratifiées.

Dans cette section, nous donnons le résultat de transversalité le plus général du
chapitre qui permet comme corollaire d’obtenir un théoreme analogue au Transversality
Lemma de Goresky [Go]s.

Rappelons alors le théoreme de Goresky qui a inspiré le travail dans ce chapitre:

TRANSVERSALITY LEMMA. (Goresky 1981). Soient X1 et Xo deux stratifications (b)-
régulieres contenues respectivement dans les variétés My et Ms. Fizons deux S.D.C., Ty
et T5 respectivement de X1 et Xo et soit f : X1 — Xo une application stratifiée. Supposons
que l'une des deux hypothéses suivantes (au moins) soit vérifiée :

i) f est contrélée par rapport a Ty et Ta; ~
i1) f est la restriction d’une application lisse f : My — M.

Alors pour tout 0.5.S. W de Xo vérifiant la condition de m-fibre et (b)-régulier, il ex-
iste une déformation par isotopie W' de W, vérifiant la condition de mw-fibre, (b)-réguliére
et telle que W' soit transverse a f. O

Le théoreme de transversalité que nous allons démontrer concerne la déformation
d’une application stratifiée h : Z — X afin de la rendre transverse a une autre application
stratifiée g : 9 — X fixée au départ.

Nous devons d’abord introduire quelques définitions et remarques et ensuite démon-
trer les lemmes 1 et 2 qui les suivent.
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DEFINITION 1. Pour tout couple d’espaces stratifiés ¢, X notons
MY . X)={h:Y —>X’ h est stratifiée }

I’ensemble des applications stratifiées entre & et X.
Soient h,h’ : Y — X deux éléments de MS(Y ,X). Nous dirons que h' est une
déformation par isotopie de h dans X s’il existe une isotopie stratifiée ® : X x R — X telle

que &g = 1y et h' = &y o h soit la déformée au temps t = 1 de h. On note alors h e h'.

REMARQUE 1. La relation de “déformation par isotopie dans X” est une équivalence

dans MS(Y ,X).

@
Preuve. Cest immédiate car évidemment on a : i) h = h;ii) h = W' < h' = h et

i) RZR) + WERY = (2. O

REMARQUE 2. Si ® : A xR — A est une isotopie stratifice de X = (A,X) et
h € MS(Y ,X) alors pour tout t € R Uapplication hy := ®y 0o h € MS(Y ,X), et hy est une
déformation par isotopie de h dans X.

Preuve. C’est élémentaire. O

DEFINITION 2. Pour toute application h € MS(Y ,X) et pour toute strate S de X
notons hg la restriction hj,-1(g) : h=1(S) — S et adoptons la méme notation hp :=
hyp-1(By pour tout sous-ensemble B de X qui est une réunion de strates de X.

Etant données deux applications h, g € MS(9,X) et un entier k£ < dim X, nous dirons
que h et g sont transverses dans le k-squelette Xy, (ou Ay) de X ssi pour toute strate S
de Xj les restrictions hg et gg sont transverses dans la variété lisse S, i.e. : si pour
toute couple de strates P et @ de 9 telles que h(P) C S et g(Q) C S, les restrictions
hp:P — Setgg:(Q — S sont transverses.

LEMME 1. Soient S une variété lisse, f € C1(S,S) eth: P — S et g:Q — S deux
application C' définies sur deuz variétés P et Q et a valeurs dans S.

Si le graphe T'f de f est transverse a (h X g) : P x Q — S x S alors la restriction
[fohlp: P — S est transverse a g: Q — S.

Preuve. Rappelons que [f o hlp : P — S est transverse a g : Q — S ssi pour tout
couple de point (p,q) € P x Q tel que [f o h](p) = g(q) on a :

(1) : f*h(p) (h*p(TpP)) +9*q(TqQ) =T, ol S i= f(h(p)) = 9(‘])-

Fixons alors un couple de point (p,q) € P x @ tel que [f o h](p) = g(q) et notons
s:= f(h(p)) = g(q). Alors on a tout de suite

(hp).s) = (h(p). f(R(p)) €T

(h(p), s) = (h(p),g(q)) € Imm (h x g)

Comme I'f est par hypothese transverse a h x g : P X Q — S x S on trouve alors

(h X upg) TP X Q) + Thwy)Tf 2 Tingp).s)S X S

et en rappelant que T(j(p),s) ['f = Graphe(f.n(p)) on obtient ainsi :

et donc : (h(p),s) elfnlImm((ixg).

hap(TyP) % gug(T,Q)  + {(v f*h(p)(v)> | vETpS} > T,SxT,S.
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Fixons alors un vecteur u € T,S. Le vecteur (0,u) € 1,5 x TS peut donc s’écrire
sous la forme

(0,u) = (a,b) + (v,f*h(p)(v)) = (a +v,b+ f*h(p)(v)>

avec @ € hyp(TpP), b € giq(T4Q) et v € TS,
D’autre part de a +v = 0 on trouve v = —a € h,,(T,P) et alors on conclut que

u=>b+ f*h(p)(v) € g*q(TqQ) + f*h(p)h*p(TpP) .0

LEMME 2. Dans le mémes hypothéses qu’au lemme 1, si de plus f € Diff(S,S5) est
un difféomorphisme et h : P — X est une inclusion alors f(P) est transverse ¢ g : Q — S.

Preuve. C’est immédiat car si h =1 : P — X est une inclusion et f un difféomorphi-
sme alors [f o h](P) = f(i(P)) = f(P) est une sous-variété de S, Ty, f(P) = fup(TpP) et
donc pour tout point p € P tel que f(p) = g(q) € Im g la formule (1) au lemme 1 devient

Guq(TQ) + Ty f(P) =T,5. O

Nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

THEOREME 3 (DE TRANSVERSALITE D’APPLICATIONS STRATIFIEES).

Soit X une stratification (E)-réguliére ou (E) désigne l'une des conditions de régula-
rité suivantes : “étre un E.S.A.”, vérifier la condition (b) de Whitney, ou la condition (c)
de Bekka, ou la (w) de Verdier ou bien la lipschitzienne de Mostowski, et soit g : Y — X
une application stratifie définie sur un espace stratifié ¥ arbitraire.

Pour toute application h € MS(Z ,X) il existe une déformation par isotopie h' de h
dans X qui est transverse a g dans X. De plus, pour tout voisinage ouvert U de h(Z ) dans
X, on peut obtenir que h'(Z) C U.

Preuve. Nous reconsidérons la démonstration du théoréeme 1 et ’adaptons au cas de
transversalité d’applications stratifiées.

Par récurrence sur la dimension k& < n du squelette Ay de A construisons une chaine
de n déformations par isotopie de h dans X = (A, %)

\Ill
o =

s,

v

' h"

telles que chaque h¥ soit transverse & g dans Ay, pour tout k =0, ..., n.

Pour k = 0 choisissons évidemment h° = h. Fixons alors un k > 0 et supposons

\Ill \I/Z \I/k71
construite la chaine de déformations h® = Al = = pk-1,

L’application h¥~1 étant par hypothese de récurrence, transverse a g dans Aj_1, nous
pouvons définir la restriction de h* & A,_; comme coincidant avec h*~1, i.e. nous posons:

k k-1
h|Ak—1 = hlAk—l’

Completons la construction de A* comme dans le théoréme 1 en déformant h*~! sans
la changer sur Ax_1 en deux étapes:
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Etape 1. “Déformation de hﬁ;ii Ap 1] ”. Rappelons qu’avec notre hypothese simpli-
ficative S = A, — Ap_1 était l’uniqﬁe k-strate de X.

Notons {W,}, la famille des strates de [h"“_l]_l(S), et pour tout «, ho = hw, :
Wq — S la restriction de h & W,. Similairement, notons {Yj3}3 la famille des strates de
g~ (S) et pour tout 3, gg = gy, : Y3 — S la restriction g & Y.

Alors la preuve de I’étape 1 s’obtient de maniere formellement analogue a 1’étape 1
du théoréme 1, ol nous devons remplacer toutes les restrictions Wy et Vg des O.S.S. W
et V par les restrictions hg et gg des applications h et g.

En fait, de telle maniere, on trouve que pour tous «, § 'ensemble

TWaXyﬁ:{fGC"o(S,S) ’ jofesttransverseé(haxgg):WaxY/g—nng}:

{f e C>(S,9) ‘ I'f est transverse a (hq X gg)},

(ou I'f = Graphef), est une intersection dénombrable d’ensembles ouverts et denses
[GG], [Hi], [Mic] dans C*°(S, S).

D’autre part, comme la famille de strates {WW, x Yz} est au plus dénombrable (finie
si Y et Z sont tous deux compacts), alors I'ensemble

T = ﬂ Tw,xy; = {f € C(S,5) | I'f transverse & (hg X gs) }

h(Wa)CS
9(Yg)Cs

est encore une intersection dénombrable d’ensembles ouverts denses, et donc 71" est dense
dans C*°(S,S).

Avec la méme définition du voisinage ouvert B de 1g dans Diff(S,S) que dans le
théoreme 1, considérons alors un difféomorphisme f € BNT.

Comme f € T alors pour tout h, : W, — S et gg : Y3 — S5, on déduit grace au
lemme 1 que f o hf~! est transverse & gg; i.e. : fo h’gfl est transverse a gg.

Nous pouvons donc définir

hk = fonkF!

de sorte que h’g soit transverse a ggs (S = Ar — Ap_1).

D’autre part f € B, et donc les applications h* et h*~! coincident sur le (k — 1)-
squelette Ax_1 de A, et alors f o h’j‘kil est (par I’hypothese de récurrence sur h¥—1)
également transverse a g4, , dans Aj_;.

En conclusion, fo hlj‘k est transverse a g4, sur la réunion Ay = A,_; US et cela nous
permet de conclure la preuve de I’étape 1.
Etape 2. “Déformation de hE“A__l Ayl ?. C’est similaire a la preuve de [’étape 2 dans le

théoréme 1 on, avec la méme extension f = ®; : A — A cette fois on doit définir
RF = fohF !,

Conclusion de la démonstration. Avec la méme isotopie stratifiée ®F qu’au théoreme
1 et obtenue par application du théoréme d’extension forte du §2, et qui par construction
vérifie

(I)If = f ) (I)lf|s = f ) @lf|Ak71 - Z.dAk71
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nous obtenons la déformation “entiere” h* de h*~! en définissant :
h* = @k o pk-t
de sorte que par construction on ait
k—1 .
Ry~ sur Ap_1;
k k—1 _ .
hF =< fohk sur S = Ay, — Ag—1;

LS th_jAk] sur [A — Ag],

ce qui nous permet de conclure la récurrence et la démonstration du théoreme en con-
sidérant A’ = h". O

REMARQUE 3. Des remarques analogues aux remarques 1, 2 et 3 de la section §3.1
et concernant le théoreme 1 restent valable pour le théoreme 3 précédent.

Supposons maintenant, comme dans le Transversality lemma de Goresky, que W soit
un O.S.S. de X et que application h = i : W < X soit I'inclusion stratifiée de W dans X
et considérons ’application k' := ®; o h déformée de h.

Comme la déformation transversalisante ®;, est un homéomorphisme stratifié, et
donc en particulier un difféomorphisme sur chaque strate, alors grace au lemme 2, la
condition “h’ = Wy o h est transverse a g”, se réinterpreéte comme ‘W' = &y (W) est
transverse a g”. De plus, pour tout voisinage ouvert U de W dans X, on peut obtenir
W'CU.

On obtient alors le corollaire suivant qui généralise le Transversality lemma de Go-
resky, ou plus précisément sa version qui ne tient pas compte de la condition de w-fibre
pour ’O.S.S. W & déformer.

THEOREME 4 (COROLLAIRE). Soit X une stratification (E)-réguliere ot (E) désigne
lune des conditions de régularité suivantes : “étre un E.S.A.”, vérifier la condition (b)
de Whitney, ou la condition (c) de Bekka, ou la (w) de Verdier ou bien la Lipschitzienne
de Mostowski, et soit g : Y — X une application stratifiée définie sur un espace stratifié
Y arbitraire.

Alors pour tout 0.5.5. W de X il existe une déformation par isotopie W' de W qui
soit transverse a f.

Preuve. Comme vu ci-dessus c’est une application immédiate du théoreme 3 et du
lemme 2. 0O

Il faut souligner maintenant qu’a présent, dans le théoreme 4, analogue du Transver-
sality lemma, & la différence de Goresky nous ne considérons aucune condition de (E)-
régularité pour W sinon celle d’étre simplement un O.S.S. de X. Donc le probleme de la
préservation d’une telle condition pour sa déformation par isotopie W’ ne se pose pas non
plus (cependant nous dédierons le §4 a ce probleme).

D’autre part, méme si le théoreme 4 ne considere pas (par rapport au Transversality
lemma) des conditions de régularité sur I’0.S.S. W et pour sa déformation W’ (comme
pour la condition (b) dans le Transversality lemma), nous remarquons qu’en revanche le
théoreme 4 est valable pour des stratifications et des applications stratifiées bien plus
générales que celles du Transversality lemma. En fait nous n’exigeons aucune des hy-
potheses suivantes :
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i) g est contrélée par rapport a Ty et To;

i1) g est la restriction d’une application lisse g : My — M.

L’application stratifiée g : ¢ — X considérée par nous est donc completement
générale. Dans ce sens alors, on peut dire raisonablement que le théoreme 4 ci-dessus
est une généralisation éffective du Transversality lemma de Goresky.

Enfin, la condition de 7-fibre de Goresky (voir §7 chapitre IV définition 1) est une
condition tellement forte portant sur la géométrie d’'un O.S.S. W dans X que, avec la
méme démonstration que Goresky, (corrigée par nous selon la remarque 3, secton 1),
il ne serait pas surprenant que d’autres conditions de régularité puissent se préserver en
présence de cette condition de m-fibre. Par exemple, cela se vérifie immédiatement pour la
(a)-régularité mais me semblerait vrai aussi pour la (w)-régularité et/ou la (c¢)-régularité.

§4. Sur la préservation de la régularité pour les sous-objets déformés.

Dans ce paragraphe nous considérons le cas ou I'espace stratifié X = (A, X)) est contenu
dans un espace euclidien R™.

On pourra alors considérer pour X et pour chacun de ses O.S.S. des conditions de
régularité supplémentaires comme les conditions (a) de Whitney, (¢) de Bekka, (w) de
Verdier et la régularité lipschitzienne.

Nous nous intéressons au probleme de la préservation de régularité d’'un O.S.S. W
de A apres la déformation transversalisante dans A et donnons des conditions suffisantes
différentes selon les différents types de régularité de la stratification ambiante X = (4, X).

Nous devons souligner que, dans le cas o A C R"™ est (¢)-régulier, cela a un sens de
considerer la continuité des champs de vecteurs et donc tous les relevements (controlés)
effectués dans 1’étape 2 du théoréeme de transversalité sont pris continus (chapitre I).

D’autre part, cette remarque est redondante quand l'espace A est (w)-régulier (resp.
lipschitzien) car la rugosité (resp. lipschitzianité) du relevement implique automatique-
ment la continuité.

4.1 : Le cas des stratifications (c)-réguliéres.

Considérons premieérement le cas ot A est (au moins) (c)-réguliere. Nous montrerons
ici que, si tous les flots des champs relevés continus contrélés, des champs de vecteurs
(dépendant du temps : on ne le repetera pas toujours), ont la propriété de semidifféren-
tiabilité introduite au chapitre II, alors ’'homéomorphisme stratifié (difféomorphisme sur
les strates) final transversalisant ®; : A — A préserve la (a) et la (¢)-régularité de I’0.S.S.
W de A sujet a déformation.

Rappelons le fait suivant bien connu :

REMARQUE 1. Les conditions (a) et (b) de Whitney, (c) de Bekka, se préservent par
difféomorphisme de classe C*.

Preuve. Voir [Wh] et [Be];. O

La proposition ci dessous constitue le contenu essentiel du théoreme 1 sur la préserva-
tion de la (a) et de la (c)-régularité des O.S.S. d’une stratification au moins (c¢)-réguliere.

PROPOSITION 1. Soient X UY une stratification (c)-réguliére ayant seulement deuz
strates et ox Uy : X UY — X UY un homéomorphisme stratifié, difféomorphisme sur
les strates ayant la propriété de semidifférentiabilité.
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Etant données deuz sous-variétés lisses R, T, respectivement de X et de Y, avec
R C T, alors les sous-variétés images R' = ¢x(R) C X et T' = ¢y (T) C Y wérifient :

i) R<T est(c)-régulier = R <T' est(c)-régulier;

ii) R <T est (a)-régulier = R <T' est (a)-régulier.

Preuve i). Soit pgr : T — [0, 00[ une application distance pour laquelle R < T est
(c)-régulier. Considérons alors sur R’ = ®x(R) la fonction distance

prr = pro (Px Udy)™!
et t;, = @y (t,) une suite de points de 77 = &y (T') telle que les limites suivantes existent:

hmt% = ’r'/ & R/ , hrILnkerpR/T/*t{n — 5/ .

Montrons alors, pour la fonction distance pgr/, la (¢)-régularité de ' < T’ : T, R’ C ¢'.

Fixons donc un vecteur v € TR = &x,, (T R) ou ' = ®x(r) et notons v/ =
by, (v), avec v € T, R.

Comme ®x UPy : X UY — X UY est un homéomorphisme on a lim,, ¢, = r.

D’autre part, par compacité de la Grassmannienne qui contient les espaces vectoriels
ker prr., , on peut supposer que la limite lim,, ker ppr,, =4 existe.

Comme R < T est un couple (c)-régulier, on déduit que T,.R C § et donc qu'il existe
une suite {u,} dans ker PRT s, avec limy, u, = v.

En considérant, alors, la suite u;, = ®y,; (u,), grace a la semidifférentiabilité de
¢x U ¢y on trouve

limu,, =lim @y, (un) = Px,,.(v) =0’

avec

l -1
Uy, € Py oy, (kerpRT*tn> =kerppry, Py ., = kerpR/T,*t;L.

Alors v’ € ¢ et donc T,»R' C ¢ : i.e. R' < T’ est (c)-régulier.
Preuve ii). Le cas (a)-régulier est formellement analogue et on doit juste remplacer
ker prr .y par T T;
ker pri7r oy par Ty T,
lim,, ker p RT x4, par lim, T} T}
lim, ker pprpr,y,  par  lim, Ty T'. O

REMARQUE 2. Pour que les implications réciproques :
i) R<T est(c)-régulier <« R <T' est(c)-régulier;
it) R <T est (a)-régulier < R <T' est(a)-régulier;
deviennent valables, il suffit que la différentielle de <I>;,1 soit bornée en norme au voisinage

de X.

Preuve. En fait, supposons que [|®y,, || soit bornée en norme au voisinage de X
et qu’en méme temps ®x U Py soit semidifférentiable, alors, grace a la proposition 3
§2 chapitre II, on en déduit que le morphisme stratifié (®x U ®y)~! = &1 U d3' est
également semidifférentiable.

Donc la proposition 2 se réapplique a <I>;(1 U CID;—l en démontrant les implications
réciproques. [
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Avec les notations du théoreme de transversalité et de la remarque 1 qui le suit on a:

THEOREME 1. Soit X = (A, X)) une stratification (c)-réguliére et supposons que pour
tout k = 1, ..., n le difffomorphisme f = f* € BN T, transversalisant dans S = A, —
Ap_1 , puisse étre choisi de sorte que son extension ®F : A — A soit semidifférentiable.
Alors, I’0.5.5. W de A et sa déformation par isotopie W' vérifient :

i) W est (c)-régulier = W' est (c)-régqulier;

it) W est (a)-régulier = W' est (a)-régulier.

Preuve. Avec la méme récurrence que pour le théoreme de transversalité, il suffira
de montrer que pour tout k¥ < n = dim.X, la déformation par isotopie W (k) de W (k — 1)
est (a) ou (c)-régulier quand W Dest.

Considérons alors deux strates R’ < T de W (k) qui proviennent des strates R < T
de W(k —1),

R/ = (I)l(R) et T = (I)l(T) .

L’un des cas suivants doit se présenter :

Cas 1 : R < T sont toutes les deux contenues dans Ap_1. Alors R < T sont des
strates de W (k)N Ag—1 = W(k —1)N Ak_1 et donc le couple (R',T") = (R, T) est (c) ou
(a)-régulier par hypothese de récurrence.

Cas 2 : (R,T) sont toutes les deux contenues dans S. Dans ce cas le couple
(R, T") = (®1(R),®1(T)) est (a) ou (c)-régulier car le difféomorphisme &% g = f* :
S — S étant de classe C*°, il préserve la (c¢) ou (a)-régularité de (R,T") (remarque 1).

Cas3: RC A1, TCS. Comme,pour le choix du voisinage B dans le théoreme
d’extension, le diffSomorphisme f € B C Bk(1g), est prolongeable de maniére C”, avec
r > 1, sur le bord 0S par f(z) = x, avec f., qui tend vers 'identité quand =z — 0S.
Alors, de nouveau, on conclut par la remarque 1 §4.

Cas 4 : RCS, TCA— A, Si X <Y désignent respectivement
X = la composante connexe de S qui contient R et R’
Y = la strate de A — Ay qui contient T et T".

Considérons alors la restriction ((f)x du champ de vecteurs dépendant du temps
C(f)s et la restriction ((f)y := ((f)aly du relevement continu controlé ((f)a de ¢(f).
Comme par hypothese chaque restriction <I>’f| x U @If‘y de ®; est semidifférentiable, le
résultat découle donc de la proposition 1 en rappelant que la semidifférentiabilité se
préserve par composition (chapitre IT).

Cas 5 : R, T C Z sont dans une méme strate Z de A — A,.  Analogue au cas 2.

Cas 6 : R, T C A— Ay sont dans deuzx strates différentes. C’est completement
similaire au cas 4. a

REMARQUE 3. Avec les notations de la proposition 1, rappelons que ’application
®x U &y n'étant pas C' (en général) sur X C Y, alors la fonction distance pr =
pro (®x U®y)~! ne I'est pas (en général), bien qu’elle soit continue.

Donc les affirmations i) de la proposition 2, de la remarque 1 et du théoréeme 1,
doivent étre comprises au sens de la définition de (c)-régularité affaiblie considérée au
chapitre I §4 (immédiatement apres le théoreme 3).
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4.2 : Les cas rugueux et lipschitzien.

DEFINITION 1. Soit X = (A, ¥) un espace stratifié (w)-régulier (resp. lipschitzien).
Un homéomorphisme stratifié ¢ : X — X difféomorphisme sur les strates, est dit birugueuz
(resp. bilipschitzien) si ¢ et sa réciproque ¢! sont toutes deux des applications rugueuses
(resp. lipschitziennes).

Rappelons a nouveau deux propriétés bien connues :

REMARQUE 1. Les conditions de régularité (w) de Verdier et lipschitzienne de Mo-
stowski se préservent par difféomorphisme de classe C?.

Preuve. Voir [Ve] et [Pa]. O

REMARQUE 2. Pour qu’une stratification ¥ d’un sous-ensemble A C R™ soit (w)-
régquliére (resp. lipschitzienne) il faut et il suffit que tout champ de vecteurs x lisse (resp.
lipschitzien) sur une strate X de ¥ se reléve en un champ de vecteurs stratifié rugueux
(resp. lipschitzien) défini sur un voisinage stratifié de Tx = Uy>xTxy de X dans A.

Preuve. Dans le cas (w)-régulier voir [Ve] pour la condition nécessaire et [BT] pour
la condition suffisante. Pour la caractérisation dans le cas lipschitzien voir [Pa].

La proposition qui suit est I’analogue de la proposition 1 au §4.1 et un raffinement
de la remarque 1 précédente.

PROPOSITION 2. Soit X = R' x 0! < Y une stratification (w)-réguliére (resp.
lipschtzienne).

Soit px Uy : X UY — X UY un homéomorphisme stratifié birugueuz (resp.
bilipschitzien) dont la “différentielle” ¢ x Uy, : TXUTY — TXUTY est une application
rugueuse (resp. lipschitzienne).

Etant données deux sous-variétés lisses R, T, respectivement de X et de Y, avec
R CT, alors les sous-variétés images R' = ¢x(R) C X et T' = ¢y (T) C Y vérifient :

i) R<T est (w)-régulier = R <T' est(w)-régulier;

it) R < T est lipschitzien = R’ <T' est lipschitzien.

Preuve. Utilisons la condition suffisante de la remarque 2. Soit {r/ un champ de
vecteurs lisse (resp. lipschitzien) sur R’ et montrons qu'il existe un relevement {7+ rugueux
(resp. lipschitzien) de g/ sur T".

Considérons le champ de vecteurs pullback

niR—TR @) =065, (¢ (0x@)) on 2'=ox(x)

du champ {g- via le diffSomorphisme ¢x g : R — R'.

L’application ¢x : X — X étant lisse par hypothese, il s’en suit que ¢x. et ¢x sont
rugueuses (resp. lipschitziennes) et donc il en est également ainsi pour le champ &g en
tant que composé d’applications rugueuses.

Le couple de strates R < T étant (w)-régulier (resp. lipschitzien), la remarque 2, rela-
tivement au champ de vecteurs £i fournit I'existence d’un champ de vecteurs £ rugueux
(resp. lipschitzien) tel que le champ stratifié {g U &7 soit rugueux (resp. lipschitzien) sur
RUT.

En considérant alors le champ image

o T =TT &n(y) = oy (6r(6711))) ot y= o7 ()
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on a immédiatement la commutativité du diagramme

ErrYU&pr

RUT ST L PRUTY)
ox Uy | T dxs Uy
ErRUE
RUT . T(RUT)

et donc on peut conclure car, par hypothese ¢x. U ¢y, étant une application rugueuse
(resp. lipschitzienne), alors le champ de vecteurs {g U&7 est rugueux (resp. lipschitzien)
sur R UT’ en tant que composé des applications rugueuses (resp. lipschitziennes) (¢x U
oy) ' ERUEr et ¢x. Udy,. O

Avec les mémes hypotheses et notations que celles du théoreme de transversalité, on
a pour des stratifications (w)-régulieres et lipschitziennes:

THEOREME 2. Soit X = (A, X)) un espace stratifié (w)-régqulier (resp. lipschitzien) et
supposons que pour tout k = 1, ..., n le diffSomorphisme f = f¥ € BNT, transversal-
isant dans S = A — Ap_1 , puisse étre choisi de sorte que le flot ®% du champ relevés
C(f)ry continu controlé du champ de vecteurs dépendant du temps ((f) ait sa différentielle
[®F ) - UxTX — UxTX rugueuse (resp. lipschitzienne).

Alors, I’O.8.5. W de A et sa déformation par isotopie W' vérifient :

i) W est (w)-régulier = W' est (w)-régulier;

ii) W est lipschitzien = W' est lipschitzien.

Preuve. Nous l'obtenons de la méme maniére qu’au théoreme 4.1 (cas (c¢)-régulier),
en analysant toutes les positions réciproques possibles de deux strates fixées R et T de W
par rapport au squelette Ax de A. Nous soulignons les modifications nécessaires.

Dans les cas 2), 3) et 5) il faut préciser que le choix de chaque f = f*: S — S est
de classe C? sur S et utiliser la remarque 1.

Dans le cas 4), il faut observer que dans 1'étape 2 de la preuve du théoreme de
transversalité (w)-régulier (resp. lipschitzien), le relevement du champ de vecteurs ((f)rq
aux strates supérieures est rugueux (resp. lipschitzien) et donc tel est sont flot a tout
instant ¢ [Ve] (resp. [Pa]). On en déduit alors que @’f‘ U @’fly est birugueux.

Alors on peut conclure par '’hypothese de rugosité (resp. de lipschitz) sur les diffé-
rentielles (I)]le* U (I)IfIY* a ’aide de la proposition 2.

Le cas 6) est & nouveau complétement similaire au cas 4). O
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