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1. Introduction

L’extension continue d’un champ de vecteurs donné sur une strate
d’une stratification d’un fermé d’une variété lisse, a été considérée en pre-
mier par J.-L. Verdier [31] (1976) pour des stratifications(w)-régulières
et puis par M.-H. Schwartz [22] (1991) pour des stratifications
(a)-régulières à strates analytiques.

Pour des stratifications dont le type de régularité entraîne l’exis-
tence d’un système de données de contrôleF = {(πZ, ρZ) : TZ → Z ×
[0,∞[}Z∈Σ [12], la condition usuelle permettant d’obtenir la continuité
du flot intégral d’un champ relevé est que le champ soit relevé de ma-
nière contrôléepar rapport àF . L’extension contrôlée d’un champ de
vecteurs est classique pour des stratifications(b)-régulières [9,12], mais
la condition de contrôle n’implique pas la continuité du champ de vec-
teurs relevé [8,9].

Le relèvement à la fois continu et contrôlé a été considéré dans
la littérature en premier lieu par M. Shiota [23] (1984) pour des
stratifications(b)-régulières qui en annonça l’existence en donnant une
démonstration dans le cas de deux stratesX < Y ; plus de détails sont
donnés dans son livre (Lemma I.1.5, [24]). Récemment, en donnant
une démonstration dans la situation générale de plusieurs strates, A. du
Plessis a démontré que l’existence de relèvements de champs de vecteurs
continus et contrôlés est une propriété caractérisant les stratifications(c)-
régulières1 [7,8]. La (c)-régularité, introduite en 1988 par K. Bekka
[1], est une condition de régularité strictement plus faible que la(b)-
régularité de Whitney mais qui garde la plupart des bonnes propriétés
topologiques de(b) ; notamment le théorème d’isotopie de Thom–Mather
reste valable [3].

L’existence des relèvements continus a permis dernièrement des ap-
plications significatives : S. Simon utilise cette propriété pour démontrer
un théorème de Poincaré-Hopf pour les champs de vecteurs stratifiés to-
talement radiaux [25], H. Hamm pour une démonstration simplifiée du
Théorème Fondamental de la théorie de Morse stratifiée de Goresky et
MacPherson [10], et L. Noirel pour obtenir un plongement(w)-régulier
sous-analytique de tout ensemble stratifié abstrait [19,20].

1 Un théorème de relèvement continu contrôlé fut communiqué par A. du Plessis à
D. Trotman déjà en 1988.
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Dans cet article nous traitons le cas de stratifications(a)- et (c)-régu-
lières à strates lisses. La condition(b) de Whitney entrainant la(c)-régu-
larité de Bekka [1], notre théorème de relèvement continu contrôlé
de champs de vecteurs sur des stratifications(c)-régulières généralise
celui de Shiota. Nous obtenons aussi un résultat plus précis pour les
stratifications(w)-régulières et lipschitziennes.

Dans le §2, nous donnons une caractérisation de la(a)-régularité en
termes d’existence d’une distribution continue locale (théorème 1) qui
sera le point clef pour obtenir le théorème de relèvement continu.

Dans le §3, nous démontrons le théorème de relèvement continu
d’un champ de vecteursξX défini sur une strateX fixée en un champ
ξ = ⋃

Y�X ξY sur un voisinage stratifiéTX = ⋃
Y�X TX ∩ Y de X dans

A (théorème 2). Le champ construit vérifie la condition de contrôle par
rapport à une famille de projections{πY : TY → Y }Y�X compatibles entre
elles. Nous remarquons aussi que la(a)-régularité de Whitney caractérise
l’existence des prolongements continus de champs de vecteurs.

Dans le §4, nous considérons une stratification(c)-régulière. K. Bekka
a démontré que sur une telle stratification il est possible de construire un
système de données de contrôleF = {(πZ, ρZ) : TZ → Z × [0,∞[}Z∈Σ

dont les fonctions distance{ρZ}Z sont des applications de Thom [2].
Nous utilisons ce théorème important pour déduire des propositions
analogues à celles du §2. Ceci nous permet de démontrer l’existence d’un
relèvement continuξ = ⋃

Y�X ξY contrôlé par rapport aux projections
{πZ}Z et aux fonctions distance{ρZ}Z, i.e. contrôlé par rapport àF
(théorème 3).

Enfin, dans le §5, nous unifions les résultats des paragraphes précé-
dents en définissant, pour toute strateX ∈ Σ , une distribution stratifiée
canoniqueDX : TX → Gl(T M) (l = dimX) globalement définie dans un
voisinage tubulaire stratifiéTX de X dansA qui étend l’application de
GaussDX : X → Gl(T M) (DX(x) = TxX) et par laquelle le relèvement
de chaque champ de vecteursξX défini surX acquiert une expression
particulièrement simple et naturelle (théorème 4). Ce résultat est valable
également pour des stratifications(w)-régulières et lipschitziennes (théo-
rème 5).

Le nouveau point de vue que nous proposons pour obtenir des
relèvements continus de champs de vecteurs (théorèmes 4 et 5) unifie
les idées des démonstrations précédentes. La notion de distribution
canonique ici introduite va nous permettre d’étudier l’amélioration
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de la régularité des flotsΦ des relèvements continus contrôlés de
champs de vecteurs et celle d’applications stratifiées plus générales
f :X → X ′ : les notions de morphismehorizontalement-C1 et semi-
différentiable en dépendent [14,15]. Leur utilité a été vérifiée dans
plusieurs applications [4,13,16,17].

Nous remercions Karim Bekka pour plusieurs discussions utiles.

Quelques préliminaires. – Rappelons qu’unestratificationd’un espace
topologiqueA est la donnée d’une partitionΣ localement finie deA
en variétéC1 connexes (dites lesstratesde Σ ) vérifiant lacondition de
frontière : pour tout couple de stratesX, Y ∈ Σ , si X ∩ Y �= ∅ alorsX ⊆
Y . On note alorsX < Y et en posant∂Y = Y −Y on aY = Y � (

⊔
X<Y X)

et∂Y = ⊔
X<Y X [12] (� = réunion disjointe). Le coupleX = (A, Σ) est

dit un espace stratifiédesupportA et destratificationΣ . La réunionAk

des strates de dimension� k est ditek-squelettedeA, et induit un espace
stratifiéXk = (Ak, Σ|Ak

).
Des conditions de régularité supplémentaires peuvent être imposées

à Σ : être unensemble stratifié abstraitau sens de Mather [9,11,12,
31] ou, siA est un sous-ensemble d’une variétéC1 M , de satisfaire les
conditions(a) ou (b) de Whitney [11,12,32], ou(c) de Bekka [1,2] ou, si
A est un sous-ensemble d’une variétéC2, de satisfaire les conditions(w)

de Kuo-Verdier [31], ou(L) (i.e. Lipschitzienne) de Mostowski [21].

DÉFINITION 1. –Soit X = (A, Σ) un espace stratifié. Une famille
F = {(πX, ρX, TX)}X∈Σ est dite un système de données de contrôle
(S.D.C.) deX si pour toute strateX deX on a :

(1) TX est un voisinage deX dansA (dit voisinage tubulaire deX) ;
(2) πX : TX → X est une rétraction continue deTX sur X (dite la

projection surX) ;
(3) ρX : TX → [0,∞[ est une fonction continue telle queX = ρ−1

X (0)

(dite la fonction distance deX) ;
et, de plus, pour tout couple de strates adjacentesX < Y , en considérant
les restrictionsπXY = πX|TXY

etρXY = ρX|TXY
aux sous-ensemblesTXY =

TX ∩ Y , on a:
(4) l’application (πXY , ρXY ) : TXY → X×]0,∞[ est une submersion

C1 (et il s’en suit en particulier quedimX < dimY ) ;
(5) pour toute strateZ de X tel queZ > Y > X et pour toutz ∈

TY Z ∩ TXZ les conditions de contrôle suivantes sont valables:
(i) πXY πY Z(z) = πXZ(z) (dite la condition deπ -contrôle) ;
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(ii) ρXY πY Z(z) = ρXZ(z) (dite la condition deρ-contrôle).
On note alorsTX(ε) = ρ−1

X ([0, ε[) ,∀ ε > 0 où on peut supposerTX =
TX(1) [9,12].

Si A est un espace topologique séparé, localement compact et à base
dénombrable alors le couple(X ,F) est dit unensemble stratifié abstrait
(et comme on travaille d’habitude avec un unique système de données de
contrôleF deX , F peut être alors omis). Dans ce casA est métrisable et
les voisinages tubulaires{TX}X∈Σ peuvent être choisis tels que “TXY �= ∅
si et seulement siX < Y ou X > Y ou X = Y ” (voir [12] page 41 et
suivantes).

DÉFINITION 2. –Un champ de vecteurs stratifié surX = (A, Σ) est
la donnée d’une familleξ = {ξX}X∈Σ où chaqueξX est un champ de
vecteursC1 sur la strateX. Un tel ξ = {ξX}X∈Σ est dit contrôlé(par
rapport àF) si les deux conditions de contrôle suivantes sont valables:{

πXY∗(ξY (y)) = ξX(πXY (y)) (la condition deπ -contrôle pourξ)

ρXY∗(ξY (y)) = 0 (la condition deρ-contrôle pourξ).

La notion de système de données de contrôle introduite par Mather
pour définir les ensembles stratifiés abstraits [12] s’est révélée être un
instrument fondamental pour obtenir de “bonnes” extensions de champs
de vecteurs sur un espace stratifié. En fait pour tout champ de vecteurs
ξX sur une strateX de X , il existe un relèvement(π, ρ)-contrôlé
ξ = {ξY }Y�X défini sur un voisinage tubulaireTX(ε) de X. De plus la
condition de contrôle simultanée par rapport àπ et àρ implique que si
ξX admet un flot global{φt : X → X}t∈R, alors le relevéξ admet un flot
global également.

Les ensembles stratifiés abstraits ne sont pas a priori plongés dans
une variété donc pour eux la continuité des champs de vecteurs stratifiés
n’a aucun sens. Cependant les stratifications(b)- et (c)-régulières
admettent un système de données de contrôle (resp. [1,2,12]) (et une
structure d’ensemble stratifié abstrait) ainsi que les stratifications(w)-
ou (L)-régulières à strates analytiques (resp. [21,29]).

D’autre part même pour les stratifications(a)-régulières ou(w)-
ou (L)-régulières n’admettant pas un S.D.C. nous considérerons dans
la suite des voisinages ouverts des strates, des projections et des
fonctions distances (ne provenant pas d’un S.D.C.) pour lesquelles il nous
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conviendra de préserver les notations des ensembles stratifiés abstraits et
de leurs S.D.C. :TX, πX : TX → X, ρX : TX → [0, 1[ et pour toute strate
Y > X, de noterTXY = TX ∩ Y , πXY = πX|TXY

et ρXY = ρX|TXY
.

2. La distribution canonique locale et (a)-régularité de Whitney

SoientX < Y deux sous-variétés lisses (i.e. au moins de classeC1) de
R

n, l = dimX, k = dimY . L’étude que nous envisageons étant locale
sur X, nous supposonsX = R

l × 0n−l et notonsE1, . . . , En la base
canonique deRn etp

Rl
:Rn → R

l × 0 la projection canonique surR
l × 0.

Soient de plus :

Vl(T Y ) = ⋃
y∈Y

{
(v1, . . . , vl) ∈ (TyY )l | v1, . . . , vl indépendants

}
,

Gl(T Y ) = {
TyY | y ∈ Y

}
et q :Vl(T Y ) → Gl(T Y )

respectivement la variété de Stiefel desl-repères deT Y , la grassman-
nienne desl-sous-espaces vectoriels deR

n tangents àY et la projection
canoniqueq(v1, . . . , vl) = [v1, . . . , vl] deVl(T Y ) surGl(T Y ). Alors on
a :

THÉORÈME 1. –Le couple(X, Y ) est (a)-régulier si et seulement
s’il existe un ouvertW ⊆ Y , une distributionDXY : W → Gl(T Y )

et un relèvementD̃XY : W → Vl(T Y ) de DXY dans Vl(T Y ) rendant
commutatif le diagramme suivant

Vl(T Y )

q

W

D̃XY

DXY
Gl(T Y )

et tels que:
(i) X ∪ W est un voisinage deX dansX ∪ Y et X ⊆ W ;
(ii) en notantD̃XY (y) = (v1(y), . . . , vl(y)) on a prRl (vi(y)) = Ei,

∀i = 1, . . . , l ;
(iii) D̃XY prolonge par continuité surX ∪ W l’application D̃XY (x) =

(E1, . . . , El) etDXY prolonge par continuité surX ∪ W l’appli-
cation de GaussDXY (x) = TxX = [E1, . . . , El].
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Preuve. –“Si”. Dans ces hypothèses il existe le sous-fibréDXY =⋃
y∈W {y} × DXY (y) de T W ⊆ T Y tel que pour toute suite{yn}n ⊆ Y

telle que limn yn = x ∈ X on ait limn DXY (yn) = TxX grâce à (iii). Alors,
comme d’autre partDXY (yn) ⊆ T ynY ∀n, on trouve en particulier que
limn T ynY ⊇ limn DXY (yn) = TxX.

“Seulement si”. Si par hypothèse(X, Y ) est (a)-régulier, il existe
un ouvert W ⊆ Y tel que la restrictionp

Rl |W : W → R
l × 0 soit une

submersion et qui vérifie (i) [28].
NotonsTXY = W et πXY = p

Rl |W selon la terminologie usuelle des
stratifications.

SoitDXY la distribution de dimensionl définie pour touty ∈ TXY par
le sous-espace orthogonal à kerπXY ∗y dansTyY ,

DXY : TXY → Gl(T Y ), DXY (y) =⊥ (kerπXY ∗y, TyY ).

Comme pour touty ∈ Y la restrictionπXY ∗y| :DXY (y) → R
l × 0 est un

isomorphisme d’espaces vectoriels, tout vecteurEi de la base canonique
de R

l × 0 se relève en un unique vecteurvi(y) = (πXY ∗y|)−1(Ei) dans
DXY (y), i.e. nous définissons

vi(y) =⊥ (kerπXY ∗y, TyY ) ∩ p
Rl

−1(Ei).

Alors les vecteurs relevésv1(y), . . . , vl(y) ayant leurs projections
E1, . . . , El indépendantes sont eux aussi indépendants. Donc(v1(y), . . . ,

vl(y)) forme unl-repère deRn qui par construction appartient àVl(T Y ),
et on peut définir l’application :

D̃XY : TXY → Vl(T Y ), D̃XY (y) = (
v1(y), . . . , vl(y)

)
qui à nouveau par construction vérifie évidemmentπXY∗(vi(y)) = Ei, ∀i

etDXY = qD̃XY .
Afin de démontrer (iii) nous établissons le lemme ci-dessous où on note

τy = TyY pour touty ∈ TXY et pτy
:Rn → τy la projection orthogonale.

LEMME. –DXY (y) = pτy
(Rl × 0) pour touty ∈ TXY .

Preuve. –En notant pour tout sous-espaceV ⊆ R
n, V ⊥ l’orthogonal à

V dansRn, on voit facilement que

DXY (y) = ⊥ (
kerp

Rl |τy
, τy

) = τy ∩ ((
0× R

n−l
)∩ τy

)⊥

= τy ∩ ((
R

l × 0
)+ τ⊥

y

)
.
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Alors ∀w ∈ DXY (y) on peut écrirew = v + v′ avec v ∈ R
l × 0 et

v′ ∈ τ⊥
y , d’où :

pτy
(v) = pτy

(w − v′) = pτy
(w) − pτy

(v′) = w + 0 = w

et doncw ∈ pτy
(Rl × 0).

D’autre part, tout vecteuru ∈ pτy
(Rl × 0) est de la formeu = pτy

(v)

avecv ∈ R
l × 0 et siu′ ∈ τ⊥

y est la projection (orthogonale) dev surτ⊥
y

on av = u + u′ où u = v − u′ c.à.d.u ∈ τy ∩ ((Rl × 0) + τ⊥
y ) et donc

u ∈DXY (y). ✷
Suite de la preuve du théorème. –A présent les deux conditions :

lim
y→x

τy ⊇ R
l × 0 et lim

y→x
pτy

(
R

l × 0
) = R

l × 0

sont précisement la(a)-régularité deX < Y et une conséquence immé-
diate de cette dernière. Donc, grâce au lemme, on déduit immédiatement
que :

lim
y→x

DXY (y) = lim
y→x

pτy

(
R

l × 0
) = R

l × 0,

lim
y→x

vi(y) = lim
y→x

pτy

(
R

l × 0
) ∩ p

Rl

−1(Ei) = Ei, ∀i = 1, . . . , l

c.à.d. les conditions de continuité (iii) à démontrer.✷
DÉFINITION. – La distribution DXY de sous-espaces de dimension

l = dimX de T Y définie au théorème1 sera appelée la distribution
canonique locale induite parX sur Y .

Remarque1. – Le lemme 1 dit aussi que le sous-espaceDXY (y) est le
sous-espace deTyY à distance minimale deTxX où x = πXY (y).

Quand nous ne sommes plus dans une analyse locale i.e. oùX =
R

l × 0 etπXY = p
Rl |Y , on conviendra (comme dans le §5) queDXY (y) =

pτy
(TxX), oùτy = TyY etx = πXY (y). Aussi pour les problèmes qui nous

intéressent, il ne sera pas restrictif d’identifier le voisinageW (domaine
deDXY ) avecY .

Remarque2. – Comme l’ont remarqué Thom [26] et Whitney [32],
la (a)-régularité enx ∈ X d’un couple de stratesX < Y implique



C. MUROLO, D. TROTMAN / Bull. Sci. math. 125 (2001) 253–278 261

la (t)-régularité enx. Cette notion introduite par R. Thom en 1964
signifie que la transversalité àX en x d’une variétéS entraîne aussi la
transversalité deS à la strate supérieureY au voisinage dex. Soulignons
que la distribution canoniqueDXY donne précisement un sous-fibré⋃

y∈Y {y}×DXY (y) deT Y qui permet de préserver une telle transversalité
en passant deX à Y .

D’autre part, la(a)-régularité deX < Y caractérise en fait la stabilité
de la transversalité àX ∪ Y , i.e. que pour toutes variétésN et M avec
X ∪ Y ⊆ M , l’ensemble{f ∈ C1(N, M) | f est transverse àX ∪ Y } est
ouvert dansC1(N, M) avec laC1-topologie forte [30].

Remarque3. – Dans [28], D. Trotman démontre qu’il y a une version
géométrique de la(a)-régularité d’un coupleX < Y : celle-ci équivaut à
demander que dans toute carteC1, la projectionπXY soit une submersion.
Nous précisons que le sous-espace relevé canoniqueDXY (y) comporte
une telle submersivité et qu’en particulier on a : “πXY∗y| :DXY (y) → TxX

est un isomorphisme”.

3. La (a)-régularité caractérise l’existence des relèvements continus

Dans ce paragraphe nous considérons le problème du prolongement
d’un champ de vecteursξX donné sur une certaine strateX d’une
stratification(a)-régulièreX = (A, Σ), aux strates supérieuresY � X

adjacentes àX.
Notre théorème s’inspire principalement de celui de M. Shiota [23]

(Lemme 4.11.) où l’on construit un voisinage deX, réunion de voisinages
coordonnés de points deX, sur lequel il existent les relèvements continus
et contrôlés des champs définis surX. Afin d’obtenir la continuité du
champ relevé et à la différence des arguments de [23,24] (et de [9,12] qui
cherchaient à obtenir un relèvement contrôlé, mais pas nécessairement
continu), nous relèverons les champs locaux dans les sous-espaces de la
distribution canonique locale définie au §1.

La (a)-régularité de Whitney est une condition évidemment nécessaire
pour qu’un relèvement continu de tout champ de vecteurs soit possible.
Nous montrons alors, en affaiblissant les hypothèses de [23], que la
(a)-régularité est également une condition suffisante pour avoir une
extension continue et contrôlée par rapport à une famille de projections
{πY : TY → Y }Y compatibles.
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Remarquons qu’un théorème de relèvement continu sous l’hypothèse
de (a)-régularité a été démontré par M.-H. Schwartz [22] pour des
stratifications analytiques, mais ceci sans considérer aucune condition de
contrôle.

THÉORÈME 2. –SoientX = (A, Σ) un espace stratifié(a)-régulier
de support un ferméA d’une variété C1 Mn, X une strate deX
et {πY : TY → Y }Y�X une famille de projections compatibles(i.e. :
πY ZπZZ′ = πY Z′, ∀X � Y < Z < Z′) avec chaqueTY un voisinage
ouvert deY dansM .

Pour tout champ de vecteursC1 ξX surX, il existe un voisinage ouvert
TX deX et un champ de vecteurs stratifiéξ = {ξY }Y�X sur TX qui est un
prolongement continu deξX, contrôlé par rapport à{πY }Y .

Preuve. –Remarquons qu’un voisinageTX de X n’intersecte pas né-
cessairement les stratesX′ < X, donc l’extension ne concerne que les
stratesY > X. Soit l = dimX.

Etape 1 : relèvement sur une strateY > X. Pour tout x ∈ X,
considérons une carteϕx : (Ux, Ux ∩ X) → (Rn,R

l × 0), définie sur un
voisinage ouvertUx dex dansMn, qui plonge localementX ∩Ux comme
R

l × 0 dansRn, en transformantπX en la projection canoniquep
Rl

, i.e.
telle que le diagramme suivant soit commutatif :

Ux

ϕ

πX
πX(Ux)

ϕ|

R
n

p
Rl

R
l × 0.

L’ensembleU = ⋃
x∈X Ux est donc un voisinage ouvert deX dansM

et quitte à rétrécir le domaineTX deπX, on peut supposerTX = U .
Fixons une strateY > X et, afin de définir un premier relèvement

continuξXY deξX surY , considérons une famille de relèvements locaux
ξUx∩Y sur Ux ∩ Y qui se recollent convenablement entre eux ainsi
qu’avecξX.

Pour toutx ∈ X soit ξϕ(Ux∩X) = ϕ∗(ξUx∩X) le champ image deξUx∩X

surRl × 0 via ϕ∗ et posons :

ξϕ(Ux∩X)(p
′) =

l∑
i=1

bi(p
′)Ei où p′ = (p1, . . . , pl, 0, . . . , 0) ∈ R

l × 0.
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En substituant les vecteurs de la base canonique{Ei}i de R
l × 0 par

ceux de la base correspondante relevée{vi(p)}i dans la distribution
canonique localeDϕ(X)ϕ(Y ) autour deϕ(x) = 0 ∈ X = R

l × 0, on obtient
un champ relevéξϕ(Ux∩Y ) surϕ(Ux ∩ Y ),

ξϕ(Ux∩Y )(p) =
l∑

i=1

bi(p
′)vi(p)

oùp = (p1, . . . , pl, pl+1, . . . , pn) ∈ ϕ(Ux ∩ Y ) ⊆ R
n,

qui prolonge continûmentξϕ(Ux∩X) et qui est contrôlé par rapport àp
Rl

(théorème 1(ii)).
Le champ image réciproque viaϕ−1∗ , surUx ∩ Y = (Ux ∩ Y ) � (Ux ∩

X) :

ξUx∩Y =
{

ϕ−1∗ (ξϕ(Ux∩Y )) = (notons-le aussiξUx∩Y ) surUx ∩ Y ,

ξUx∩X surUx ∩ X,

est alors un relèvement local continu etπ -contrôlé de ξUx∩X (i.e.
πX∗(ξUx∩Y ) = ξUx∩X).

Par une partition de l’unité lisse{λx : Ux ∩ Y → [0, 1]}x∈X subordon-
née au recouvrement{Ux ∩ Y }x∈X de TX ∩ Y = TXY , on peut définir le
champ globalξXY , par

ξXY (y) =
{∑

x
λx(y)ξUx∩Y (y) si y ∈ ⋃

x Ux ∩ Y = TXY ,

ξX(y) si y ∈ ⋃
x Ux ∩ X = X,

qui est une extension continue etπ -contrôlée deξX surTX ∩ Y .
En fait, notanty′ = πX(y) ∀y ∈ TXY , chaqueξUx∩Y étant contrôlé on

a :

πX∗y

(∑
x

λx(y)ξUx∩Y (y)

)
=∑

x

λx(y)πX∗y

(
ξUx∩Y (y)

)
=

[∑
x

λx(y)

]
· ξUx∩X(y′)

= 1 · ξUx∩X(y′) = ξX(y′);
et similairement comme limy→x ′ ξUx∩Y (y) = ξUx∩X(x′), ∀x′ ∈ X on
trouve :
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FIG. 1. FIG. 2.

lim
y→x ′ ξU∩Y (y) = lim

y→x ′

∑
x

λx(y)ξUx∩Y (y) = 1 · ξUx∩X(x′) = ξX(x′).

Etape 2 : relèvement aux strates supérieures. Soit X < X1 < · · · <

Xr une chaîne maximale de strates adjacentes àX, et prouvons que
le relèvement peut être prolongé jusqu’àTXXr

= TX ∩ Xr . Il suffit de
considérer le casr = 2, X < Y < Z : il sera a posteriori clair que la
preuve s’étend par récurrence.

Considérons des relèvements définis comme dans l’étape 1, par rapport
aux trois couples de strates adjacentesX < Y, X < Z, Y < Z :

ξXY : le relèvement continu contrôlé deξX surTXY ;

ξXZ : le relèvement continu contrôlé deξX surTXZ ;

ξY Z : le relèvement continu contrôlé deξXY surTX ∩ TY Z.

Pour une métrique riemannienne fixée surMn, la continuité du champ
ξY Z sur TXY ∪ TY Z (voir aussi les figures 1 et 2) implique celle de
l’application

h : TXY ∪ TY Z → [0,∞[, h(z) = ∥∥ ξY Z(z) − ξXY

(
πY Z(z)

)∥∥.

D’autre part, comme∀y′ ∈ TXY on ah(y′) = 0 et δy ′ = d(y′, X) > 0,
il existe un voisinage ouvertWy ′ de y′ dansTXY ∪ TY Z tel queh(z) <

δy ′/2, ∀z ∈ Wy ′ et tel que le pointy = πY Z(z) vérifie d(y, y′) < δy ′/2.
Alors W = ⋃

y ′∈TXY
Wy ′ est un voisinage ouvert deTXY dansTXY ∪ TY Z

tel que∀z ∈ W , si y′ ∈ Y est tel quez ∈ Wy ′ , on trouve

d(y′, X) � d(y′, y) + d(y, X) <
1

2
d(y′, X) + d(y, X)

et donch(z) <
1

2
δy ′ < d(y, X).
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Il n’est pas restrictif de supposer, par un rétrécissement du voisinage
tubulaireTY , queTY ∩Z = W et puis par un changement de métrique que
ce nouveauTY soit encore de rayon 1,TY = TY (1).

En rappelant queX ⊆ T XY ⊆ T Y Z, on trouve alors que le champ
restriction deξY Z à ce nouveauTY Z , (notons-le encoreξY Z) vérifie la
condition de continuité surX :

lim
z→x

ξY Z(z) = ξX(x), pour toutx ∈ X,(∗)

car 

‖ξY Z(z) − ξX(x)‖ � ‖ξY Z(z) − ξXY (πY Z(z))‖
+‖ξXY (πY Z(z)) − ξX(x)‖ ;

lim
z→x

‖ξXY (πY Z(z)) − ξX(x)‖ = 0,

par construction deξXY ;
lim
z→x

‖ξY Z(z) − ξXY (πY Z(z))‖
= lim

z→x
h(z) � lim

z→x
d(πY (z), X) = 0.

Soit maintenant{α, β} une partition de l’unité subordonnée au
recouvrement ouvert{V1 = TXZ(1) − TY Z(1/2), V2 = TXZ(1) ∩ TY Z(1)}
deTXZ = TX(1) ∩ Z.

Alors le champξ , recollement deξXZ et ξY Z,

ξ : TX ∩ Z → T Z, ξ(z) = α(z)ξXZ(z) + β(z)ξY Z(z)

vérifie :
( i) ξ est continu surTXY et surX où il vaut respectivementξXY etξX,
(ii) ξ est contrôlé surTXZ par rapport au système de projections

{πX, πY , πZ}.
Preuve (i). –Si y ∈ TX ∩ Y , comme dansTY Z(1/2) on aα|TY Z(1/2)

≡ 0
et β|TY Z(1/2) ≡ 1, alorsξ|TY Z(1/2) = ξY Z et par conséquent

lim
z→y

ξ(z) = lim
z→y

ξ|TY Z(1/2)(z) = lim
z→y

ξY Z(z) = ξXY (y).

D’ autre part∀x ∈ X on a :

lim
z→x

ξXZ(z) = ξX(z) et lim
z→x

ξY Z(z) = ξX(x),
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respectivement par construction (étape 1) et grâce à(∗) au-dessus. Donc
on conclut :

lim
z→x

ξ(z) = lim
z→x

α(z)ξXZ(z) + β(z)ξY Z(z) = ξX(x).

Preuve (ii). –Le champ ξ coïncide avecξX sur X, avec ξXY sur
TXY et avecξY Z sur TY Z(1/2), alors les conditions de contrôle sont
automatiquement vérifiées par construction (étape 1), relativement àX <

Y surTXY (1) et àY < Z surTY Z(1/2) et il reste donc à les vérifier pour
le coupleX < Z. En fait, siz ∈ TX(1)∩Z un seul des cas suivants a lieu :

(a) z ∈ V1 − V2. Alors ξ|V1−V2 = ξXZ |V1−V2
et la condition découle de

l’étape 1.
(b) z ∈ V2 − V1. Alors ξ|V2−V1 = ξY Z |V2−V1

et la condition suit encore
de l’étape 1.

(c) z ∈ V1 ∩ V2. Dans ce cas, en notanty = πY Z(z) et x = πXZ(z) =
πXY (y), par linéarité deπXZ∗z : TzZ → TxX et grâce aux cas (a) et (b),
on trouve :

πXZ∗z

(
ξ(z)

)= α(z)πXZ∗z

(
ξXZ(z)

)+ β(z)πXY∗yπY Z∗z

(
ξY Z(z)

)
= α(z)ξX

(
πXZ(z)

)+ β(z)πXY∗yξXY

(
πY Z(z)

)
= α(z)ξX

(
πXZ(z)

)+ β(z)ξX

(
πXY

(
πY Z(z)

))
= [

α(z) + β(z)
] · ξX

(
πXZ(z)

) = ξX

(
πXZ(z)

)
. ✷

Remarque1. – La démonstration du théorème 1 contient aussi la
preuve de son analogue sans condition de contrôle : “SiX est(a)-régulier
tout champ de vecteursC1 ξX sur une strateX, admet un relèvement
stratifié ξ = {ξY }Y�X continu défini sur un voisinage ouvertTX de X”.
Ceci découle de : (1) les distributions canoniques locales considérées
dans l’étape 1 existent indépendamment des conditions de contrôle ;
(2) les différentes partitions de l’unité utilisées (étape 1 et étape 2) pour
les recollements par continuité peuvent également être considérées sans
aucune modification ; (3) l’ensembleW = ⋃

y Wy peut être similairement
défini en considérant∀y ∈ TXY , hy(z) = ‖ξY Z(z) − ξXY (y)‖ et Wy =
h−1

y ([0, δy[).
Remarque2. – La(a)-régularité étant évidemment une condition né-

cessaire pour qu’un relèvement continu de tout champ de vecteurs soit
possible on obtient donc que :
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“La (a)-régularité de Whitney est une condition nécessaire et suffi-
sante pour l’existence des relèvements continus de champs de vecteurs
définis sur une strate”.

Remarque3. – Le théorème de relèvement implique en particulier que
si un champ de vecteurs est donné sur toutes les strates de profondeur
maximale, on peut en déduire une extension continue et contrôlée, définie
sur la stratificationA toute entière (et sur la variété ambianteM).

Remarque4. – Les voisinages{TY }Y�X sur lesquels le relèvement fi-
nal (est défini et) vérifie les conditions deπ -contrôle sont des rétrécisse-
ments (a priori) des voisinages de définition des projectionsπY (que nous
avons noté avec abus encore par{TY }Y�X).

4. Relèvements sur des stratifications(c)-régulières

En 1988 K. Bekka a introduit dans sa thèse [1] la condition(c) de
régularité pour un espace stratifiéX = (A, Σ) de supportA contenu
dans une variété lisseM . La (c)-regularité implique la condition(a)

de Whitney et est plus faible que la condition(b) [1]. Dans sa thèse
Bekka l’appellela “condition de Whitney faible”, mais maintenant cette
appelation est réservée à la conjonction des conditions(a) et (δ), laquelle
est plus forte que la condition(c) mais toujours plus faible que(b) [5].
De plus Bekka a démontré [1,2] que l’on peut construire pourA un
système de données de contrôleF = {(πX, ρX) : TX → X × [0,∞[}X∈Σ

[9,12] et que toute stratification(c)-régulière vérifie le premier théorème
d’isotopie de Thom.

DÉFINITION 1. –Une application stratifiéef :X → X ′, entre deux
espaces stratifiésX = (A, Σ) et X ′ = (B, Σ ′), est la donnée d’une
application continuef : A → B qui envoie chaque strateX deX dans
une unique strateX′ de X ′, telle que la restrictionfX : X → X′ soit
une applicationC1. Une tellef est dite un homéomorphisme stratifié
(resp. une submersion stratifiée) si f est un homéomorphisme(resp.
une surjection) et si chaquefX est un difféomorphisme(resp. une
submersion).

DÉFINITION 2. –On dit qu’une submersion stratifiéef = ⋃
Y∈Σ fY :X

→ X ′ vérifie la condition(af ) de Thom, si pour tout couple de strates
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X < Y dansA et pour toute suite{yn}n dansY telle quelimn yn = x ∈ X

et limn kerfY ∗yn
= τ on a aussiτ ⊇ kerfX∗x .

DÉFINITION 3. –Un espace stratifiéX = (A, Σ) est dit(c)-régulier
si, pour toute strateX ∈ Σ , il existe un voisinageUX deX dans la variété
ambianteM et une fonction continueρX : UX → [0,∞[, dont chaque
restriction ρXY : UX ∩ Y →]0,∞[ (∀Y > X) est de classeC1, telle que
ρ−1

X (0) = X et telle que l’application stratifiée

ρX : Et(X) ∩ UX → [0,∞[ oùEt(X) = ⋃
Y�X

Y

définie surEt(X) ∩ UX avec la stratification induite parΣ soit une
application de Thom.

La (c)-régularité de Bekka signifie donc que pour tout couple de strates
adjacentesX < Y , les espaces tangents eny ∈ Y aux hypersurfaces de
niveauxρ−1

X (ε) (où ε = ρX(y)) ont des limites qui contiennent l’espace
tangentTxX quandy → x ∈ X.

Dans [3], Bekka montre que sur une stratification(c)-régulière on peut
construire unefamille d’applications tapissantes{fY : T∂Y → [0,∞[} et
qu’à partir de cela on peut relever (par image réciproque) des champs
de vecteurs continus qui sontcontrôléspar rapport à cette famille. En
étudiant la relation entre ces fonctions tapissantes et les applications
distance tubulaires{ρY }Y du S.D.C. on peut déduire que le théorème
de Bekka [3] implique celui de Shiota énoncé pour des stratifications
(b)-régulières [23, Lemme 4.11]. En tout cas (bien que cela ne soit pas
immédiat) l’idée clef, commune aux deux auteurs, reste celle de relever
les champs sur les hypersurfaces de niveau d’une fonction distance
laquelle dans [23] (où on considère une stratification de Whitney) se
réduit à la distance standardρXY (y1, . . . , yn) = ∑n

i=l+1 y2
i (l = dimX).

Cette idée est également présente dans le travail de A. du Plessis [7,8].
Nous reprenons alors cette idée pour définir notre relèvement continu

contrôlé “canonique” pour une stratification(c)-régulière. Dans ce cas,
nous obtenons des résultats analogues à ceux de §2 et §3 mais avec
des champs et des flots qui seront de plus contrôlés par rapport aux
fonctions distance{ρZ}Z. Pour obtenir cela, il suffira d’apporter quelques
modifications à la construction du §2.
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Soient alorsX = (A, Σ) un espace stratifié(c)-régulier et F =
{(πX, ρX) : TX → X × [0,∞[}X∈Σ un S.D.C. dont les fonctions distance
ρX sont de plus des applications de Thom (un tel S.D.C. existe par [2]).
Fixons une strateX deX et pour chaqueY > X, soitρXY : TXY → [0,∞[
la restriction deρX à TXY = TX ∩ Y .

Les notations et le lemme ci-dessous sont les analogues dans le cas
(c)-régulier des notations et du lemme introduits au §2 pour le cas
(a)-régulier.

Pour touty ∈ Y , soientσy le sous-espace deTyY tangent à l’hyper-
surface de niveauρ−1

XY (ρXY (y)) de ρXY en y, σy = Tyρ−1
XY (ρXY (y)) =

kerρXY ∗y , pσy
:Rn → σy la projection orthogonale surσy . Si X = R

l × 0
et πXY = p

Rl |Y , on a :

LEMME. – pσy
(TxX) =⊥ (kerπXY ∗y ∩ kerρXY ∗y, kerρXY ∗y) où x =

πXY (y).

Preuve. –La démonstration est complètement analogue à celle du
lemme au §2. ✷

PROPOSITION. – Si X = R
l × 0 < Y est un couple(c)-régulier, les

propriétés (i), (ii) et (iii) du théorème1 peuvent être obtenues en
construisant des applications

DXY : TXY → Gl(kerπXY ∗) et D̃XY : TXY → Vl(kerπXY ∗),

i.e. avec lesDXY (y) = [v1(y), . . . , vl(y)] tangent aux hypersurfaces de
niveauY ∩ ρ−1

X (ρX(y)).

Preuve. –De l’hypothèse de(c)-régularité [2], on déduit qu’il existe
un voisinageTXY (ε) (appelons-leTXY ) tel que l’application(πXY , ρXY ) :
TXY → X ×]0, ε[ soit une submersion. On peut définir alors la distribu-
tion DXY par la formule (analogue au §2)

DXY : TXY → Gl(kerρXY ∗),

DXY (y) =⊥ (
ker(πXY , ρXY )∗y, kerρXY ∗y

)
.

L’espace tangent à l’hypersurface de niveau{ε = ρX(y)} est :

Ty

(
Y ∩ ρ−1

X (ε)
) = TyY ∩ Tyρ−1

X (ε) = ker
(
ρX|Y

)
∗y

= kerρXY ∗y
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qui grâce à la(c)-régularité vérifie :

lim
y→x

kerρXY ∗y ⊇ R
l × 0, pour toutx ∈ X.

Alors en utilisant le lemme précédent, de même que celui du §2 dans
théorème 1, où iciσy = kerρXY ∗y a remplacéτy = TyY , on trouve :

lim
y→x

DXY (y) = R
l × 0.

D’autre part comme la restrictionπXY ∗y| :DXY (y) → R
l × 0 est un

isomorphisme, nous pouvons à nouveau définir∀i = 1, . . . , l les vecteurs
vi(y) relèvements des vecteurs canoniquesEi de R

l × 0 = TxX dans
cette nouvelle distribution par la formule

vi(y) =DXY (y) ∩ πXY ∗−1
y| (Ei), ∀ i = 1, . . . , l.

La preuve se conclut en observant que, encore grâce au lemme
précédent, l’application

D̃XY : TXY → Vl(kerρXY ∗), D̃XY (y) = (
v1(y), . . . , vl(y)

)
,

vérifie
lim
y→x

vi(y) = Ei et lim
y→x

D̃XY (y) = (E1, . . . , El). ✷
THÉORÈME 3. –SoientX = (A, Σ) un espace stratifié(c)-régulier,

X une strate deA etF = {(πY , ρY ) : TY → Y × [0,∞[}Y un système de
données de contrôle deA.

Pour tout champ de vecteursC1 ξX sur X, il existe un champ de
vecteurs stratifiéξ = {ξY }Y�X défini sur un voisinageTX de X qui
prolongeξX de manière continue et(π, ρ)-contrôlée.

Preuve. –Avec les nouvelles définitions des vecteursvi , la construc-
tion du champ est formellement identique à celle du théorème 2. Il suffit
donc d’observer que le champ finalξ ainsi obtenu est de plus contrôlé
par rapport aux fonctions distance{ρY }Y�X.

En fait, dans l’étape 1,∀Y > X et∀y ∈ TY (1/2) on a

(∗) : ρXY ∗(ξXY ) = ∑
x

ρXY ∗y

(
ξUx∩Y (y)

) = 0

car par construction chaqueξUx∩Y (y) ∈ kerρXY ∗y .
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D’autre part, dans l’étape 2cas (c), pour toutz ∈ TXZ ∩ TY Z(� 1/2)

on a encore :

ρXZ∗
(
ξ(z)

)= ρXZ∗
(
α(z)ξXZ(z) + β(z)ξY Z(z)

)
= α(z)ρXZ∗

(
ξXZ(z)

)+ β(z)ρXY ∗
(
πY Z∗ξY Z(z)

) = 0,

car grâce à la propriété(∗) ci-dessus

ρXZ∗
(
ξXZ(z)

) = 0 et ρXY ∗
(
πY Z∗ξY Z(z)

) = ρXY ∗
(
ξXY (z)

) = 0. ✷
Remarque1. – Le prolongement peut être obtenu globalement surA

tout entier si le champ est donné sur des strates de profondeur maximale.

Remarque2. – En ce qui concerne les flots, la condition deρ-contrôle
permet d’obtenir que l’existence d’un flot global pour le champξX

implique l’existence d’un flot globalΦ = ⋃
Y�X ΦY du champ relevé

ξ = ⋃
Y�X ξX [9,23]. On obtient de plus qu’un tel flotΦ : TX × R → TX

est une application continue. Précisons aussi que la condition de contrôle
des champs relevés est suffisante pour obtenir une telle continuité des
flots relevés sans nécessiter d’hypothèse sur leur continuité [12].

5. La distribution canonique globaleDX

Dans ce paragraphe, nous montrons que les méthodes de partition
de l’unité développées au §3 pour recoller les champs de vecteurs
relèvements continus contrôlés (définis dans la distribution canonique
locale) se réappliquent convenablement et permettent de définir une
distribution canonique globaledonnant une formulation plus simple et
naturelle du théorème de relèvement continu.

Après avoir considéré le cas des stratifications(c) (et donc (b)-)
régulières, nous considérons le cas des stratifications(w)-régulières [31]
et lipschitziennes [21] (lesquelles n’admettent pas nécessairement un
S.D.C.) et nous définissons également pour ces types de stratification une
distribution canonique globale.

THÉORÈME 4. –SoientX = (A, Σ) un espace stratifié(c)-régulier
de support un ferméA d’une variétéC1 M et F = {(πX, ρX) : TX →
X × R}X∈Σ un S.D.C. deX .
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Pour toute strateX ∈ Σ , il existe une application stratifiéeDX =
{DXY }Y�X

DX : TX → Gl(T M), où l = dimX

définie sur un voisinage stratifiéTX = ⋃
Y�X TXY deX à valeurs dans la

grassmannienneGl(T M) et telle que:
(i) DX est continue surTX ;
(ii) DXX(x) = TxX pour toutx ∈ X ;

(iii) DXY est un sous-fibré dekerρXY∗, ∀Y � X ;
(iv) TyY = DXY (y) ⊕ kerπXY∗y est une somme directe∀Y � X et

∀y ∈ TXY ;
(v) la restriction πXY∗y| :DXY (y) → TxX est un isomorphisme(où

x = πX(y)) ;
(vi) pour tout champ de vecteursC1 ξX défini surX, la formule

ξY (y) =DXY (y) ∩ π−1
XY∗y

(
ξX(x)

)
, où x = πX(y),

définit un champ de vecteurs stratifiéξTX
= {ξY }Y�X relèvement

continu controlé deξX sur TX = ⋃
Y�X TXY .

Preuve. –Pour toutX < Y , considérons la distributionQXY définie
par

QXY : TXY → Gl(kerρXY∗), QXY (y) = pσy
(TxX)

où x = πXY (y), σy = kerρXY ∗y = Tyρ−1
XY (ρXY (y)) et pσy

:Rn → σy est
la projection orthogonale surσy . CommeX < Y est (c)-régulier on a
limy→x ′ σy ⊇ Tx ′X, et on en déduit évidemment la continuité deQXY en
tout point deX. Alors quitte à rétrécir les rayons des tubes{TX}X∈Σ du
S.D.C. on peut supposer que∀y ∈ TX la restrictionpσy |TxX : TxX → σy

est injective et donc dimQXY (y) = dimX = l.
Soit Z > Y une troisième strate adjacente àX. De la(c)-régularité de

Y < Z, de même que pourX < Y on a limz→y QY Z(z) ⊇ TyY (∀y ∈ TXY )
et de plus, en notant

Q̃XY (z) = pQY Z(z)

(
QXY (y)

)
où


y = πY Z(z)

et

pH = projection orthogonale surH
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on déduit également la continuité dẽQXY en tout point deTXY :
limz→y Q̃XY (z) = QXY (y).

Fixons une métrique riemannienne surM et considérons la “fonction
distance”δ entre deux espaces vectorielsU et V d’un mêmeTxM :

δ(U, V ) = sup
u∈U||u||=1

inf
v∈V

‖u − v‖

avec laquelle on aU ⊆ V ⇐⇒ δ(U, V ) = 0.

De manière similaire au théorème 2 (de relèvement continu) il existe
un voisinage ouvertW deTXY dansTXY ∪ TY Z, tel que six = πXY (y) =
πXZ(z),

W ⊆ {
z ∈ TY Z ∩ TXZ | δ

(
Q̃XY (z), QXY (y)

)
< d(y, x)

}
et quitte à rétrécirTY on peut supposerTY Z ⊆ W . De ceci nous déduisons
la continuité de la restrictionQ̃XY |TY Z

: limz→x Q̃XY |TY Z
(z) = TxX,

∀x ∈ X.
De même qu’au théorème 2 (§3), étant donnée une partition de l’unité

relative au recouvrement ouvert{V1, V2} deTXZ,

V1 = TXZ(1) − TY Z(1/2), V2 = TXZ(1) ∩ TY Z(1)

(figures 1 et 2), les deux distributions continues

QXZ : V1 → Gl(kerρXZ∗) et Q̃XY : V2 → Gl(kerρXZ∗)

peuvent être recollées par la partition de l’unité{α, β} afin de définir
une distribution finale stratifiéeDX : TX → Gl qui vérifie évidemment
les conditions (i), (ii) et (iii).

A ce propos, nous précisons seulement que la partition de l’unité
sur les deux espaces vectorielsQXZ(z) et Q̃XY (z) de même dimension
l = dimX peut être faite le long de l’angle minimum entre eux orienté et
linéairement reparamétré en[0, 1], ou bien le long de l’arc géodesique
dans la variété grassmannienneGl(kerρXZ∗), car QXZ(z) et Q̃XY (z)

sont très proches au voisinage deX (ces deux méthodes semblent être
équivalentes).

Parce que la distribution finaleDX vérifie les conditions (i), (ii) et (iii),
il est facile d’observer que pour tout champ de vecteursξX surX et pour
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tout z ∈ TX en notantx = πX(z), l’intersection transversale entreDX(z)

et la fibreπ−1
X∗z(ξX(x)) détermine un vecteur unique

ξTX
(z) = DX(z) ∩ π−1

X∗z

(
ξX(x)

)
tel queξTX

soit un relèvement continu contrôlé du champ initialξX. ✷
Le théorème 5 est l’analogue du théorème 4 pour des stratifications

(w)- et (L)-régulières.

THÉORÈME 5. –Soient X un espace stratifié(w)-régulier (resp.
lipschitzien) de support un ferméA d’une variété C2 Mn et F =
{πX : TX → X}X∈Σ une famille de projections compatibles deX .

Pour toute strateX ∈ Σ il existe une application stratifiéeDX =
{DXY }Y�X

DX : TX → Gl(T M), où l = dimX

définie dans un voisinage stratifiéTX = ⋃
Y�X TXY deX, à valeurs dans

la grassmannienneGl(T M), et telle que:
(i) DX est rugueuse(resp. lipschitzienne) sur TX ;
(ii) DXX(x) = TxX pour toutx ∈ X ;

(iii) DXY est un sous-fibré du fibré tangentT Y à la strateY , ∀Y � X ;
(iv) TyY = DXY (y) ⊕ kerπXY∗y est une somme directe∀Y � X et

∀y ∈ TXY ;
(v) la restriction πXY∗y| :DXY (y) → TxX est un isomorphisme(x =

πX(y)) ;
(vi) pour tout champ de vecteursξX sur X, la formule

ξY (y) =DXY (y) ∩ π−1
XY∗y

(
ξX(x)

)
, où x = πX(y),

définit un champ de vecteurs stratifiéξTX
= {ξY }Y�X relèvement

rugueux(resp. lipschitzien) deξX sur TX = ⋃
Y�X TXY .

Preuve. –La démonstration de Mather [12] utilisée pour construire
un S.D.C. pour des stratifications(b)-régulières peut être refaite pour
des stratifications(w)-régulières (resp. lipschitziennes) de manière for-
mellement analogue afin d’obtenir une famille d’applicationsF =
{(πX, ρX) : TX → X × R}X∈Σ ayant toutes les propriétés d’un S.D.C.
sauf éventuellement la submersivité de chaque fonction(πX, ρX) : TX →



C. MUROLO, D. TROTMAN / Bull. Sci. math. 125 (2001) 253–278 275

X × R. 2 Cependant, dans le cas(w)-régulier (resp. lipschitzien) on peut
obtenir, au lieu de la submersivité de(πX, ρX), la (plus faible) submersi-
vité deπX : TX → X.

Si nous considérons maintenant, pour tout couple de stratesX < Y , la
distribution

QXY : TXY → Gl(T Y ), QXY (y) = pτy
(TxX)

où pour touty ∈ TXY , x = πXY (y) et τy = TyY , alors à partir de la
(w)-régularité (resp. de la “lipschitzianité”) deX < Y , on voit facilement
que la distributionQXY est rugueuse [31] (resp. lipschitzienne [21]). La
preuve du théorème peut alors être déduite de la même manière qu’au
théorème 4 avec comme seules modifications le fait de considérer chaque
fois l’espaceτy = TyY au lieu du précédentσy = kerρXY∗y et de recoller
dans le cas de trois stratesZ > Y > X les deux distributionsQXZ(z) et
Q̃XY (z) = pτz

(pτy
(TxX)) par des partitions de l’unité rugueuses (resp.

lipschitziennes). ✷
DÉFINITION 1. –Soit Σ une stratification (c)-régulière (resp.

(w)-régulière ou bien lipschitzienne) contenue dans une variétéM . Pour
toute strateX ∈ Σ , chaque applicationDX : TX → Gl(T M) vérifiant
les propriétés dans l’énoncé du théorème4 (resp. au théorème5) sera
dite “la distribution canonique globale déterminée parX dansTX” et le
champ relevéξTX

défini par la formule(vi) est dit “le relèvement cano-
nique du champξX sur TX”.

Concluons ce paragraphe en observant que le choix des familles de
distributions canoniques{DX}X∈Σ peut être amélioré en introduisant la
notion suivante de compatibilité :

DÉFINITION 2. –Nous dirons que la famille de distributions cano-
niques globales{DX : TX → Gl(T M)}X∈Σ , vérifie la condition de mul-
ticompatibilité si pour tout triplet de strates adjacentesZ > Y > X, on
a : DXZ(z) ⊆ DY Z(z), ∀ z ∈ TXZ ∩ TY Z éventuellement en réduisant les
rayons des tubes{TX}X∈Σ . Cette notion avec la proposition ci-dessous
seront utilisées dans[16].

2 Si X est(w)-régulier ou bien lipschitzien et avec toutes les strates analytiques alors
les (πX,ρX) peuvent de nouveau être obtenues submersives car dans ce casX est de
plus(b)-régulier [29].
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PROPOSITION. – Les familles de distributions canoniques exhibées
aux théorèmes4 et 5 peuvent être obtenues avec de plus la condition
de multicompatibilité.

Preuve. –C’est immédiat car, avec les mêmes notations qu’au théo-
rème 4, pour toutz ∈ TXZ ∩ TY Z(1/2), on a par construction

DXZ(z) = Q̃XY (z) = pQY Z(z)

(
QXY (y)

) ⊆ QY Z(z) = DY Z(z). ✷
Pour les stratifications admettant un système de données de contrôle,

même si la condition de contrôle d’un champ de vecteurs relevéξ

assure la continuité de son flot intégralΦ, ceci n’implique pas la
différentiabilité deΦ [9] (exemple de la famille des quatre droites).
La notion de distribution canonique ici introduite a permis aux auteurs
de démarrer l’étude de l’amélioration de la régularité des flotsΦ

des relèvements continus contrôlés de champs de vecteurs et celle
d’applications stratifiées plus généralesf :X → X ′, en définissant une
notion de semi-différentiabilité, régularité située à mi-chemin entre la
continuité et la différentiabilité [14–16], et dont l’utilité a déjà été vérifiée
dans différentes applications [4,13–16].
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