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1. Introduction

L'extension continue d’'un champ de vecteurs donné sur une strate
d’'une stratification d’'un fermé d’'une variété lisse, a été considérée en pre-
mier par J.-L. Verdier [31] (1976) pour des stratificatidms-réguliéres
et puis par M.-H. Schwartz [22] (1991) pour des stratifications
(a)-réguliéres a strates analytiques.

Pour des stratifications dont le type de régularité entraine I'exis-
tence d'un systéme de données de contble: {(wz, pz): Tz, — Z x
[0, oo[ }zex [12], la condition usuelle permettant d’obtenir la continuité
du flot intégral d’'un champ relevé est que le champ soit relevé de ma-
niére contrbléepar rapport aF. L'extension contrblée d’'un champ de
vecteurs est classique pour des stratificati@gnsrégulieres [9,12], mais
la condition de contréle n'implique pas la continuité du champ de vec-
teurs relevé [8,9].

Le relevement a la fois continu et contrblé a été considéré dans
la littérature en premier lieu par M. Shiota [23] (1984) pour des
stratifications(b)-réguliéres qui en annonca l'existence en donnant une
démonstration dans le cas de deux stréfes Y ; plus de détails sont
donnés dans son livre (Lemma 1.1.5, [24]). Récemment, en donnant
une démonstration dans la situation générale de plusieurs strates, A. du
Plessis a démontré que I'existence de relevements de champs de vecteurs
continus et contrdlés est une propriété caractérisant les stratificétions
régulieres [7,8]. La (c)-régularité, introduite en 1988 par K. Bekka
[1], est une condition de régularité strictement plus faible quéja
régularité de Whitney mais qui garde la plupart des bonnes propriétés
topologiques déb) ; notamment le théoréme d’isotopie de Thom—Mather
reste valable [3].

L'existence des relevements continus a permis dernierement des ap-
plications significatives : S. Simon utilise cette propriété pour démontrer
un théoréme de Poincaré-Hopf pour les champs de vecteurs stratifiés to-
talement radiaux [25], H. Hamm pour une démonstration simplifiée du
Théoreme Fondamental de la théorie de Morse stratifiée de Goresky et
MacPherson [10], et L. Noirel pour obtenir un plongemeanj-régulier
sous-analytique de tout ensemble stratifié abstrait [19,20].

1Un théoréme de relévement continu contrdlé fut communiqué par A. du Plessis &
D. Trotman déja en 1988.
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Dans cet article nous traitons le cas de stratificatians et (c)-régu-
lieres a strates lisses. La conditigh) de Whitney entrainant léc)-régu-
larité de Bekka [1], notre théoréme de relévement continu contrdlé
de champs de vecteurs sur des stratificatiansréguliéres généralise
celui de Shiota. Nous obtenons aussi un résultat plus précis pour les
stratifications(w)-réguliéres et lipschitziennes.

Dans le 82, nous donnons une caractérisation de)légularité en
termes d’existence d'une distribution continue locale (théoréme 1) qui
sera le point clef pour obtenir le théoréme de relévement continu.

Dans le 83, nous démontrons le théoreme de relévement continu
d'un champ de vecteursy défini sur une strateX' fixée en un champ
& = Uy>x &r sur un voisinage stratifi#y = Uy-x Tx N Y de X dans
A (théoréme 2). Le champ construit vérifie la condition de contrble par
rapport a une famille de projectiofisy : Ty — Y }y>x compatibles entre
elles. Nous remarquons aussi quédgrégularité de Whitney caractérise
I'existence des prolongements continus de champs de vecteurs.

Dans le 84, nous considérons une stratificatigaréguliére. K. Bekka
a démontré que sur une telle stratification il est possible de construire un
systeme de données de contr@ile= {(z, pz): Tz — Z x [0, o[} zex
dont les fonctions distancgo;}, sont des applications de Thom [2].
Nous utilisons ce théoréme important pour déduire des propositions
analogues a celles du 82. Ceci hous permet de démontrer I'existence d’'un
relevement conting = (Jy-x &y controlé par rapport aux projections
{mz}z et aux fonctions distancgo}, i.e. contr6lé par rapport &
(théoreme 3).

Enfin, dans le 85, nous unifions les résultats des paragraphes précé-
dents en définissant, pour toute strate X', une distribution stratifiée
canoniqueDy : Ty — G;(T M) (I = dim X) globalement définie dans un
voisinage tubulaire stratifi#y de X dansA qui étend I'application de
GaussDy : X — G(TM) (Dx(x) = T, X) et par laquelle le relévement
de chaque champ de vecteuyrs défini sur X acquiert une expression
particulierement simple et naturelle (théoreme 4). Ce résultat est valable
également pour des stratificatiofis)-régulieres et lipschitziennes (théo-
reme 5).

Le nouveau point de vue que nous proposons pour obtenir des
relévements continus de champs de vecteurs (théorémes 4 et 5) unifie
les idées des démonstrations précédentes. La notion de distribution
canonique ici introduite va nous permettre d'étudier I'amélioration
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de la régularité des floteb des reléevements continus contr6lés de
champs de vecteurs et celle d'applications stratifiées plus générales
f:X — X’ : les notions de morphismeorizontalement! et semi-
différentiable en dépendent [14,15]. Leur utilité a été vérifiée dans
plusieurs applications [4,13,16,17].

Nous remercions Karim Bekka pour plusieurs discussions utiles.

Quelques préliminaires- Rappelons qu’unstratificationd’un espace
topologique A est la donnée d’'une partitio® localement finie deA
en variétéC! connexes (dites lestratesde X) vérifiant lacondition de
frontiére : pour tout couple de straté§, Y € X, si X NY £ alorsX C
Y.Onnote alorsX <Y etenposandY =Y —YonaY =Y U (y_y X)
etdY =||y_y X [12] (L = réunion disjointe). Le coupl& = (A, X) est
dit un espace stratifiéle supportA et destratification X'. La réunionA;
des strates de dimensighk est ditek-squelettede A, et induit un espace
StratiﬁéXk = (Ag, ElAk)-

Des conditions de régularité supplémentaires peuvent étre imposées
a X : étre unensemble stratifié abstradu sens de Mather [9,11,12,
31] ou, siA est un sous-ensemble d'une variété M, de satisfaire les
conditions(a) ou (b) de Whitney [11,12,32], o) de Bekka [1,2] ou, Si
A est un sous-ensemble d’une varié® de satisfaire les conditior(s)
de Kuo-Verdier [31], o L) (i.e. Lipschitziennede Mostowski [21].

DEFINITION 1.-Soit X = (A, X) un espace stratifié. Une famille
F = {(x, px, Tx)}xex €st dite un systtme de données de contrble
(S.D.C) de X si pour toute strateX de X’ on a:

(1) Tx estun voisinage d& dansA (dit voisinage tubulaire d&) ;

(2) nx:Tx — X est une rétraction continue déx sur X (dite la

projection surX);

(3) px:Tx — [0, oo[ est une fonction continue telle que= px*(0)

(dite la fonction distance d&) ;
et, de plus, pour tout couple de strates adjacerdes Y, en considérant
les restrictionstxy = mx |1y, €tpxy = px|1y, AUX SOUS-ENSEMDbIES Yy =
TxNY,ona:
(4) l'application (7xy, pxy):Txy — X x]0, oo est une submersion
C1 (et il s’en suit en particulier queimX < dimY) ;
(5) pour toute strateZ de X tel queZ > Y > X et pour toutz €
Ty, N Tx les conditions de contréle suivantes sont valables
() mxymyz(z) = mxz(z) (dite la condition der-contrblg ;
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(i) pxymyz(z) = pxz(z) (dite la condition deo-contrdlg.
On note alorsTy(¢) = pgl([o, ¢[),Ve > 0 ol on peut SUPPOSEFy =

Si A est un espace topologique séparé€, localement compact et a base
dénombrable alors le coupl&’, F) est dit unensemble stratifié abstrait
(et comme on travaille d’habitude avec un unique systéme de données de
controleF de X', F peut étre alors omis). Dans ce cagst métrisable et
les voisinages tubulairddy } xc > peuvent étre choisis tels qu&yy # ¥
si et seulement sk <Y ou X > Y ou X =Y” (voir [12] page 41 et
suivantes).

DEFINITION 2.—Un champ de vecteurs stratifié saf= (A, X') est
la donnée d'une famillé = {&éx}xex OU chaquety est un champ de
vecteursC?! sur la strate X. Un tel £ = {£x}xes est dit contrélé(par
rapport aF) si les deux conditions de contrdle suivantes sont valables

wxy«(Ey () =&Ex(xy(y)) (la condition der-contrble pourg)
{ oxy«Er(y) =0 (la condition dep-contrble pourg).

La notion de systéme de données de contrdle introduite par Mather
pour définir les ensembles stratifiés abstraits [12] s’est révélée étre un
instrument fondamental pour obtenir de “bonnes” extensions de champs
de vecteurs sur un espace stratifié. En fait pour tout champ de vecteurs
&y sur une strateX de X, il existe un reléevementr, p)-contrblé
& = {&y}y>x défini sur un voisinage tubulairgx (¢) de X. De plus la
condition de contrble simultanée par rapport &t ap implique que si
&x admet un flot global¢; : X — X},cg, alors le relevé admet un flot
global également.

Les ensembles stratifiés abstraits ne sont pas a priori plongés dans
une variété donc pour eux la continuité des champs de vecteurs stratifiés
n'a aucun sens. Cependant les stratificatighy- et (c)-régulieres
admettent un systéme de données de contrble (resp. [1,2,12]) (et une
structure d’ensemble stratifié abstrait) ainsi que les stratifications
ou (L)-régulieres a strates analytiques (resp. [21,29]).

D’autre part méme pour les stratificationis)-réguliéres ou(w)-
ou (L)-régulieres n'admettant pas un S.D.C. nous considérerons dans
la suite des voisinages ouverts des strates, des projections et des
fonctions distances (ne provenant pas d'un S.D.C.) pour lesquelles il nous
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conviendra de préserver les notations des ensembles stratifiés abstraits et
de leurs S.D.C. Ty, nx: Tx — X, px:Tx — [0, 1[ et pour toute strate
Y > X, de noterfyy =Tx NY, txy = TX|Txy etoxy = PX|Txy -

2. Ladistribution canonique locale et (a)-régularité de Whitney

SoientX < Y deux sous-variétés lisses (i.e. au moins de cl@sjele
R", I =dimX, k = dimY. L'étude que nous envisageons étant locale
sur X, nous supposon¥ = R/ x 0" et notonsE;, ..., E, la base
canonique d&" etp_, :R" — R’ x 0 la projection canonique si#' x 0.
Soient de plus :

Vi(TY)=J{(v1,....») € (T,Y)" | v1,..., v, indépendants,

yeyY

G(TY)={T,Y|yeY} et q:V(TY)— G(TY)

respectivement la variété de Stiefel deepéres del'Y, la grassman-
nienne deg-sous-espaces vectoriels B& tangents & et la projection
canoniqueg (v, ..., v) = [v1, ..., ] deV,(TY) surG,(TY). Alors on

a:

THEOREME 1. —Le couple(X,Y) est (a)-régulier si et seulement
s'il existe un ouvertW C Y, une distribution Dyy: W — G(TY)
et un relevemenDyy : W — V,(TY) de Dyxy dansV,(TY) rendant
commutatif le diagramme suivant

Vi(TY)

s
W Dxy

—=Gy(TY)

et tels que
(i) X UW estun voisinage d& dansXUY etX C W,
(i) en notantDxy(y) = (v1(y), ..., vi(y)) on a prgi(v;(y)) = E;,
vVi=1,...,[;
(i) Dyy prolonge par continuité suk U W I'application Dyy (x) =
(E1, ..., E)) etDyy prolonge par continuité suk U W I'appli-
cation de Gaus®Pyy(x) =T, X =[E4, ..., E/].
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Preuve. =Si". Dans ces hypotheses il existe le sous-filibgy =
Uyewty} x Dxy(y) de TW C TY tel que pour toute suitgy,}, C Y
telle que lim, y, = x € X on ait lim, Dxy(y,) = T, X grace a (iii). Alors,
comme d’autre parDyy(y,) € Ty, Y Vn, on trouve en particulier que

“Seulement &i Si par hypothése(X, Y) est (a)-régulier, il existe
un ouvert W C Y tel que la restrictionpRllw W — R/ x 0 soit une
submersion et qui vérifie (i) [28].

NotonsTxy = W etwxy = p

stratifications.
Soit Dyy la distribution de dimensiohdéfinie pour touty € Txy par
le sous-espace orthogonal a kg¥ .., dansT, Y,

Dxy :Txy — G(TY), Dxy(y) =L (kermyy,,, I,Y).

ol W selon la terminologie usuelle des

Comme pour toup € Y larestrictionzyy,, : Dxy(y) — R! x 0 estun
isomorphisme d’espaces vectoriels, tout vectBude la base canonique
de R’ x O se reléve en un unique vectey(y) = (ﬂxy*y|)_l(Ei) dans
Dxy(y), i.e. nous définissons

vi(y) =L (Kermyy,,. T,Y) N p, ~H(E).
Alors les vecteurs relevés(y),...,v;(y) ayant leurs projections
Es, ..., E; indépendantes sont eux aussi indépendants. RgKg), ...,

v;(y)) forme uni-repére déR” qui par construction appartienfa(7Y),
et on peut définir I'application :

Dxy:Txy — Vi(TY),  Dxy(y) = (v1(y), ..., u(»))

qui a nouveau par construction vérifie évidemmegt. (v; (y)) = E;, Vi
etDyxy = qDxy.

Afin de démontrer (iii) nous établissons le lemme ci-dessous ou on note
t, =T,Y pour touty € Txy et p., :R" — 7, la projection orthogonale.

LEMME. —Dxy (y) = p,, (R’ x 0) pour touty € Txy.

Preuve. -En notant pour tout sous-espaéec R”, V* l'orthogonal a
V dansR", on voit facilement que

Dyr() =1L (kerp, ,7,)=7,N((0xR"")N7,)"
=7, N (R x0) +1,).
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Alors Yw € Dxy(y) on peut écrirew = v + v’ avecv € R/ x 0 et
v et dou:
y

P+, (v) = P, (w—v)= pry(w) — Py, W)=w+0=w

et doncw € p,, (R’ x 0).

D’autre paft, tout vectewt € p,, (R! x 0) est de la forme: = Pr, (V)
avecv € R’ x 0 et siu’ € 7, est la projection (orthogonale) desur z;-
onav=u+u olu=v—u caduect,N(R x0)+1}) etdonc
u€Dyy(y). O )

Suite de la preuve du théoremeA-présent les deux conditions :

lim z, DR ' x0 et Iimpfy(Rl x 0) =R'x0
y—=>Xx y—=>x

sont précisement léax)-régularité deX < Y et une conséguence immé-
diate de cette derniére. Donc, grace au lemme, on déduit immédiatement
que :

{ lim Dyy (y) = lim p, (R x 0) =R’ x 0,
y—>Xx y—>x

lim v;(y) = lim p,, (R'x0)Np ,"ME)=E;, Vi=1...,1
y—=>Xx y—=>x
c.a.d. les conditions de continuité (iii) a démontrern

DEFINITION. —La distribution Dxy de sous-espaces de dimension
Il =dimX de TY définie au théorém@ sera appelée la distribution
canonique locale induite paX surY.

Remarquel. — Le lemme 1 dit aussi que le sous-espBRgg (y) est le
sous-espace dg Y a distance minimale d&, X olx = wxy(y).

Quand nous ne sommes plus dans une analyse locale i.&. -6l
R x 0 etryy = p,, yron conviendra (comme dans le 85) ddgy (y) =
P, (T X),0olt, =T,Y etx = mxy(y). Aussi pour les problemes qui nous
intéressent, il ne sera pas restrictif d’identifier le voisin&igédomaine
deDyy) avecY.

Remarque2. — Comme l'ont remarqué Thom [26] et Whitney [32],
la (a)-régularité enx € X d'un couple de strateX < Y implique
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la (r)-régularité enx. Cette notion introduite par R. Thom en 1964
signifie que la transversalité & enx d’'une variétéS entraine aussi la
transversalité dé a la strate supérieuré au voisinage de. Soulignons
gue la distribution canoniqu®yxy donne précisement un sous-fibré
Uyer 1y} x Dxy(y) deTY qui permet de préserver une telle transversalité
en passantd& aY.

D’autre part, la(a)-régularité deX < Y caractérise en fait la stabilité
de la transversalité ¥ U Y, i.e. que pour toutes variétéé et M avec
XUY C M, 'ensemble{ f € CY(N, M) | f est transverse ¥ U Y} est
ouvert dan<CY(N, M) avec laC*-topologie forte [30].

Remarque3. — Dans [28], D. Trotman démontre qu'il y a une version
géomeétrique de léa)-régularité d’'un couple&X < Y : celle-ci équivaut a
demander que dans toute caftg la projectionryy Soit une submersion.
Nous précisons que le sous-espace relevé canoriigy€y) comporte
une telle submersivité et qu’en particulier on &Y., : Dxy(y) = T, X
est un isomorphisnie

3. La (a)-régularité caractérise I'existence des relevements continus

Dans ce paragraphe nous considérons le probléme du prolongement
d'un champ de vecteur§y donné sur une certaine strafe d'une
stratification (a)-réguliere X = (A, ¥), aux strates supérieurés> X
adjacentes &.

Notre théoreme s’inspire principalement de celui de M. Shiota [23]
(Lemme 4.11.) ou I'on construit un voisinage Meréunion de voisinages
coordonnés de points d&, sur lequel il existent les relévements continus
et contrélés des champs définis sur Afin d’obtenir la continuité du
champ relevé et a la différence des arguments de [23,24] (et de [9,12] qui
cherchaient a obtenir un relevement contr6lé, mais pas nécessairement
continu), nous reléverons les champs locaux dans les sous-espaces de la
distribution canonique locale définie au 81.

La (a)-régularité de Whitney est une condition évidemment nécessaire
pour qu’un relévement continu de tout champ de vecteurs soit possible.
Nous montrons alors, en affaiblissant les hypothéses de [23], que la
(a)-régularité est également une condition suffisante pour avoir une
extension continue et contrblée par rapport a une famille de projections
{my:Ty — Y}y compatibles.
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Remarquons qu’un théoréme de relévement continu sous I'hypothése
de (a)-régularité a été démontré par M.-H. Schwartz [22] pour des
stratifications analytiques, mais ceci sans considérer aucune condition de
contréle.

THEOREME 2. —SoientX = (A, X)) un espace stratifiéa)-régulier
de support un ferméd d’'une variété Ct M", X une strate deX
et {my:Ty — Y}y>x une famille de projections compatiblgse. :
TyzTzz = wyz, YX <Y < Z < Z') avec chaqueTy un voisinage
ouvert deY dansM.

Pour tout champ de vecteu@s' &x sur X, il existe un voisinage ouvert
Tx de X et un champ de vecteurs stratifié= {§y}y>x sur Tx qui est un
prolongement continu dg;, contrdlé par rapport myly.

Preuve. -Remarquons qu’un voisinagg; de X n’intersecte pas né-
cessairement les straté® < X, donc I'extension ne concerne que les
stratesY > X. Soitl =dimX.

Etape 1 : relévement sur une strafé > X. Pour toutx € X,
considérons une cartg, : (U, U, N X) — (R", R! x 0), définie sur un
voisinage ouvert/, dex dansM™, qui plonge localemernX N U, comme
R! x 0 dansR”, en transformantry en la projection canoniqug,, i.e.
telle que le diagramme suivant soit commutatif :

U, 1y (U,)

I

R!

R"——R! x 0.

L'ensembleU = |J,.x U, est donc un voisinage ouvert dedansM
et quitte a rétrécir le domairig, demxy, on peut supposefy = U.

Fixons une strate > X et, afin de définir un premier relévement
continuéyy deé&y surY, considérons une famille de relevements locaux
&u.ny SUr U, N'Y qui se recollent convenablement entre eux ainsi
gu'avecéy.

Pour toutx € X soit&,,.nx) = ¢«(§u,nx) le champ image déy, nx
surR! x 0 via g, et posons :

I
Ew,nx)(P) = bi(pHE; olp' =(py....p.0,....00 eR xO.
i=1
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En substituant les vecteurs de la base canonjdisjg de R’ x 0 par
ceux de la base correspondante releyé€p)}; dans la distribution
canonique local®,x),y, autour dep(x) =0€ X =R’ x 0, on obtient
un champ relevé,,ny) sure(U, NY),

1
Epuinn(P) =D bi(p)Hvi(p)

i=1
oup=(p1,..., P1, Pis1,---» Pn) €E@U,NY) CR",
qui prolonge contindmend,,nx, et qui est controlé par rapportza,
(théoreme 1(ii)). B
Le champ image réciproque vig !, surU, NY = (U, NY) u (U, N
X):

£ o, Y (Eyw.nyy) = (notons-le aussy,~y) surU,NY,
vny = SUXQX surU, N X,

est alors un relevement local continu etcontrélé deé&y ~x (i.e.
ﬂx*(gUXmY) = »’EUan)-

Par une partition de l'unité lissp.,: U, NY — [0, 1]},cx subordon-
née au recouvremerl, NY},cx de Tx NY = Txy, on peut définir le
champ globakyy, par

X

S A&y (y) siyeU,Uc.NY =Tyy,
Exy(y ={ .
Ex(y) siyeUJ, U,NX =X,

gui est une extension continuerefcontrblée deéy surTxy NY.
En fait, notanty’ = 7x(y) Vy € Txy, chaquesy ~y étant contrélé on
a:

Xy <Z A (Méu,ny (y)> =Y O 7xsy (Evnr ()

_ [;/\x(y)} £y, nx (V)

=1-&,x(y)=&x(y);

et similairement comme lim, . &y, y(y) = éu.nx(x"), Vx' € X on
trouve :
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FiG. 1.

i oy (3) = M 373 (360, () = 1+ bu,mx () = Ex(x).

Etape 2 : relevement aux strates supérieu@eit X < X; < --- <
X, une chaine maximale de strates adjacentés, &t prouvons que
le relevement peut étre prolongé jusq@ayx, = Tx N X,. Il suffit de
considérer le cag =2, X < Y < Z : il seraa posteriori clair que la
preuve s'étend par récurrence.

Considérons des relevements définis comme dans I'étape 1, par rapport
aux trois couples de strates adjacefes Y, X <Z, Y < Z:

Exy :lerelévement continu contrblé g surTyy ;
&xz :lerelévement continu controlé ge surTyy ;
&yz :lereléevement continu contrdlé dgy surTy N Ty .

Pour une métrique riemannienne fixée 8, la continuité du champ
&yz sur Tyy U Tyz (voir aussi les figures 1 et 2) implique celle de
I'application

h:Txy UTyz — [0, o0, h(z) = ||&rz(z) — xy (my2(2))].
D’autre part, comme&y’ € Txy on ah(y’) =0 etsy =d(y’, X) > 0,
il existe un voisinage ouvei, de y’ dansTxy U Ty tel queh(z) <
8y/2, Yz € Wy et tel que le pointy = my(z) vérifie d(y, y') < 8,//2.

Alors W = Uyery, Wy €Stun voisinage ouvert d&y dansTxy U Tyz
tel quevz € W, siy’ € Y est tel quez € Wy, on trouve

/ / 1 /
diy, X)<d(y,y)+d@y, X) < Ed(y , X) +d(y, X)

1
et donch(z) < anf <d(y, X).
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Il n'est pas restrictif de supposer, par un rétrécissement du voisinage
tubulaireTy, queTy N Z = W et puis par un changement de métrique que
ce nouvealy soit encore de rayon ¥y = Ty (1).

En rappelant queX € Txy € Tyz, on trouve alors que le champ
restriction de&y; a ce nouveady,, (notons-le encoréy,) vérifie la
condition de continuité suX :

(%) lim &y7(z) = §x(x), pourtoutx € X,

car

6yz(z) = Ex ()N < Iéyz(2) — Exy (yz(2))|l
+ lExy (Tryz(2) —Ex ()l 5

!m lExy (myz(2)) —Ex(x) || =0,
par construction déyy ;

Zl[]l 6yz(z) — Exy (myz ()l

= limh(z) < lim d(y (2), X) = 0.

Soit maintenant{«, 8} une partition de l'unité subordonnée au
recouvrement ouveftVy = Txz(1) — Tyz(1/2), Vo= Txz(1) N Tyz (1)}
deTx, = Tx ()N Z.

Alors le champg, recollement déy, etéyz,

§:TxNZ—>TZ, &(z)=a(2)éxz(z)+ B(2)éyz(2)

vérifie :
(i) & est continu suffyy et surX ou il vaut respectivemetyy etéy,
(i) & est contrélé surTx, par rapport au systéeme de projections
{mx, my, wz}.

Preuve (i). Siy e Ty N'Y, comme dangdy;(1/2) on aa|y, 1/2 = 0
etBr,, a2 =1, alorsér, /2 = vz et par conséquent

lim £(2) = lim &7, 1/2)(2) = lIM &y 7 (2) = &Exy ().
=y =Yy =Yy
D’ autre partyx e X ona:

l@(éxz(Z):éx(z) et Z'L”)]C?EYZ(Z)=SX(X),
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respectivement par construction (étape 1) et graee au-dessus. Donc
on conclut :

lim §(z) = lim @(2)§x2(2) + B(2)&rz(2) = Ex (x).

Preuve (ii). Le champé coincide avecty sur X, avec&yy sur
Txy et avecéy; sur Tyz(1/2), alors les conditions de contrdle sont
automatiqguement vérifiées par construction (étape 1), relativemént a
Y surTyxy(1) etaY < Z surTyz(1/2) et il reste donc a les vérifier pour
le coupleX < Z. Enfait, siz € Tx(1) N Z un seul des cas suivants alieu :

(a) z € Vi — Va. Alors &y, _v, = &xz)y,_v, €t la condition découle de
I'étape 1.

(b) z € Vo — V1. Alors &y,_v, = &yzy,_y, €t la condition suit encore
de I'étape 1.

(c¢) z € V1N V,. Dans ce cas, en notapt=mryz(z) etx = wxz(z) =
wxy(y), par linéarité dery,.:T,Z — T, X et grace aux cas (a) et (b),
on trouve :

X Zxz (5 (Z)) =a(2)Tx 74 (SXZ(Z)> + ,B(Z)ﬂxy*yﬂyz*z (»’EYZ(Z))
=a(z)éx (JTXZ(Z)) + B(@)xyséxy (T[YZ(Z))
= a(2)Ex (mx2(2) + BEx (mxy (Tv2(2)))
= [a(z2) + B(2)] - éx(mx2(2)) =&x(mx2(2)). O

Remarquel. — La démonstration du théoréeme 1 contient aussi la
preuve de son analogue sans condition de contr@eX ‘est(a)-régulier
tout champ de vecteur§® &y sur une strateX, admet un relévement
stratifié & = {&y}y>x continu défini sur un voisinage ouverk de X”.
Ceci découle de : (1) les distributions canoniques locales considérées
dans I'étape 1 existent indépendamment des conditions de contrdle;
(2) les différentes partitions de I'unité utilisées (étape 1 et étape 2) pour
les recollements par continuité peuvent également étre considérées sans
aucune modification ; (3) 'ensemblé = |, W, peut étre similairement
defini en considéranty € Txy, hy(2) = &yz(2) — Exy (V)] et W, =
h;l([O, 8yD.

Remarque2. — La(a)-régularité étant évidemment une condition né-
cessaire pour qu’'un relévement continu de tout champ de vecteurs soit
possible on obtient donc que :
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“La (a)-régularité de Whitney est une condition nécessaire et suffi-
sante pour I'existence des reléevements continus de champs de vecteurs
définis sur une strate

Remarque3. — Le théoréme de relévement implique en particulier que
si un champ de vecteurs est donné sur toutes les strates de profondeur
maximale, on peut en déduire une extension continue et contrdlée, définie
sur la stratificatiom toute entiére (et sur la variété ambiantg.

Remarque4. — Les voisinage$Ty }y>x sur lesquels le relevement fi-
nal (est défini et) vérifie les conditions decontrble sont des rétrécisse-
ments (a priori) des voisinages de définition des projectign&ue nous
avons noté avec abus encore fiBf}y>x).

4. Relévements sur des stratificationgc)-réguliéres

En 1988 K. Bekka a introduit dans sa thése [1] la conditionde
régularité pour un espace stratiflé = (A, X¥) de supportA contenu
dans une variété liss#f. La (c)-regularité implique la conditior{a)
de Whitney et est plus faible que la conditioh) [1]. Dans sa thése
Bekka 'appellela “condition de Whitney faible mais maintenant cette
appelation est réservée a la conjonction des conditionet (8), laquelle
est plus forte que la conditiofr) mais toujours plus faible qué) [5].
De plus Bekka a démontré [1,2] que I'on peut construire pauan
systeme de données de contréle= {(rx, px): Tx — X x [0, 0[ }xex
[9,12] et que toute stratificatiofr)-réguliére vérifie le premier théoreme
d’isotopie de Thom.

DEFINITION 1.-Une application stratifieef : X — X”, entre deux
espaces stratifiést = (A, X) et X’ = (B, Y’), est la donnée d'une
application continuef : A — B qui envoie chaque strat& de X’ dans
une unique strateX’ de X”, telle que la restrictionfy: X — X’ soit
une applicationC!. Une telle f est dite un homéomorphisme stratifié
(resp. une submersion stratifiési f est un homéomorphismeesp.
une surjectioh et si chaque fx est un difffomorphisméresp. une
submersioh

DEFINITION 2.-0Onditqu’une submersion stratifiée=Jy 5 fr: X
— X’ verifie la condition(as) de Thom, si pour tout couple de strates
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X < Y dansA et pour toute suit¢y,}, dansY telle quelim, y, =x e X
etlim, kerfy*yn =7 On a aussir 2 Kker fx,, .

DEFINITION 3.—-Un espace stratifiét’ = (A, X) est dit(c)-régulier
si, pour toute strateX € X7, il existe un voisinag&y de X dans la variété
ambiante M et une fonction continuey : Uy — [0, oo[, dont chaque
restriction pyy :Ux N Y —10,00[ (VY > X) est de class€?, telle que
px-(0) = X et telle que I'application stratifiée

px Et(X)NUx — [0,00[ OUEI(X)= ] Y
Y>X

définie surE:(X) N Uy avec la stratification induite pa soit une
application de Thom.

La (¢)-régularité de Bekka signifie donc que pour tout couple de strates
adjacentesY < Y, les espaces tangents ere Y aux hypersurfaces de
niveaux py*(¢) (ol e = px(y)) ont des limites qui contiennent I'espace
tangent7, X quandy — x € X.

Dans [3], Bekka montre que sur une stratificatioyrréguliére on peut
construire undamille d’applications tapissantesfy : T,y — [0, oo[ } et
gu'a partir de cela on peut relever (par image réciprogue) des champs
de vecteurs continus qui soobntréléspar rapport a cette famille. En
étudiant la relation entre ces fonctions tapissantes et les applications
distance tubulaire$py}y du S.D.C. on peut déduire que le théoréme
de Bekka [3] implique celui de Shiota énoncé pour des stratifications
(b)-réguliéres [23, Lemme 4.11]. En tout cas (bien que cela ne soit pas
immédiat) I'idée clef, commune aux deux auteurs, reste celle de relever
les champs sur les hypersurfaces de niveau d'une fonction distance
laquelle dans [23] (ou on considéere une stratification de Whitney) se
réduit a la distance standaggy (y1, ..., ) = >4 ¥? (I = dimX).

Cette idée est également présente dans le travail de A. du Plessis [7,8].

Nous reprenons alors cette idée pour définir notre relévement continu
contrdlé ‘tanoniqué pour une stratification(c)-réguliere. Dans ce cas,
nous obtenons des résultats analogues a ceux de 82 et 83 mais avec
des champs et des flots qui seront de plus contrblés par rapport aux
fonctions distancépz} . Pour obtenir cela, il suffira d’apporter quelques
modifications a la construction du §2.
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Soient alorsX = (A, X) un espace stratifiéc)-régulier et F =
{(rx, px):Tx —> X x [0, o0[ }xes un S.D.C. dont les fonctions distance
px sont de plus des applications de Thom (un tel S.D.C. existe par [2]).
Fixons une strat& de X’ et pour chaqué& > X, soitpyy : Txy — [0, oo
la restriction deoy aTxy =Ty NY.

Les notations et le lemme ci-dessous sont les analogues dans le cas
(c)-régulier des notations et du lemme introduits au 82 pour le cas
(a)-régulier.

Pour touty € Y, soiento, le sous-espace dE Y tangent a I'hyper-
surface de niveawyy (oxy(y)) de pxy eny, o, = Typxs(pxy(y)) =
kerpxy.,, po, \R" — oy la projection orthogonale suf,. Si X = R/ x 0
etryy = p]R[|Y’ ona:

LEMME. — p, (T: X) = L (kermxy,, NKerpxy,,, kerpxy,,) ol x =
Txy(y).

Preuve. La démonstration est complétement analogue a celle du
lemme au 82. O

PROPOSITION —Si X =R/ x 0 < Y est un couple(c)-régulier, les
propriétés (i), (i) et (i) du théorémel peuvent étre obtenues en
construisant des applications

Dyy: Txy — Gi(kermyy,) et Dxy:Txy — Vi(Kermyy,),
i.e. avec lesDyy (y) = [v1(y), ..., v (y)] tangent aux hypersurfaces de

niveauy N px*(px ().

Preuve. -De I'hypothése ddc)-régularité [2], on déduit gu'il existe
un voisinageTyy (¢) (appelons-lelyy) tel que 'application(zxy, pxy) :
Txy — X x ]0, ¢[ soit une submersion. On peut définir alors la distribu-
tion Dy par la formule (analogue au §2)

Dxy : Txy = Gi(kerpxy,),
Dxy(y)=1 (ker(ﬁxy, PXY)xys kerpXY*y)~

L'espace tangent a I'hypersurface de nivgas= px(y)} est:

T,(Y N pxt(e)) =T, Y N T,pxt(e) = ker(ﬂxw)*y =Kerpxy.,,
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qui grace a lgc)-régularité vérifie :

lim kerpyy,, 2R’ x 0, pour toutr € X.
y—>Xx
Alors en utilisant le lemme précédent, de méme que celui du 82 dans
théoreme 1, ou iab, = kerpxy*y aremplacé, = 7,Y, on trouve :

lim Dyy(y) =R x 0.
y—>x

Dautre part comme la restrictiontyy.., : Dxy(y) — R! x 0 est un
isomorphisme, nous pouvons a nouveau dé¥ini= 1, ..., [ les vecteurs
v;(y) relevements des vecteurs canoniqugsde R x 0 = T, X dans
cette nouvelle distribution par la formule

vi(y) =Dxy(y) Naxy(E), Vi=1...1

La preuve se conclut en observant que, encore grace au lemme
précédent, I'application

Dxy : Txy — Vi(kerpxy,), Dxy(y) = (v1(y), .-, v(y)),

verifie
lim vi(y)=E; et lim Dxy(y) =(Eq, ..., E)). O
y—>x y—>x

THEOREME 3. —SoientX = (A, X) un espace stratifiéc)-régulier,
X une strate ded et F = {(ty, py) : Ty — Y x [0, 0o[ }y Un systéme de
données de contrdle dé.

Pour tout champ de vecteur§® £y sur X, il existe un champ de
vecteurs stratifiés = {&y}y>x défini sur un voisinagel’y de X qui
prolongeéy de maniére continue &tr, p)-controlée.

Preuve. -Avec les nouvelles définitions des vectewysla construc-
tion du champ est formellement identique a celle du théoreme 2. Il suffit
donc d'observer que le champ fingalainsi obtenu est de plus contrélé
par rapport aux fonctions distangey }y>x.

En fait, dans I'étape VY > X etVy € Ty(1/2) on a

(%) : oxv«Exy) = Z/OXY*y (§v.nr(») =0

car par construction chaqge ny(y) € ker,oxy*y.
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D’autre part, dans I'étape @as(c), pour toutz € Txz N Tyz (> 1/2)
on a encore :

PXZx (5 (Z)) = PxZ« (05 (2)éxz(2) + ﬁ(Z)gyz(Z))
=(2)pxz+(6x2(2)) + B pxy(Tyz4Erz(2)) =0,

car grace a la propriété) ci-dessus
PXZ+ (SXZ(Z)) =0 et ,OXY*(JTYZ*»’EYZ(Z)) = PXY*(\’;:XY(Z)) =0. O

Remarquel. — Le prolongement peut étre obtenu globalementasur
tout entier si le champ est donné sur des strates de profondeur maximale.

Remarque2. — En ce qui concerne les flots, la conditiongeontrble
permet d’'obtenir que I'existence d'un flot global pour le chagyp
implique I'existence d'un flot globald = Jy.x @y du champ relevée
& =Uy>x &x [9,23]. On obtient de plus qu'un tel flad : Ty x R — Tx
est une application continue. Précisons aussi que la condition de controle
des champs relevés est suffisante pour obtenir une telle continuité des
flots relevés sans nécessiter d’hypothése sur leur continuité [12].

5. Ladistribution canonique globale Dy

Dans ce paragraphe, nous montrons que les méthodes de partition
de l'unité développées au 83 pour recoller les champs de vecteurs
relévements continus contrblés (définis dans la distribution canonique
locale) se réappliguent convenablement et permettent de définir une
distribution canonique globaldonnant une formulation plus simple et
naturelle du théoréme de relévement continu.

Aprés avoir considéré le cas des stratificatiqgns (et donc (b)-)
réguliéres, nous considérons le cas des stratificationségulieres [31]
et lipschitziennes [21] (lesquelles n'admettent pas nécessairement un
S.D.C.) et nous définissons également pour ces types de stratification une
distribution canonigue globale.

THEOREME 4. —SoientX = (A, X) un espace stratifiéc)-régulier
de support un fermét d’une variétéC' M et F = {(nx, px): Tx —
X X R}XGE un S.D.C. deY.
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Pour toute strateX € X, il existe une application stratifie®y =
{ny}y>x

Dy :Tx — G(TM), oul=dimX

définie sur un voisinage stratifiy = Uy x Txy de X a valeurs dans la
grassmannienn&; (T M) et telle que
(i) Dy est continue sufy ;
(i) Dxx(x)=T.X pourtoutx € X ;
(i) Dyxy estun sous-fibré deerpxy,, VY > X ;
(iv) T,Y = Dxy(y) ® kermyy,, est une somme directey > X et
Vy € Txy,;
(V) la restriction mxy.y : Dxy(y) — T, X est un isomorphisméu
x=mx(y));
(vi) pour tout champ de vecteues' £y défini surX, la formule

Ey(y) =Dxy(y) N7y, (Ex(x)), olx =mx(y),

definit un champ de vecteurs stratifig, = {{y}y>x relevement
continu controlé déx sur Ty = Uy x Txy-

Preuve. Pour toutX < Y, considérons la distributio® yy définie
par

Oxy : Txy — Gi(kerpxys), OQxy(y) = po, (T: X)

OU x = 7xy(y), oy = Kerpxy,, = y,0>?>1/(,0XY(y)) et p,, \R" — o, est
la projection orthogonale sur,. CommeX < Y est(c)-régulier on a
lim,_, . o, 2 Ty X, et on en déduit évidemment la continuité dey en
tout point deX. Alors quitte a rétrécir les rayons des tul§@s} x> du
S.D.C. on peut supposer qife € Ty la restrictionpy7.x : 7. X — o,
est injective et donc di@xy (y) =dimX =1.

Soit Z > Y une troisiéme strate adjacente&XaDe la(c)-régularité de
Y < Z,deméme que polf <Y onalim_, Qyz(z) 2T,Y (Vy € Txy)
et de plus, en notant

y=myz(2)
Oxy(2) = Poy,(Qxy(y)) ou < et
py = projection orthogonale sut
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on déduit également la continuité d@xy en tout point deTyy :
lim._, Oxy(2) = Oxy(¥).
Fixons une métrique riemannienne ddret considérons la “fonction
distance”s entre deux espaces vectoriélset V d’'un mémer, M :
S(U, V)= sup inf ||u —v]|
uecl veV
el =1
avec laquelleon & CV <= §(U,V)=0.

De maniére similaire au théoréme 2 (de relévement continu) il existe
un voisinage ouverV de Txy dansTyy U Ty, tel que six = mxy(y) =
xz(2),

W C{zeTyzNTxz18(Qxy(2), Oxy(y)) <d(y,x)}

et quitte a rétrécify on peut supposefy; € W. De ceci nous déduisons
la continuité de la restrictionQxyr,, : lim._. Oxy,, @) = T.X,
Vx e X.
De méme qu’au théoréme 2 (83), étant donnée une partition de 'unité
relative au recouvrement ouvéity, V,} de Tz,

Vi=Txz(1) — Tyz(1/2), Vo=Txz(L)NTyz(D)
(figures 1 et 2), les deux distributions continues

Oxz:Vi— Gy(kerpxz,) et Q;(/Y Vo — Gy(kerpxzy)

peuvent étre recollées par la partition de l'unfté g} afin de définir
une distribution finale stratifié®y : Tx — G, qui vérifie évidemment
les conditions (i), (ii) et (iii).

A ce propos, nous précisons seulement que la partition de l'unité
sur les deux espaces vectorig€ds 7 (z) et Qxy(z) de méme dimension
I =dim X peut étre faite le long de I'angle minimum entre eux orienté et
linéairement reparametré €@, 1], ou bien le long de I'arc géodesique
dans la variété grassmannienfig(kerpyz.), car Qxz(z) et Qxy(z)
sont trés proches au voisinage He(ces deux méthodes semblent étre
équivalentes).

Parce que la distribution finafey vérifie les conditions (i), (i) et (iii),
il est facile d’observer que pour tout champ de vectéyrsur X et pour
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tout z € Tx en notantx = x(z), l'intersection transversale entfey (z)
etla fibren;jz(gx(x)) détermine un vecteur unique

Er, (2) =Dx(2) N7y (Ex (%))
tel queér, soit un relévement continu contrélé du champ inifigdl O

Le théoréme 5 est I'analogue du théoréme 4 pour des stratifications
(w)- et (L)-régulieres.

THEOREME 5. —Soient X un espace stratifi&w)-régulier (resp.
lipschitzien de support un ferméd d'une variété C> M" et F =
{mx:Tx — X}xes une famille de projections compatibles &e

Pour toute strateX € X il existe une application stratifie®y =

{Dxyly>x
Dy :Tx — G(TM), oul=dimX

définie dans un voisinage stratifi, = Uy~ x Txy de X, a valeurs dans
la grassmannienn&, (T M), et telle que

() Dy estrugueuséresp. lipschitziennesur Ty ;

(i) Dxx(x) =T.X pourtoutx € X ;

(i) Dyxy estun sous-fibré du fibré tangent a la strateY, VY > X ;

(iv) T,Y = Dxy(y) @ kermxy,, €st une somme directey > X et

Vy € Txy,
(V) la restriction wxy.,: Dxy(y) = T X est un isomorphismex =

wx(¥);
(vi) pour tout champ de vecteugs sur X, la formule

Ev(y) =Dxy(y) N7y, (Ex(x)), olx =mx(y),

definit un champ de vecteurs stratifig, = {£y}y>x relevement
rugueux(resp. lipschitziende&y sur Tx = Uy~ x Txy-

Preuve. La démonstration de Mather [12] utilisée pour construire
un S.D.C. pour des stratification)-réguliéres peut étre refaite pour
des stratificationgw)-réguliéres (resp. lipschitziennes) de maniére for-
mellement analogue afin d’'obtenir une famille d’applicatiafAs=
{(rx, px) : Tx — X x R}xex ayant toutes les propriétés d'un S.D.C.
sauf éventuellement la submersivité de chaque fongtign ox) : Tx —
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X x R.? Cependant, dans le cas)-régulier (resp. lipschitzien) on peut
obtenir, au lieu de la submersivité ¢ey, px), la (plus faible) submersi-
vité dewry : Ty — X.

Si nous considérons maintenant, pour tout couple de stkatey’, la
distribution

Oxy:Txy = Gi(TY), Oxy (y) = pr, (T X)

ou pour touty € Txy, x = nxy(y) et r, = T,Y, alors a partir de la
(w)-régularité (resp. de la “lipschitzianité”) dé < Y, on voit facilement

gue la distributionQ xy est rugueuse [31] (resp. lipschitzienne [21]). La
preuve du théoréme peut alors étre déduite de la méme maniére gu'au
théoréme 4 avec comme seules modifications le fait de considérer chaque
fois 'espacer, = 7,Y au lieu du précedent, = kerpxy., et de recoller

dans le cas de trois strat&s> Y > X les deux distributiong xz(z) et
Qxy(2) = p-.(p, (T X)) par des partitions de I'unité rugueuses (resp.
lipschitziennes). O

DEFINITION 1.—-Soit X une stratification (c)-réguliére (resp.
(w)-réguliere ou bien lipschitzienneontenue dans une variélé. Pour
toute strateX € X, chaque applicatiorDy : Txy — G;(T M) vérifiant
les propriétés dans I'énoncé du théorémeéresp. au théorémeé) sera
dite “la distribution canonique globale déterminée p&irdansTx” et le
champ relevé&r, défini par la formule(vi) est dit “le relevement cano-
nique du chamgy surTx".

Concluons ce paragraphe en observant que le choix des familles de
distributions canoniquefDy}xcx peut étre amélioré en introduisant la
notion suivante de compatibilité :

DEFINITION 2.—Nous dirons que la famille de distributions cano-
nigues globale§Dy : Ty — G;(TM)}xcx, Vérifie la condition de mul-
ticompatibilité si pour tout triplet de strates adjacentés> Y > X, on
a: Dxz(2) CDyz(z),Vz € Tx, N Ty, éventuellement en réduisant les
rayons des tubeTy}xcs. Cette notion avec la proposition ci-dessous
seront utilisées dand 6].

2six est(w)-régulier ou bien lipschitzien et avec toutes les strates analytiques alors
les (rx, px) peuvent de nouveau étre obtenues submersives car dans &t asisde
plus (b)-régulier [29].
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ProOPOSITION —Les familles de distributions canoniques exhibées
aux théoremed et 5 peuvent étre obtenues avec de plus la condition
de multicompatibilité.

Preuve. -C’est immédiat car, avec les mémes notations qu’au théo-
reme 4, pour tout € Txz N Tyz(1/2), on a par construction

Dx2(2) = Oxv(2) = Poy,r (Oxr () € Qyz(2) =Dyz(z). O

Pour les stratifications admettant un systéeme de données de contrble,
méme si la condition de contréle d'un champ de vecteurs refevé
assure la continuité de son flot intégrdl, ceci n'implique pas la
différentiabilité ded [9] (exemple de la famille des quatre droites).

La notion de distribution canonique ici introduite a permis aux auteurs
de démarrer I'étude de l'amélioration de la régularité des fldts

des reléevements continus contrélés de champs de vecteurs et celle
d’'applications stratifiées plus généralésX’ — X’, en définissant une
notion de semi-différentiabilité, régularité située a mi-chemin entre la
continuité et la différentiabilité [14—16], et dont I'utilité a déja été vérifiée
dans différentes applications [4,13-16].
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