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Contexte et motivations du modeéle

En laissant s’écouler un flux lent constant de grains de sable au centre d’un
disque on verra se former un tas. La pente augmente lentement jusqu’a 'ajout
d’un grain qui entrainera une avalanche. Apres cette premiére avalanche I'ajout
progressif de grains de sable va mener la structure au méme point critique et
il y aura une autre avalanche, etc... La configuration du systéme oscille autour
d’un état critique.

De ce modele du “tas de sable” est né en 1987 le concept de criticité auto-
organisée grace aux physiciens Bak, Tang et Wiesenfeld.[1][2]

La criticité caractérise les systemes qui changent de phase, c’est a dire, dont le
comportement macroscopique change qualitativement, lorsqu’un parametre dit
critique dépasse un certain seuil. Par exemple, la température est un parametre
critique pour ’eau qui passe de I’état liquide a gazeux quand elle dépasse 100°C.
On parle d’état critique quand le systeme est au point critique. Tous ses éléments
s'influencent mutuellement. Il peut alors bifurquer, et changer brutalement de
configuration.

Le terme auto-organisation désigne la capacité des éléments d’un systeme a pro-
duire et maintenir une forme particuliere d’organisation a 1’échelle du systeme
sans que cette structure n’apparaisse au niveau des composantes et sans qu’elle
ne résulte de lintervention d’un agent extérieur (méme si le systéme reste ou-
vert sur son environnement). Il y a émergence et maintien d’un ordre global
sans qu’il y ait de chef d’orchestre.

La criticité auto-organisée concerne les systémes qui évoluent vers un état cri-
tique sans intervention extérieure et sans parametre de controle. L’amplification
d’une petite fluctuation interne (dans notre exemple, ’ajout de grains de sables)
dépasse un état critique et provoque un changement brutal de toute ’organi-
sation du systeme. En d’autres termes ces systémes possédent un état critique
intrinseque autour duquel ils tendent spontanément & se maintenir. Tant que
lon fournit de la matiere, le systeme va évoluer de telle sorte qu’il se rapproche
de son seuil critique; des que ce seuil est dépassé, le systeme relaxe rapidement
et évolue de nouveau vers le point critique jusqu’a la prochaine “avalanche”, a
I’instar du tas de sable.

Ces modeles ont beaucoup d’applications concretes : Les mécanismes déclenchant
les avalanches, tremblements de terre, vols d’oiseaux, mouvement de panique
dans une foule, intention de vote...

Un des modeles mathématiques les plus intéressants pour aborder la criticité
auto-organisée est le suivant :

On dispose d’un lac de dimension finie représenté par n nénuphars. On y dis-
pose une certaine densité p de grenouilles, p < 1. A ¢t = 0 toutes les grenouilles
sont éveillées. A chacune d’entre elles est associée une horloge dont les sonneries
sont espacées par des temps exponentiels indépendants de moyenne é On dira
qu’elle sonne a taux «. Quand cette horloge de saut sonne elle saute sur 'un
des nénuphars voisins choisi selon une loi uniforme. Chaque grenouille s’endort
suivant une autre horloge qui sonne a taux A, indépendante de la premiere.



Elle se réveille :

— Instantanément si le nénuphar sur lequel elle devait s’endormir est déja oc-
cupé.

— Si une autre grenouille saute sur son nénuphar.

Soit un lac avec des nénuphars représenté par un tore de dimension 1. Il y a
une différence de comportement des grenouilles selon leur densité. Si la taille
n du tore est infinie, Rolla et Sidoravicius [6] ont montré qu’a faible densité
les grenouilles finissent par s’endormir, alors qu’a haute densité elles ne s’en-
dorment jamais. Pour le modele de taille n fini toutes les grenouilles vont finir
par s’endormir (cf paragraphe 3.1). Et de récentes recherches [4] montrent qu’a
tres faible densité la moyenne de ce temps d’endormissemnt croit en n de fagon
polynomiale, alors qu’a haute densité cette durée croit de maniere exponentielle
en n. On pense qu’il existe une densité critique p, pour ce modele induisant
deux réponses différentes du systeme.

Sous réserve de prouver l'existence d’une telle densité critique (on ne sait pas le
montrer pour le moment), on aurait alors un modele dynamique simple faisant
émerger une auto-organisation en passant a un systeme ouvert : des grenouilles
sont ajoutées lentement dans le lac et celles qui sont au bord peuvent en sortir
et ne reviennent pas. Un tel modele va de lui méme osciller autour de sa densité
critique. Tant que la densité de grenouilles est inférieure & p. les grenouilles
s’endorment en un temps polynomial en n et auront peu tendance a sortir :
p augmente. Une fois p. dépassée les grenouilles ont de plus en plus de mal &
trouver le sommeil, elles sortent plus du lac : p diminue.

Le temps d’endormissement des grenouilles (T 40r) & haute densité peut étre
long. Pour o en sec™! et de valeur proche de 1, selon n il peut étre supérieur
a I’age de 'univers... Durant ce laps de temps les grenouilles sont dans un état
d’équilibre apparent, dit métastable. Un systeme métastable est un systeme qui
a la possibilité de rejoindre un état qui semble stationnaire mais qui n’est pas
un état d’équilibre, celui ci n’étant atteint qu’apres une transition tardive et
abrupte. Ici il finira par atteindre 1’état stable qui est que toutes les grenouilles
dorment.

Afin de mieux cerner ce modeéle de grenouilles on s’intéresse a la métastabilité
dans le cas de p élevée et a la loi de probabilité de T, qor-

Ce mémoire décrit notre raisonnement, pour le moment infructueux, afin de
montrer que sur un lac fini, représenté par un tore en dimension 1,
et une densité de grenouille élevée, le temps d’endormissement suit
asymptotiquement une loi exponentielle.

Pour étudier ce modele markovien, nous présenterons tout d’abords certains ou-
tils que nous avons appris a manipuler au cours de ce stage, comme la distance
en variation totale, les temps de mélange, et les couplages.

Puis nous étudierons un modele modifié, ergodique, ou la derniere grenouille
éveillée ne peut pas s’endormir, c’est une veilleuse. Nous essaierons de trouver
une borne supérieure pour le temps de mélange de ce modele qui soit inférieure
a une exponentielle en n grace aux couplages. Nous construirons plusieurs cou-
plages, du plus simple au plus complexe afin d’obtenir cette majoration. Cela afin
de montrer I’exponentialité en loi du temps d’endormissement dans le modele
sans veilleuse.



