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Chapitre 1

Introduction générale

La théorie des ensembles semi-analytiques et sous-analytiques a été introduite par Lo-
jasiewicz dans les travaux |10, 11, 12|, ensuite pour les ensembles sous-analytiques a été
¢laborée par Gabrielov [13], Hironaka en [14, 15|, a utilisé ses théorémes de désingularisa-
tion et d’applatissement local pour prouver les résultats fondamentaux suivants : Soient
M une variété analytique réelle et X un sous-ensemble sous-analytique de M. alors il
existe une variété analytique réelle N et une applicationoqb tel que X = ¢(N).

Soit A un sous-ensemble sous-analytique fermé de R". Le cone tangent C,(A) & A en
un point x € A est I'union des rayons qui sont les limites des rayons de = a z,, € A
lorsque z,, tend vers z. Le cone C,(A) est une bonne approximation de A prés de z
au sens suivant : si S} désigne la sphere de rayon r centré en x, puis la distance de
Hausdorff entre AN SY et C,(A) NS, tend vers 268 pidement que 7. Cela peut étre
interprété comme disant que si vous voyez A et C,(A) sur un écran d’ordinateur, puis
apreés avoir effectué un zoom avant a z suffisamment de fois, A et C,(A) seront identiques.

Si X est une sous-variété contenue dans A (par exemple une strate d’une certaine
stratification de A), le remplacement évident du cone tangent est le cone normal Nx(A)
a A le long de X. Il a une longue histoire d’utilisation pour des ensembles analytiques
complexes (voir [4]) et a été étudiée dans le cas réel par Orro et Trotman (voir [6]). Nous
considérons la question suivante : le cone normal approche-t-il A le long de X d’une ma-
niére analogue a celle des cones tangents ?

Dans cette mémoire, nous nous intéressons particuliérement par ’approximation d’ordre
s entre deux sous-ensembles sous-analytiques le long d’une sous-variété commune X, que
nous appelons s-équivalence le long de X.

On montre que le cone normal Ny (A) est 1-équivalent & A le long de X, en supposant
que X est une strate d’une stratification de A satisfaisant la condition de Verdier (w).
Puisque chaque ensemble sous-analytique admet une stratification (w) -réguliére, ce n’est
pas une forte restriction. Nous donnons des exemples montrant que ’approximation de A
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par le cone normal n’est pas satisfaisante au sens décrit ci-dessus si 'on remplace 'hypo-
theése de (w) -régularité par des hypothéses plus faibles possibles (mais on remarque que
(w) peut étre remplacé par la condition de Whitney (b)). Nous montrons également que si
le cone normal se rapproche de A le long de X et si X est une strate d’une stratification
de A satisfaisant celle de Whitney condition (a), alors chaque fibre du cone normal est le
cone tangent de la fibre de A. De plus, nous prouvons que le cone normal est un invariant
complet pour les classes de 1-équivalence des ensembles sous-analytiques le long d’une
strate commune. Ce résultat d’approximation est fort assez pour qu’il ne soit pas toujours
possible d’approximer un ensemble analytique le long d’une sous-variété par moyen d’un
algébrique.



