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VIIl. Matrices et endomorphismes orthogonaux

Proposition 29

f est orthogonal ssi f associe a toute base orthonormale de E une base
orthonormale de E.

Soit B une base orthonormale de E. On note A := Matp(f).

Proposition 30

f est orthogonal ssi Y‘AA = I, ssi la matrice A est orthogonale

Corollaire 31

Si f est orthogonal alors det () = 1 (f est dit direct) ou det (f) = —1 (f
est dit indirect).

Proposition 32

L'ensemble O (E, (-,-)) des endomorphismes orthogonaux de E est un
sous-groupe de (QC(E) o).
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IX. Décomposition QR

Soit n € N\ {0}. On note O,(R) I'ensemble des matrices orthogonales
de M,(R) : il s'agit d'un sous-groupe de (GL,(R),-).

Théoréme 33

Soit A € GL,(R). Il existe Q € O,(R) et R € GL,(R) triangulaire
supérieure telles que A = QR.

Espaces euclidiens



Chapitre 3 : Rappels et compléments sur la

réduction des endomorphismes
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|. Introduction

Soit K un corps commutatif quelconque et soit E un K-espace vectoriel.

Soit f € L(E).
But : Déterminer la représentation matricielle la plus “simple” possible de
f.
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Il. Valeurs propres et espaces propres

Soit A € K.

Définition 1

@ On dit que \ est une valeur propre de f s'il existe v € E \ {0g} tel
que f(v) = Av
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Il. Valeurs propres et espaces propres

Soit A € K.

Définition 1

@ On dit que A est une valeur propre de f s'il existe v € E \ {0} tel
que f(v) = Av & (f — Aldg) (v) = Of.

@ Dans ce cas, on note E) := Ker (f — Aldg) le sous-espace propre de
f associé a A. Un vecteur non nul de Ey est appelé vecteur propre.

@ On note Sp(f) I'ensemble des valeurs propres de .
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[Il. Polynéme caractéristique

Proposition 2

A est une valeur propre de f ssi det (f — AIdg) = 0 ssi A est une racine
du polynéme xr := det (f — XIdg) € K[X], appelé
polynéme caractéristique de f.

On note n := dim(E).

Proposition 3
deg xr = n et donc Card Sp(f) < n.

Remarque 3

0 1
-1 0

Attention au corps de base! Si A := (
Spr(A) = 0 et Spe(A) = {—i, i}

) € M(R) € M(C),
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IV. Diagonalisabilité et diagonalisation

Définition 4

On dit que f est diagonalisable s'il existe une base B de E dans laquelle
Matp(f) est diagonale.
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IV. Diagonalisabilité et diagonalisation

Définition 4

On dit que f est diagonalisable s'il existe une base B de E dans laquelle
Matp(f) est diagonale.

Soient A1,..., A, € K les valeurs propres deux a deux distinctes de f.

Théoréme 5

@ Les espaces propres de f sont en somme directe.
o f est diagonalisable ssi Ex, @ --- @ E), = E ssi

Zdim(E)\f) = dim(E).
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