
Chapitre 4 : Exponentielle de matrices

Exponentielle de matrices



I. Introduction

Soit K = R ou C, soit m 2 N \ {0}.

On définit une généralisation à

Mm(K) de la fonction exponentielle

exp :
K ! K
x 7! exp(x) =

P+1
n=0

xn

n!

.

Une application : Résolution des systèmes différentiels linéaires

8t 2 R,X 0(t) = AX (t)

avec A 2 Mm(K) et fonction inconnue dérivable X : R ! Km
.
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II. Norme de matrices

Pour tout A = (ai j)1i,jm 2 Mm(K), on définit

kAk :=

s X

1i,jm

|ai j |2 =
q

Tr
�
tAA

�

Proposition 1

L’application k · k :
Mm(K) ! [0,+1[

A 7! kAk est une norme : le couple

(Mm(K), k · k) est un K-evn.

Conséquence : On peut définir une notion de limite sur Mm(K) ainsi que

continuité, convergence de suites de matrices, de séries de matrices...

Lemme 2

Soient A,B 2 Mm(K). On a kABk  kAkkBk.
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III. Exponentielle de matrices

Soit A 2 Mm(K).

Proposition 3

La série

X

n

An

n!
est absolument convergente.

On pose

exp(A) :=
+1X

n=0

An

n!
.

Exemples 4

e0m = Im, e Im = eIm.

soit J 2 Mm(K) une matrice nilpotente d’indice ⌫, alors

eJ = Im + J +
J2

2!
+ · · ·+ J⌫�1

(⌫ � 1)!
.
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