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Index des notations

Ci-dessous, K désigne un corps commutatif quelconque. E et F' désignent deux espaces vec-
toriels sur K. f désigne une application linéaire de E dans F' et g désigne un endomorphisme
de E. v,v1,...,v; désignent des vecteurs de E. B, B’ désignent deux bases de E. A désigne une
matrice & coefficients dans K. C désigne une base de F. n et p désignent des entiers naturels
non nuls. i et j désignent deux nombres de I’ensemble {1,...,n}. M désigne une matrice carrée
de taille n. P désigne un polynéme de K[X]. S désigne un sous-ensemble quelconque de E. R
désigne un anneau commutatif et x1,...,x; des éléments de R.

e L(E,F) : espace vectoriel sur K des applications linéaires de E dans F.
e Ker f : noyau de f (il s’agit d’un sous-espace vectoriel de F).

e Im f :image de f (il s’agit d’un sous-espace vectoriel de F').

e dim(FE) : dimension de E sur K si E est de dimension finie.

e Vect{vy,..., v} : sous-espace vectoriel de E engendré par vy, ..., vg.

e Matg(v) : vecteur colonne (matrice colonne) des coordonnées du vecteur v dans la base

B.
e A : transposée de la matrice A.
e Idgp : application identité de FE.
e Matpc(f) : matrice représentative de f dans les bases B de E et C de F.
e Pg_, : matrice de passage de la base B & la base B’ (il s’agit de la matrice Matpg g (Idg)).

e M, (K) : espace vectoriel des matrices carrées & n lignes et n colonnes et a coefficients
dans K.

e E;; :matrice de M, (K) avec un coefficient 1 sur la ligne i et la colonne j, et des coefficients
nuls partout ailleurs.

e K,,[X] : espace vectoriel sur K des polynoémes en une indéterminée a coefficients dans K
et de degré au plus n.
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Tr(M) : trace de la matrice M i.e. la somme des coefficients diagonaux de M.
I, : matrice identité de taille n.
0On,p : matrice & n lignes et p colonnes avec uniquement des coefficients nuls.
Vect(S) : sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs de E contenus dans S.
L(E) : espace vectoriel sur K des endomorphismes de E (L(E) = L(E, E)).
(A) : rang de la matrice A.
)

(f
det(M) : déterminant de la matrice M.

reg
rg : rang de 'application linéaire f.

det (g) : déterminant de I’endomorphisme g.

M,, ,(K) : espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes et & coefficients dans K.
Ker A : noyau de la matrice A.

deg(P) : degré du polynéome P.

(r1,...,7k) : idéal de A engendré par les éléments x4, ..., zy.



Chapitre 1
Dualité linéaire

1.1 Introduction

La dualité linéaire est la théorie des formes linéaires sur un espace vectoriel, c’est-a-dire,
pour K un corps commutatif quelconque, la théorie des applications linéaires £ — K ou F
est un espace vectoriel sur K. On peut également voir la dualité linéaire comme la théorie des
équations linéaires sur un espace vectoriel. En particulier, cette théorie nous donne une cor-
respondance explicite entre les sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E et les systémes
d’équations linéaires sur F. La dualité linéaire nous fournit également une interprétation vec-
torielle de 'opération de transposition sur les matrices.

Tout au long de ce chapitre, K désigne un corps commutatif quelconque.

1.2 Formes linéaires sur un espace vectoriel et espace dual
Soit F un espace vectoriel sur K.

Définition 1.2.1. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.
L’ensemble des formes linéaires sur E est appelé espace dual de E et noté E*.

3 g
Ezemple 1.2.2 (exemple “fil rouge”). L’application ¢ : (.II%/ 2) o 2954‘:13[?—52 est une

forme linéaire sur R3.

Remarque 1.2.3. e E* = L(E,K) est un espace vectoriel sur K.

e Si E est de dimension finie n € N\{0} et si B = {ey, ..., e,} est une base de E, alors, pour
x1

tout vecteur v de E de coordonnées | : | dans la base B et toute forme linéaire ¢ de
Tn
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E* on a
p(v) = (el + -+ Tnen)
= z1 p(e1) + -+ zn plen)
S~—— S~——
ek ek
T

= (p(e1) -+~ plen))

Ezemple 1.2.4 (suite de I'exemple “fil rouge”). Pour tout vecteur (z,y, z) de R3, on a

go(x,y,z) = (2 3 — 5)

INEINSIE

Définition 1.2.5. Soit ¢ € E* une forme linéaire sur E non identiquement nulle. On appelle
hyperplan de E déterminé par ¢ le sous-espace vectoriel Ker ¢ de E.

Ezemple 1.2.6 (suite de I'exemple “fil rouge”). L’hyperplan de R? déterminé par ¢ est le sous-
espace vectoriel {(z,y,2) € R® | 2z + 3y — 5y = 0} de R>.

L’appellation “hyperplan” est justifiée par le fait que, si E est de dimension finie n € N\{0},
I’hyperplan déterminée par une forme linéaire sur F non identiquement nulle est effectivement
un sous-espace vectoriel de F/ de dimension n — 1. Nous allons montrer ce fait ci-dessous, ainsi
que sa réciproque :

Proposition 1.2.7. Supposons que E est de dimension finie n € N\{0}.

Les hyperplans de E déterminés par les formes linéaires non nulles de E* sont exactement
les hyperplans linéaires de E i.e. (“id est” : c’est-a-dire) les sous-espaces vectoriels de E de
dimension n — 1.

Démonstration. Soit ¢ € E*\{0}. L’image Im ¢ de ¢ étant un sous-espace vectoriel de K, la
dimension de Im ¢ (sur K) est inférieure ou égale a 1 (la dimension de K sur K est 1). Comme
© est non identiquement nulle, la dimension de Im ¢ ne peut étre 0. La dimension de Im ¢ est
donc 1 et, par le théoréme du rang,

dim(Ker ¢) = dim(E) — dim(Im ¢) =n — 1,

i.e. 'hyperplan de £ déterminé par ¢ est de dimension n — 1.

Réciproquement, soit H un sous-espace vectoriel de E' de dimension n— 1. Soit vy un vecteur
de E n’appartenant pas & H. Alors les sous-espaces vectoriels H et Vect{vg} de E sont en somme
directe et, par un argument de dimension, £ = H @ Vect{vg}. Ainsi, tout vecteur v de E se

décompose de fagon unique en une somme v = u, + A,vg avec u, € H et \, € K. Si ¢ désigne

alors la forme linéaire v : ), cona H = Ker @, i.e. H est 'hyperplan de E déterminé par
v

la forme linéaire ¢. O
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Remarque 1.2.8. Reprenons les notations de la remarque Si o € E* 'hyperplan de F
déterminé par ¢ est le sous-espace vectoriel de E caractérisé par ’équation linéaire

pler) z1+--+ ¢(en) zn =0

—— ——
ek ek
I
en les coordonnées | : | dans la base B.
In

Réciproquement, a tout sous-espace vectoriel H de E caractérisé par une équation linéaire
a1T1 + -+ apTy =0
avec (ai,...,an) € K™\{(0,...,0)}, on peut associer la forme linéaire

E — K

xrier+ -+ xpen — a1T1 4+ apy

et alors H = Ker ¢.

On obtient ainsi une “correspondance” entre I'espace dual E* de E et les équations linéaires
en les coordonnées dans la base B. A noter que I'espace des solutions d’un systéme d’équations
linéaires peut étre vu comme une intersection d’hyperplans.

1.3 Base duale

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n € N\{0}.

En utilisant le fait que dim (£(E,K)) = dim(F) x dim(K) = dim(F), on peut montrer
directement que dim(E*) = dim(F). On peut également le montrer en associant a toute base
de E une base de E* :

Théoréme et Définition 1.3.1. Soit B = {e1,...,e,} une base de E.
Pourie{1,...,n}, on note ef la forme linéaire sur E définie par

1 sii=7,
pour tout j € {1,...,n}, e (e;) = 0;j = o J
0 s11#7.

La famille {e¥,...,e%} de E* est une base de E*, appelée base duale de B. On la note B*.

Démonstration. Soit i € {1,...,n}. Commencons par remarquer que, par définition, si v est un
T1

vecteur de E de coordonnées | : | dans la base B,
L,

ef(v) = e*(z1e1 + - + xpen) = 1€ (€1) + ... + xpef(en) = xy,

autrement dit e associe & tout vecteur v de E sa ¢®™ coordonnée dans la base B.



10 CHAPITRE 1. DUALITE LINEAIRE

A présent, montrons que la famille {ef,... e’} de E* est libre : soient Ay, ..., A\, € K tels
que Ajef +...+ \pel soit la forme linéaire nulle, i.e., pour tout vecteur v de E, A\ief(v)+...+
Anel(v) = 0. En particulier, pour tout j € {1,...,n}, 0 = Aief(e;) + ...+ Apeli(ej) = Aj et la
famille {e,...,e*} de E* est donc libre.

Montrons ensuite que la famille {e},..., e’} engendre E*. Soit donc ¢ € E*, et soit v un
x1
vecteur de coordonnées | : | dans la base B. On a alors
Tn

P(v) = p(w1er + -+ znen) = pler) v1+ -+ plen) Tn = @ler)e] (v) + - + p(en)ep (v).
eK eK

Ainsi, ¢ = p(e1)ef + -+ p(en)el € Vect{e], ..., e!} et la famille {e},..., e’} est donc généra-

’r n

trice de E*. O

Remarque 1.3.2. e On aurait pu se contenter de montrer le caractére libre ou le carac-
tére générateur de la famille {e},..., e’} puis d'utiliser le fait, établi précédemment, que
dim (E*) = dim (E) = n pour montrer que la famille {e},... e’} est une base de E*.
On a cependant fait le choix de la démonstration “compléte” ci-dessus pour son intérét
didactique.

o F et E* étant deux espaces vectoriels de méme dimension finie, ils sont isomorphes.
Cependant, en général, ils ne le sont pas de fagon “canonique” : un isomorphisme entre
ces deux espaces vectoriels dépend, en général, d’un choix de bases pour E et E*.

Exemple 1.3.3. Si B = {e1,...,e,} est la base canonique de K", pour tout ¢ € {1,...,n}, e est
la forme linéaire
. Kn -~ K
el :
(T1,...,xn) —

Ezemple 1.3.4. On considére la base B = {e1, €2, e3} de R3 formé par les vecteurs e; := (1,1,1),
ez :=(1,0,—1) et e3 := (0,1, 1). Déterminons la base duale B* de B : précisément, nous allons
déterminer les expressions des formes linéaires ef, €3 et e} sur R3.

On cherche a, b, c € R tels que, pour tout (z1,xa,z3) € R3, e¥ (21,22, 73) = axy + brg + cx3.
Or

ef(er) =1 a+b+c=1 a=1
ef(e2) =0 <= <{a —c=0 <={b=-1
ef(ez) =0 b+c=0 c=1
Ainsi, e} est I'application
R3 — R

6* .
1 .
($1,$2,l‘3) —  I1— T2 + I3
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On cherche & présent a,b,c € R tels que, pour tout (z1,z2,73) € R3, ei(x1,22,73) =
axri + brs + cxs. Or

es(e1) =0 a+b+c=0 a=0
es(ea) =1 =<{a —c=1 =4b=1
e5(e3) =0 b+c=0 c=—1
Ainsi, e5 est 'application
. R3 — R
es
2

(1,22, 23) — X2 — 23

Enfin, on cherche a, b, ¢ € R tels que, pour tout (z1,z2,73) € R3, €% (21, 29, 23) = axy +bry+
cxs. Or

ei(e1) =0 a+b+c=0 a=-1
ei(e2) =0 <=1a —c=0 =<b=2
ej(ez) =1 b+c=1 c=—1

Ainsi, ej est I'application

" R3 — R
€ (l‘l x9 ZL‘3) —  —T] 4+ 229 — X3
) )
Remarque 1.3.5. Attention : parler de “dual d’un vecteur” n’a pas de sens. Si B; et By sont deux
bases de E et v est un vecteur de ' appartenant & chacune de ces deux bases, les vecteurs “v™”
dans B} et “v*” dans B3 sont a priori différents (on devrait écrire v*F1, respectivement v*52).
Reprenons les vecteurs e; = (1,1,1) et ex = (1,0,—1) de R? de I'exemple précédent mais
posons cette fois v3 := (1,0,0). La famille B’ := {e1, ez, v3} est également une base de R3.
Déterminons les formes linéaires de la base duale B'* de B’ : on cherche a, b, ¢ € R tels que, pour
tout (w1, x2,73) € R3, ef(x1, x2,73) = azy + bxs + cx3. Or

ef(er) =1 a+b+c=1 a=0
ef(ea) =0 =4a —c=0 <=4b=1
ef(v3) =0 a =0 c=0

Ainsi, e est I'application
R3 —- R

e¥ -
L (2, 29,23) = @2

On cherche ensuite a, b, c € R tels que, pour tout (z1,z2,73) € R3, e4(x1, 9, 23) = axy + brg +
cxg. Or

es(e1) =0 a+b+c=0 a=0
es(ea) =1 =1a —c=1 =<b=1
e5(v3) =0 a =0 c=—1
Ainsi, e3 est I'application
R3 — R

(x1,29,23) +— 3 —x3
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Enfin, on cherche a, b, ¢ € R tels que, pour tout (1, z2, x3) € R?, v¥ (21, 72, 73) = ax1+bxa+cws.
Or

vi(e1) =0 a+b+c=0 a=1
v (e2) = =4qa —c=0 S {b=-2
vi(v3) =1 a =1 c=1
Ainsi, v est I'application
R3 — R

*
v
(r1,22,23) +— 1 —2x9 + T3

. . * 3/ __*B . */ *B P ~ .
On remarque ainsi que e,” = e, mais que e;® # e;”. A noter également que, méme si v3 est le

R3 —- R

RN . * . .
troisiéme vecteur de la base canonique de R3, v3% n’est pas 'application .
(71,79, 73) — T3

Dans la suite, B = {eq,...,e,} désignera une base de E.

n
Proposition 1.3.6. 1. Pour toute forme linéaire p € E*, p = Z o(e;)el, autrement dit ¢

i=1
o(e1)
a pour coordonnées : dans la base duale B* de B.
o(en)
n et (v)
2. Pour tout vecteur v e E, v = Z e;‘ (v)ej, autrement dit v a pour coordonnées :
(o)
dans la base B.
Démonstration. 1. Soit ¢ € E*. Comme B* est une base de E*, il existe Ay,..., A\, € K

(uniques) tels que ¢ = Z Niej. Sije{l,...,n}, on aalors ¢(e;) = Z Aie (e5) = Aj, et

. i=1 i=1
donc ¢ = Z ole;)er.
i=1
2. Soit v € E. Comme B est une base de E, il existe ui,...,u, € K (uniques) tels que
v = an pjej.Siie {1,...,n},onaalorse; (v) = i pjes(ej) = pi, et donc v = an ej(v)ej.
j=1 j=1 j=1

O

Remarque 1.3.7. Cela peut constituer un moyen “efficace” de déterminer les coordonnées d’une
forme linéaire dans une base duale donnée, resp. (“respectivement”) d’un vecteur dans une base

donnée.
Exemple 1.3.8 e Reprenons la forme linéaire : R? - R de
pLe 1.9-0. P v (r1,22,23) +— 2x1 + 3w — by

Iexemple fil rouge et déterminons ses coordonnées dans la base duale B* de I'exemple
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[1.3.4 On a p(e1) = 0, (e2) = 7, p(es) = —2 et donc ¢ = Tej — 2e}. Remarquons que
I’on n’a pas besoin de I'expression des formes linéaires de la base duale pour déterminer
les coordonnées de ¢ dans celle-ci (les expressions obtenues dans 1’exemple nous
permettent cependant de vérifier que la décomposition précédente est bien correcte).

e Si l'on considére le vecteur v = (3, —4,1) de R3, on obtient ses coordonnées dans la base
B de l'exemple en calculant e} (v) = 8, e5(v) = —5 et ej(v) = —12. On a donc
v = 861 - 562 - 1263.

La proposition [1.3.6| nous permet également de montrer de 'opération qui & toute base de
E associe sa base duale est injective. Nous montrerons sa surjectivité dans la section suivante.

Corollaire 1.3.9. Soit B' = {f1,..., fn} une base de E. Si B* = B, alors B=B'.

Démonstration. Soit i € {1,...,n}. D’aprés la proposition m
n n
ei= Y [Hef; =D eie)f; = fi
Jj=1 Jj=1

Ainsi B = B'. O

Remarque 1.3.10. Comme, sur 'espace vectoriel de dimension finie E*, on a accés & des bases,
on peut utiliser les outils matriciels pour étudier les formes linéaires de E*.

1.4 Aspects matriciels

Comme dans la section précédente, on considére un espace vectoriel E de dimension finie
n € N\{0} et une base B = {ej,...,e,} de E.

Commengons par une premiére remarque : si @ est une forme linéaire de E* et v est un
vecteur de F, alors, d’aprés la remarque [1.2.3]

p(v) =" Matps (p)Matp(v).

A présent, nous allons nous intéresser au changement de base pour les bases duales : préci-
sément, soit B = {f1,..., fn} une autre base de E, on peut calculer la matrice de passage de
la base duale B* & la base duale B'* a partir de la matrice de passage de la base B a la base B'.

Proposition 1.4.1. On a
Pgs_ g+ = tPB_,B/_l = tPB/_,B

(rappel : la transposition et l'inversion des matrices inversibles commutent).

Démonstration. Pour simplifier les écritures, on note P = (pij)lgz‘jgn = Pg_,p et Q =
(9i)1<ijen = Ppropr. Alnsi, pour 4,5 € {1,...,n}, ff = Dy qrier (i s’agit de la de-
composition de f dans la base B*) et f; = >, | pije; (il s’agit de la décomposition de f; dans
la base B). Nous allons montrer que I, = QP (et donc Q = P~ 1).
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Soient i, j € {1,...,n}. Le coefficient situé sur la ligne ¢ et la colonne j de la matrice identité
I, est &; ; et, par définition de la base duale B = {f},..., f}, on a

dij = fi(f;) = (Z Qki€7§> ( pljel)
k=1 =1

aripijer(er)

Il
M=
[M]=

B
Il
—
~
Il
—_

[l
1=
1=

Qk iDL Okl

x>
Il
—_
~
Il
—_

I
[M]=

9k iPk j

x>
Il
—

n
Or Z qr Pk j est justement le coefficient situé sur la ligne 4 et la colonne j de la matrice produit
k=1
tQP. Ainsi, on a bien I, = QP i.e. Q = ‘P~ i.e. Pgs_ g+ = Ppp L. ]

A Taide de cette propriété, on peut également montrer la surjectivité, et donc la bijectivité
(voir corollaire ci-dessus), de Popération qui associe & toute base B de E sa base duale B*
de E* :

Corollaire et Définition 1.4.2. Pour toute base C de E*, il existe une et une seule base BB
de E telle que C = B*. On appelle B la base antéduale de C.

Démonstration. Soit C une base de E*. Fixons maintenant By une base quelconque de E et
considérons la matrice @ := tPBak_,Cfl. Comme il s’agit d’une matrice inversible de taille n, Q
peut étre considérée comme la matrice de passage Pp,_.5 de la base By de E a une base B (les
coordonnées des vecteurs de B dans la base By sont données par les colonnes de @) et on a
alors, d’aprés la proposition précédente,

t —1 ty—1
PB§4’B* = PBo—>B ='Q " = PBg‘HC’

de sorte que les coordonnées des vecteurs de la base C dans la base B sont les mémes que les
coordonnées des vecteurs de la base B* dans la base B et donc C = B*. O

R3 — R

Exemple 1.4.3. On considére les formes linéaires ¢ : (21, 2, 23) I
1,42,43 - 1 2 3

, P2 -

R® - R R

et :
(1, 22,23) — —x1+ 23 3 (1, 22,23) — X2+ T3

sur R3. La famille C = {1, 2, p3}
est une base de (]R3)*. Pour le voir, on écrit les coordonnées de @1, 2 et 3 dans la base duale
Bi = {e¥, e}, ek} de la base canonique By = {e1,e2,e3} de R? : on a ¢ = e} + eb + e,

w2 = —e] + e et p3 = €5 + €3, et la matrice

1 -1 0
P:=11 0 1
1 1 1
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dont les colonnes sont les coordonnées de @1, 9 et 3 dans la base B*, est inversible.

On cherche maintenant & déterminer la base antéduale B = {vy,vs,v3} de la base C. On
procéde comme dans la démonstration précédente : la matrice P ci-dessus est la matrice de
passage de Bj & C et la matrice de passage de la base By a la base B est alors la matrice tp—t
On obtient

1 0 -1
tpl— -1 -1 2
1 1 -1
etonadoncv; =e; —es+e3=(1,—1,1), v9 = —ea +e3 = (0,—1,1) et v3 = —eq + 2e9 — €3 =

(—=1,2,—1).

1.5 Annulateur d’un sous-espace vectoriel et correspondance duale

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0}.

Dans cette section, on va définir des outils de la dualité qui vont nous donner une corres-
pondance explicite entre les sous-espaces vectoriels de E et les systémes d’équations linéaires
qui les caractérisent.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E et soit W un sous-espace vectoriel de E*.

Définition 1.5.1. o L’ensemble, noté FO, des formes linéaires de E* qui s’annulent sur F
est appelé annulateur de F.

o L’ensemble, noté WO, des vecteurs de E qui sont annulés par toutes les formes linéaires
de W est appelé annulateur de W'.

L’ensemble FV = {p € E* | pour tout v € F, ¢(v) = 0} est un sous-espace vectoriel de E* :
la forme linéaire identiquement nulle sur E appartient a FC et, si ¢, € E* et A\, u € K, pour

tout v e E, (Ap + uy)(v) = Ap(v) + pp(v) = 0.
De fagon analogue, W9 = {v e E | pour tout p € W, ¢(v) = 0} est un sous-espace vectoriel
de E : le vecteur nul de E appartient a W9 et, si v,w € E et A\, u € K, pour tout ¢ € E*,

(A + pw) = Ap(v) + pp(w) = 0.

Proposition 1.5.2. 1. Si {v1,...,v,} est une base de F, alors F° = {p € E* | o(v1) =
0,...,¢(vp) = 0}.

2. Si{p1,...,pq}) est une base de W, alors WO = {ve E | p1(v) =0,...,¢04(v) = 0}.

Démonstration. 1. Soit p € FY, alors, comme vy, ...,v, € F, o(v1) =0,...,¢(vp) = 0. Réci-
proquement, soit maintenant ¢ une forme linéaire sur £ annulant les vecteurs vy, ..., v
et soit v € F. Comme {vy,...,v,} est une base de F', il existe A1,..., A, € K (uniques)

tels que v = Adjvy + -+ + Apvp et alors

() = Ap(v1) + -+ + App(vp) = 0,

et ¢ appartient donc a FY.
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2. Soit v € WY, alors, comme ¢1,...,p0, € W, p1(v) = 0,...,¢4(v) = 0. Réciproquement,
soit maintenant v un vecteur de & annulé par les formes linéaires ¢1,..., ¢, et soit ¢ €
W. Comme {p1,...,¢q} est une base de W, il existe p1,..., s € K (uniques) tels que

@ = p1p1 + -+ pgpg et alors
P(v) = pe1(v) + -+ + pgpq(v) = 0,

et v appartient donc a W0,
O

Remarquons que, si {¢1,...,p,} est une base de W, wo = ﬂg;l Ker ¢; et que, si B =
{e1,...,en} est une base de E, W est le sous-espace vectoriel de E caractérisé par le systéme
linéaire

pi(er)zr + -+ pi(en)r, =0

wqler)zr + -+ @qlen)zn =0

I
en les coordonnées | : | dans la base B.
In
La proposition suivante affirme notamment que si W = F9, alors F peut étre décrit par le
systéme linéaire ci-dessus, autrement dit que les vecteurs de F' sont exactement les solutions de
ce systéme.

Proposition 1.5.3. On a
1. dim(E) = dim(F) + dim (F°) et dim (E*) = dim(W) + dim (W?),
2. (FO° = F et (WO)° =W,

Démonstration. 1. Montrons tout d’abord que dim(E) = dim(F)+dim (F°). Soit {v1, ..., vp}

une base de F' que 'on compléte en une base B = {v1,...,Up, Vpt1,...,0,} de E. Considé-
* * * * * 3 * *
rons la base duale B* = {vf, ... s Up> Upqs - , v} et montrons que la famille {vp+1, vk}

est une base de FY :

e Soitie{p+1,...,n}, alors v} € FU car, pour tout j € {1,...,p}, v} (v;) =0 (i # j)

et les vecteurs vy, ..., v, engendrent F.
e La famille {U;+1, ...,vx} de E* est libre comme sous-famille de la base B*.

e De plus, elle engendre FO : en effet, soit ¢ € FY, alors, d’aprés la proposition m
i),

= vl + -+ o(vp)vy + 9(Upr1) g + -+ p(n)u,

(Vps1)vs 1 + -+ p(vp)vy € Vect {vy, 1, ... v5}

(p(v1) =+ =@(vp) =0car vy,...,v, € Fet e F°).
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En particulier, dim (F°) = n — p = dim(E) — dim(F).

L’égalite dim (EY) = dim(W) + dim (W) se démontre de fagon tout a fait similaire, a
laide de la notion de base antéduale (corollaire et définition s soit {p1,...,¢q}
une base de W que 'on compléte en une base C = {¢1,...,9q, Qg+1,---,¢n} de E* et
notons B = {vi,...,0q,Vg41,...,0n} la base antéduale de C. On montre que la famille
{vg+1,--+,0n} est une base de WY :

e Soit j € {g+1,...,n}, alors v; € WO car, pour tout i € {1,...,q}, pi(vj) = v} (v;) =0
(i # j) et les vecteurs o1, ..., @, engendrent W.
e La famille {vg11,...,v,} de E est libre comme sous-famille de la base B.
e De plus, elle engendre W0 : en effet, soit v € W9, alors, d’aprés la proposition
i),
vo= vi(v)vr+ -+ g (V)vg +vg (V)vger + s+ vp (V)
= p1()v1 + -+ 9g(V)vg + g1 (V) Vg1 + -+ pn(V)Vy
= @g+1(V)vg41 + - + pn(v)vy € Vect {vg41, ..., v}

(p1(v) =+ = pg(v) =0 car @1,...,0,€ W et ve WY).
En particulier, dim (W?) = n — ¢ = dim (E*) — dim(W) = dim(E) — dim(W).

2. Des deux égalités démontrées précédemment, on déduit la double inclusion (FO)O =F:
onaF c (FO)O (car sive F et pe FY alors ¢(v) = 0) et

dim ((F0)0> — dim(E) — dim (F°) = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F).

De méme, (WO)O =W car W c (Wo)o (si pe W et ve WY alors ¢(v) = 0) et
dim ((WO)O) — dim(E) — dim (W°) = dim(E) — (dim(E) — dim(W)) = dim(W).
O

Cette proposition et sa démonstration nous donnent en particulier une méthode pour, a
partir d’une base de F', obtenir un systéme d’équations linéaires “linéairement indépendantes”
(i.e. d’équations correspondant & des formes linéaires linéairement indépendantes) décrivant F' :

Ezemple 1.5.4. Soit F' le sous-espace vectoriel de R? engendré par le vecteur v; = (1,1,1).
On note vy le vecteur (1,0,—1) et v le vecteur (0,1,1), puis on compléte la famille libre
{v1} de R? en la base B = {v1,v2,v3} (voir également exemple . On considére ensuite
la base duale B* = {vf, v}, v} et, d’aprés ce que 'on a vu dans la démonstration précédente,
R3 — R

et ’expression
(71, 22,23) +— 3 — 23

FO = Vect {v},v}}. L'expression de v} sur R est v :
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R3 — R L
de v sur R3 est U3 . Ainsi
(x1,22,23) +— —x1+ 222 — 23

0
F = (FO) {($1,$2,$3) eR? | v3 (21, 22, 23) = 0,03 (21,72, 73) = 0}

{(331,332,.%3) e R3 | To —x3 =0,—21 + 2290 — 23 = 0}

Une méthode analogue permet d’obtenir, a partir d’'une description de F' comme ensemble
des solutions d’un systéme d’équations linéaires linéairement indépendantes, une base de F' :

Evemple 1.5.5. Notons By = {e1,e2,e3} la base canonique de R? et considérons les formes
linéaires 1 = ef + e} + % et po = —ef + e} sur R3. On note W := Vect{p1, p2} = R** et on
cherche a déterminer une base de W0 = {(3:1, w9, 23) ER3 | 2y + 20 +23=0,—21 + 3 = O}.

Tout d’abord, remarquons que les formes linéaires @1 et @9 sont linéairement indépendantes :
on peut par exemple constituer la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de ¢ et @2
dans la base Bj et montrer qu’elle est bien de rang 2. On note ensuite ¢3 := €5 + e} et on
compléte la famille libre {¢1, p2} en la base C := {y1, p2} de (]R3)*. D’aprés I'exemple
la base préduale de C est la base B = {(1,—1,1),(0,—-1,1),(=1,2,—1)} de R? et, d’aprés la
démonstration de la proposition WO = Vect{(—1,2,—1)}.

Remarque 1.5.6. On a {05}° = E*, EO = {0p«}, {0p«}° = E et (E*)° = {0}.

1.6 Application transposée

La dualité linéaire va également nous permettre de donner une interprétation vectorielle a
l'opération de transposition sur les matrices.
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K.

Définition 1.6.1. Soit f € L(E, F). On appelle transposée de f application linéaire

F* — FE*

te .
I ¢ = pof
Remarque 1.6.2. e Sipe F* = L(F,K), on a bien po f e E* = L(E,K).

e L’application 'f est bien linéaire : si ¢, € F* et \, u € K,

FRo+u) = Ap+upp)of
= dpof+upof
= ANf(o)+u'f(¥)

Les propriétés de base de la transposée d’une application linéaire sont réunies dans la pro-
position suivante :

Proposition 1.6.3. 1. {(Idg) = Idgx.

2. Sif,ge LIE,F) et \,pe K, \(\f +png) = \f +pu'lg.
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3. Si G est un espace vectoriel sur K, f e L(E,F) et ge L(F,G), Y (go f) =foly.

4. Si f est une application linéaire bijective de E dans F, alors 'f : F* — E* est également
ot te\—L _t(p-1
bijective et (f) = (f )

Démonstration. 1. Pour tout ¢ € E*, on a
"Idg) (¢) = poldp = ¢ = Idgs().
2. Pour tout ¢ € F* on a
‘A +pg) (p)=¢o(f+g)=pof+pog="F(p)+'(p)=(f +9) (¢).
3. Pour tout ¢ € G*, on
“gof)(p)=wolgof)=(pog)of="9p)of="f(9(p) = (fog) ()

4. On atfot(f_l) = t(f_l o f) = t(IdE) = Idgx et t(f_l)otf = t(f o f_l) = t(IdF) = Idpx.
O

On en vient a la justification matricielle de 'appellation “transposée” et, “réciproquement”,
A une interprétation vectorielle, via la dualité, de la transposition matricielle :

Proposition 1.6.4. On suppose que les espaces vectoriels E et F' sont tous deuz de dimension
finie. Soient alors B = {ey,...,e,} une base de E et C = {v1,...,vp} une base de F, et soit
feL(E,F). Ona

Matc*ﬁ* (tf) = tMatB,C(f)7
autrement dit la matrice de la transposée 'f de f dans les bases duales C* et B* est la transposée
de la matrice de f dans les bases B et C, ou encore, symétriquement, la transposée de la matrice
de f dans les bases B et C est la matrice de la transposée 'f de f dans les bases duales C* et B*.

Démonstration. Soit j € {1,...,m} et notons A = (akl)lgksm,lglgn := Matgc(f). Alors

n
i) =viof = Z v} o f(e;)e; par la proposition [I.3.6] 1.

~~—— i=1
eb*
= Z 'U; (f(ei)) 6*
=1

[l
I M:

1 f(w)

m
Z ar vy (vg)e

‘M: I M:

@
Il
—

*
aji€;

Ainsi la matrice Mates gx (tf) est exactement la transposée de la matrice A = Matgc(f). O
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Remarque 1.6.5. Ce résultat est également & mettre en lien avec la propriété[1.4.1] concernant la
matrice de passage d’une base duale & une autre : si B et B’ sont deux bases d’un espace vectoriel
de dimension finie F, la matrice de passage Pp_,p est la matrice Matg 5 (Idg) de Iidentité
de E dans les bases B’ et B, et la transposée de cette matrice est, d’aprés les propositions
précédentes, la matrice Matgs« % (Idg#), i.e. la matrice de passage Py _, z+. Autrement dit,
'Pg . = Pgx_ g+ et donc, de facon équivalente, Pgs_, 5+ = PB,*_,B*fl =gzt =tPg_p.

Ce point de vue “vectoriel” sur la transposition matricielle permet également, a partir de la
proposition et de la correspondance entre produit de matrices et composition d’lapplications
linéaires, de montrer sans calcul les propriétés matricielles “/(AB) = 'B'A” et “(*A) ™ = (A1)

1.7 Bidual

Soit E un espace vectoriel sur K. Son dual E* est également un espace vectoriel sur K : on
peut donc aussi considérer son dual que 'on note E**. On a alors, par définition,

E™ = (E*)" = L(E*,K) = (L(E,K))" = L(L(E,K),K).
Définition 1.7.1. On appelle E** le bidual de F.

On a vu qu’un espace vectoriel de dimension finie est isomorphe & son dual et donc, comme
le dual est isomorphe a son propre dual, a son bidual. Néanmoins, comme on ’a dit plus haut, on
ne dispose pas, en général, d’isomorphisme “canonique” entre un espace vectoriel de dimension
finie et son dual. Une propriété remarquable du bidual est que, en dimension finie, tout espace
vectoriel est canoniquement isomorphe & son bidual :

Proposition 1.7.2. On suppose que E est de dimension finie. Alors E est canoniquement
isomorphe a son bidual E**, i.e. on peut construire un isomorphisme linéaire de E sur E**
sans faire appel a des choix de bases.

E* - K

= o(v)
plication d’*“évaluation” des formes linéaires sur F en le vecteur v). Pour tout v € E, I'application
®,, est linéaire : si p,9 € E* et A\, u e K,

Démonstration. Pour v € E, définissons tout d’abord 'application @, : (Lap-

Dy (Ap + uh) = (Ap + ) (v) = Ap(v) + uh(v) = APy () + pPy ().

Ainsi, pour tout v € E, ®, € L (E*,K) = E**.
On consideére alors ’application

E — E**
v — D,
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® est une application linéaire : si v,w € E et A, u € K alors, pour tout ¢ € E*,

P (A + pw) () = Povipw(P)
= (v + pw)
Ap(v) + pp(w)
Ay (p) + uPuy(p)
= AQ(v)(p) + u®(w)(p)
= (A2(v) + pu@(w)) ()

fe. @ (Av + pw) = AP (v) + pu®(w).

On montre enfin que application linéaire ¢ : E' — E** est bijective : comme dim (E**) =
dim (E*) = dim(F), on peut se contenter de montrer que ® est injective. Soit donc v € E tel
que ®(v) = &, = 0, i.e., pour tout ¢ € E*, ¢o(v) = 0. En particulier, si 'on considére une
base B = {e1,...,e,} de E et sa base duale B* = {e},...,e’}, on a, pour tout j € {1,...,n},

n
ej(v) =0 et donc v = Z ej(v)e; =0 : @ est donc bien injective.
j=1

Ainsi, 'application ® est bien un isomorphisme linéaire de E sur E** (et sa définition ne
dépend pas d’un choix de bases). O
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Chapitre 2

Espaces euclidiens

2.1 Introduction

On introduit sur les R-espaces vectoriels de dimension finie une structure supplémentaire : le
produit scalaire, notion qui généralise le produit scalaire classique sur R? ou R3. Cette structure
supplémentaire nous donne accés aux notions géométriques d’orthogonalité et de distance.

2.2 Produit scalaire sur un espace vectoriel réel

Soit E un espace vectoriel sur R.

ExFE — R

Définition 2.2.1. Considérons une application {-,-) : () — (o w)

. On dit que (-,-)

est un produit scalaire sur E si {-,-) est

1. bilinéaire, i.e. pour tous vy, vy, w1, ws € E et tous A\, u € R, vy + pvg, w)y = AN vy, w) +
plv, wy et (v, Awy + pway = Xv,wr) + pv, wa),

2. symétrique, i.e. pour tous v,w € E, (v,w) = {w,v),
3. définie positive, i.e. pour tout v € E, {v,v)y =0 et {v,v) =0 si et seulement si v = 0g.

Ezemple 2.2.2. 1. Soit n € N\{0}, pour tous v = (z1,...,2,) et w = (y1,...,y,) dans R™,
on définit

(U, W)ean 1= T1Y1 + -+ + TpYn.
R?” x R* — R

(Ua UJ) = <U, w>can
appelé produit scalaire canonique sur R™. Montrons le caractére défini positif de I’appli-

L’application (-, )can : est alors un produit scalaire sur R",

n n
cation {:, Yean : 81 v = (21,...,2,) € R, (0, 0)can = Z@Q >0 et (v, V)can = Zx? = 0 ssi
i i

(“si et seulement si”) pour tout i € {1,...,n}, z; =0ssi v = (0,...,0).

23
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2. Supposons que E est un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0} et soit B =

{e1,...,e,} une base de E. Pour tous vecteurs v et w de F, de coordonnées respectives
I n
et | : | dans la base B, on définit
Tn Yn

(v, wHp = T1Y1 + - + Tpyn = ‘Matg(v)Mats(w).

ExE — R

(’U, ’lU) — <U7 w>B
produit scalaire associé a la base B.

L’application (-, -)p : est alors un produit scalaire sur F, appelé

3. Soit n € N\{0}. Pour toutes matrices A = (a;;)i<ij<n €t B = (bij)1<ij<n dans M, (R),

on définit
<A,B>Z= Z aijbij ZTI“(tAB)
1<i,j<n
L’application (:,-) : M”(H?le Bl\;["(R) : ¢ ARB> est alors un produit scalaire sur

M,,(R) : il s’agit du produit scalaire associé a la base canonique {F; ;}1<i j<n de Mp(R).

4. Soit n € N\{0}. Pour tous polynémes P et @ de R,,[X], on définit

1
(P,Q):= L P(t)Q(t)dt.

L'application (-, ) : RN[X(]PTQIR;R[X] - <P%>

La bilinéarité de Papplication {-,-) provient de la linéarité de l'intégrale. Montrons que

1
{-,-) est bien définie positive. Soit P € R,[X], on a (P, P) =J (P(t))%dt = 0 (Iinté-
0

est alors un produit scalaire sur R, [ X].

1
grale sur un segment d’une fonction positive est positive). Si (P, P) = f (P(t))%dt =0,
0

comme la fonction R — R ; ¢ — P(t)? est continue et positive, on a, pour tout ¢ € [0, 1],
(P(t))? = 0 (Iintégrale d’'une fonction continue et positive sur un segment est nulle si
et seulement si la fonction est identiquement nulle sur ce segment) et donc, pour tout
t € [0,1], P(t) = 0, donc (un polynoéme ayant une infinité de racines étant nécessairement
nul) le polynéme P est nul.

Remarque 2.2.3. Si (-, -) est un produit scalaire sur F et si F' est un sous-espace vectoriel de F,

la restriction
FxF — R

<'7'>|F><F : ('U,QU) . <ij>
est un produit scalaire sur F.

Définition 2.2.4. Si E est un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire
(-, le couple (E,{-,-)) est appelé espace euclidien.
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Remarque 2.2.5. D’aprés la remarque [2.2.3] si (E,{, )) est un espace euclidien et si F' est un
sous-espace vectoriel de F, alors (F L (5 D|Fx F) est également un espace euclidien. On le notera
simplement (F,{, )).

Supposons donc dans la suite de cette section que E est un espace vectoriel de dimension
finie muni d’un produit scalaire (-, -). Pour tout vecteur v de E, (v,v) = 0 et on définit alors
|v| := 4/{v,v). Une premiére propriété importante des espaces euclidiens est l'inégalité de
Cauchy-Schwarz ci-dessous. Cette inégalité permet en particulier de montrer que ’application
qui & tout vecteur v de E associe [|v] € [0, 40| est une norme.

Lemme 2.2.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous vecteurs v et w de E, on a linégalité
Ko, w)| < [olw],
et |{v,w)| = |v||w]| si et seulement si les vecteurs v et w sont liés.

Démonstration. Soient v, w € F.

Si w est le vecteur nul O de E, on a

(vy,wy ={v,0g) =<{v,0-0g)=0-<{v,0g) =0

et |lw| = v/ {w,w) = 4/{0p,0p) = 0. L’inégalité ci-dessus est donc vérifice : il s’agit d'une
égalité et on a w =0 =0 - v.

On suppose maintenant que w # Og. Soit alors A € R, on a [jv + Aw|? = 0. Or

lv+ A w|?> = <+ w,v+ dw)
= (v,v) + A, w) + Mw,v) + N2 w, w)
[0 + 22¢v, w) + A% [w]?.

Ainsi, pour tout A € R, |w||2A2+2{v, w)A+ [v[? = 0, en d’autres termes, la fonction polynomiale
du second degré (remarquons que |w|? # 0 car (w,w) # 0 car w # Og)

R — R
A wlPA® + 2w, wid + o2

est positive sur tout R, ce qui est équivalent au fait que le discriminant associé 4(v,w)? —
4|w|?|v]? soit négatif ou nul. Ainsi, on a (v, w)? < |[v]?|w|? i.e. |[{v,w)| < |Jv]|w].

De plus, si [(v,w)| = |v||w| < (v,w)? = ||v|]?|w|?, le discriminant associé a la fonction
polynomiale du second degré ci-dessus est nul et donc le polynéme associé posséde une racine
(double) A\gp € R. On a ainsi

v+ Aow, v + Aow) = [[v + Xow|* = [w]? & + 2(v, wdAg + |v||* = 0

et donc v + A\gw = O, en particulier les vecteurs v et w sont liés.
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Réciproquement, supposons qu'il existe (i1, u2) € R?\{(0,0)} tel que pyv + pew = 0. Si
pa = 0, nécessairement v = Og et, comme ci-dessus, [(v,w)| = 0 = |v|[|w]. Si g2 # 0, on a

— K1
w= v et alors
K1 2
2
v, W = v, —v
¢ ’ < w2 >

= Jul? HWHQ
O
. PR S E — [0 [ :
Corollaire et Définition 2.2.7. L’application | - | : . o est une norme, i.e.
1. pour tousv e E et Ne R, |\v| = |A||v],
2. pour tout v e E, |v|| =0 si et seulement si v = 0,
3. pour tous v,w € E, |v+ w| < |v]| + |w].
En conséquence, le couple (E, | - |) est un espace vectoriel normé. La norme | - | est appelée
norme_euclidienne associée au produit scalaire {-,-).
Démonstration. 1. Soient v € E et A € R, alors
[ Aol = A/Chw, Ay = VAo, v) = [A]]o].
2. Soit v € E, alors |v| = +/{v,v) = 0 ssi (v,v) =0 ssi v =0g.
3. Soient v,w € E. Alors
v +w|? = (v+w,v+w)
= (v, 0) + (w,w) + W, v) + (w, w)
= Jof? + 2w, w) + Jw|?
< Jol? + 2w, wyl + [w]®
< o) + 2lv)?lw|? + |w]?* (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz)
2
= (vl + fwl)
et donc [[v + w| < [jv| + [Jw].
O

Remarque 2.2.8. D’aprés les premiéres égalités ci-dessus, on a, pour tous v,w € F,

(v, wy = = (Hv +wl? = o] = Jw]?) .
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2.3 Orthogonalité dans les espaces euclidiens

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien.
La structure supplémentaire qu’apporte le produit scalaire (:,-) sur 'espace vectoriel de
dimension finie £ nous permet d’introduire une notion d’orthogonalité :

Définition 2.3.1. Soient v et w deux vecteurs de E. On dit que v et w sont orthogonaux si
{v,wy = 0. Dans ce cas, on dira également que v est orthogonal & w et que w est orthogonal a
.

Soit maintenant A un sous-ensemble non vide de E. On note A+ l’ensemble des vecteurs de
E orthogonaux o tous les vecteurs contenus dans A, i.e.

At :={ve E| pour tout we A, {v,w) = 0}.

On appelle A+ lorthogonal de A (par rapport a {-,-)).

Remarque 2.3.2. Une famille finie {vq,...,v,} de vecteurs non nuls de E deux a deux ortho-
gonaux (i.e., pour tous 4,j € {1,...,p}, si ¢ # j alors (v;,v;) = 0) est libre. En effet, soient
A, ..., Ap € R tels que Ajvg + -+ + A\pv, = 0, alors, pour i € {1,...,p},

p p
0= v, Z Ajvj ) = Z Ajvis vy = Aidvi, v3)
=1 i=1

et donc, comme {(v;,v;) # 0 (car v; # 0g), \; = 0.
Une famille finie de vecteurs non nuls de E deux a deux orthogonaux sera appelée famille
orthogonale. Etant libre, une famille orthogonale posséde au plus dim(FE) éléments.

Ezemple 2.3.3. Dans R3 muni du produit scalaire canonique, les vecteurs (1,—1,2) et (1,3,1)
sont orthogonaux, et {(—2,5,3)}* = {(z,y,2) e R? | {(z,y,2),(~2,5,3))ean = —22 + 5y + 3z = 0}.

can

Dans Iexemple ci-dessus, on peut remarquer que {(—2,5,3)}* est un sous-espace vectoriel
de R3. L’orthogonal d’un sous-ensemble est en fait toujours un sous-espace vectoriel :

Lemme 2.3.4. Soit A un sous-ensemble de E. Alors A+ est un sous-espace vectoriel de E
(méme si A ne lest pas).

Démonstration. 0 € A+ car, pour tout w € A, (Op,w) = 0, et, si vy, v2 € At et \,p e R, on a,
pour tout w € A,
Qw4 pvg, wy = X, w) + pvg, wy = 0.

Ainsi, A' est bien un sous-espace vectoriel de E. O
Remarque 2.3.5. e Si A est un sous-ensemble de E, on a AL = (Vect(A))*.

e On a {0p}*+ = FE (car, pour tout v € E, (v,0g) = 0) et B+ = {0g} (en effet, si v e B+,
(v,v) =0, carve B+ et ve E, et donc v = Op).
Remarquons ensuite que le théoréme de Pythagore peut étre étendu a tout cadre euclidien
général :



28 CHAPITRE 2. ESPACES EUCLIDIENS

Lemme 2.3.6 (Théoréme de Pythagore). Soient v et w deux vecteurs de E. Alors v et w sont

orthogonauz si et seulement si |v + w|? = |v]? + |w|?.
Démonstration. Dans la section précédente, on a vu que |v + w|? = |[v||? + 2{v,w) + |w]? et
donc v+ w|? = [[v]? + |w|? ssi (v,w) = 0 ssi v et w sont orthogonaux. O

Revenons maintenant & 'orthogonal d’un sous-ensemble de FE. Si F' est un sous-espace
vectoriel de E, on va pouvoir décomposer E en la somme directe de F et de son orthogonal F'*.
On montrera 'égalité dim(F) = dim(F) + dim (FL) dans la section suivante, qui exhibera un
lien important entre orthogonalité et dualité pour un espace euclidien.

Proposition 2.3.7. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On a :
1. dim(E) = dim(F) + dim (F1),
2. E=F@F*,
3. (FH)' =F.
Démonstration. 1. Tl s’agit du corollaire de la section suivante.

2. Ona FnFt={0g}car,sive FnF* (v,0) =0 (carve F+ et ve F) et donc v = 0p.
Ainsi, F et F* sont en somme directe et, comme dim(E) = dim(F) 4 dim (FL) par 1.,
E=F@F"

3.0naFc (FL)l car, si v € F, pour tout w € F+, (v,w) = (w,v) = 0. De plus,
dim ((Fi)L) — dim(E) — dim (F*) = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F).
En conséquence, F' = (F l)L.
[l

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Comme E se décompose en la somme directe de F' et
son orthogonal F-, on peut considérer la projection de E sur F parallélement & F* :

Définition 2.3.8. On appelle projection orthogonale sur F la projection de E sur F paralléle-

ment & F*. Il s’agit de Uapplication linéaire surjective qui a tout vecteur v = w + u de E avec
we F etue FL associe sa composante w dans F. On note pp cette application.

Remarque 2.3.9. Si {e1,...,e,} est une base de F et {epi1,...,e,} est une base de F'- alors
B :={e1,...,ep,€pt1,...,€,} est une base de E dans laquelle la matrice représentative de pp
est
1
1 I O0p.n—
Matg (pp) = _ P pn—p )
(o) 0 <0n—p,p On—p,n—p
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La projection orthogonale permet notamment de calculer explicitement la distance eucli-
dienne d’un vecteur de E & un sous-espace vectoriel de . On donne tout d’abord la définition
de cette notion de distance euclidienne :

Définition 2.3.10. Siv et w sont deux vecteurs de E, on définit la distance euclidienne de v a w
comme étant le réel positif ou nul d(v,w) := ||w —v].

Si v est un vecteur de E et A un sous-ensemble non vide de E, on définit également
la distance euclidienne de v a A comme étant le réel positif ou nul d(v,A) := 1})I€11f4 d(v,w) =

inf |w—v|.
weA

Remarque 2.3.11. e La distance euclidienne d’'un vecteur de E a un autre est bien une
distance, dans le sens oul
1. pour tous v,w € E, d(v,w) >
2. pour tous v,w € E, d(v,w) = d(w v) (en effet |w — v|| = [jlv —w]),
3. pour tous v,w € E, d(v,w) = 0ssi v = w (en effet, |w —v|| =0 ssi w—v =0g),
4. pour tous v, w,u € E, d(v,u) < d(v,w)+d(w,u) (en effet, [u—v| = [[u—w+w—v| <
lu — wl + [lw = ).

Plus généralement, toute norme sur un espace vectoriel induit, de cette fagon, une distance.

e Pour v un vecteur de E et A un sous-ensemble non vide de E, la borne inférieure de
Iensemble {d(v,w) | w € A} existe bien et est positive ou nulle : ce sous-ensemble de R
est non vide et minorée par 0.

Proposition 2.3.12. Soitve E. On a
d(v, F) = [v=pr(v)]|.
Démonstration. Soit w e F. On a
lo = w|* = v = prv) + pr(v) — w|* = |v = pr©)[* + [pr(v) — w|

par le théoréme de Pythagore (lemme |2. car v —pp(v) € FL (par définition de la projection
orthogonale : il existe un unique vecteur ue Fttel que v = pp(v) +u) et pp(v) —we F (car
F est un sous-espace vectoriel de E).

Ainsi, pour tout w € F, v — w|?* = |v — pr(v)|* donc |v — w| = |v — pr(v)| donc inf {|v — w| | we F} >
|v — pr(v)]. De plus, comme pp(v) € F,inf {|v —w| | we F} < ||v—pp(v)|. Autotal, |[v — pp(v)| =
inf{||lv—w|| | we F} =d(v,F). O

On définit également la symétrie orthogonale par rapport & F' :

Définition 2.3.13. On appelle symétrie orthogonale par rapport & F la symétrie par rapport

F parallelement a F-. I s’agit de Uinvolution linéaire de E qui & tout vecteur v = w + u de E
avec w € F et u € F* associe le vecteur w — u. On note sp cette application.
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Remarque 2.3.14. e “Involution linéaire de E” signifie que sg est une application linéaire de
E dans FE telle que sp o sp = Idg. Autrement dit, sp est un automorphisme linéaire de
FE d’inverse lui-méme.

e Comme pour toute symétrie vectorielle, on a sp = 2pp — Idp (si v = w + u € E avec
we FetueFt ona (2pp —Idg) (v) = 2w — (w +u) = w —u = sp(v)).

e Si{er,...,ep} estune base de F et {epi1,...,e,} est une base de F- alors B := {e1,...,ep, €pt1,---,€n}
est une base de F dans laquelle la matrice représentative de sp est

1

— 1 — Ip Op,n—p
MatB (SF) - -1 - <0 )

n—p,p _In*P

—1

2.4 Orthogonalité et dualité dans les espaces euclidiens

Effectuons un petit retour sur la dualité linéaire. Soit £ un espace vectoriel de dimension
finie sur R. On a vu au chapitre précédent que, méme si FE et son dual E* sont isomorphes, il
n’existe en général pas d’isomorphisme canonique (i.e. ne dépendant pas d’un choix de bases)
entre E et E*. Mais si E est maintenant muni d’un produit scalaire (-, -, celui-ci permet de
construire un tel isomorphisme canonique entre E et E* :

Théoréme 2.4.1. Soit (E,{:,-)) un espace euclidien. Pour tout v € E, on définit l’application
linéaire Ay : E > R ; w— (v,w). On définit ensuite l’application

FE — FE*
v o — A,

A

L’application A est un isomorphisme linéaire.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, si v € E/, A, est bien une application linéaire de
E dans R (en d’autres termes A, € E*) car le produit scalaire {-,-) est bilinéaire.

Montrons ensuite que I'application A est bien linéaire. Soient donc v1,v3 € E et A\, u € R,
alors, pour tout w € FE,

A (Avr + pv2) (W) = Mgy 4w, (W)
= (v + pvg, w)
= XNop,w) + vz, w)
= Ay (w) + p Ay, (w)
= (/\A"ul + /"LAUQ) (w)

ie. A (Avr + pva) = A (v1) + pA(v2).
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Montrons enfin que A est injective : comme dim(F) = dim (E*), on obtiendra alors (par le
théoréme du rang) que A est bijective. Soit donc v € E tel que A, est I'application identiquement
nulle. En particulier, A,(v) = (v,v) = 0 donc v = 0g. L’application A est donc bien injective,
et A est donc un isomorphisme. O

Remarque 2.4.2. La surjectivité de A nous dit que pour toute forme linéaire ¢ € E*, il existe
v € E tel que, pour tout w € E, o(w) = (v, w). De plus, comme A est bijective, v = A=1(¢p).

Intéressant en soi, ce résultat nous permet également de mettre une évidence une corres-
)
pondance entre les notions d’orthogonal et d’annulateur d’un sous-espace vectoriel d’un espace
euclidien :

Corollaire 2.4.3. Soient (E,{-,-)) un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. On
aA(Ft) =FO.

Démonstration. Montrons I’égalité équivalente A~! (FO) =FL Ona
A (Y = {veE|A(w)eF%}
= {ve FE| pourtout we F, (v,w) =0}
= pt
O

Soient (E,{-,-)) un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. Le corollaire pré-
cédent affirme en particulier que A induit, par restriction, un isomorphisme linéaire F+ — FO,
et donc que dim (F l) = dim (F 0). On obtient ainsi le résultat qui nous permet de terminer la

preuve de la proposition :
Corollaire 2.4.4. On a dim(E) = dim(F) + dim (F*).
Démonstration. On a, en utilisant proposition 1.,

dim (F') = dim (F°) = dim(E) — dim(F).

O
2.5 Bases orthogonales et bases orthonormales
Soit (E,{,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit {vi,...,v,} une base de
L1 Y1
E. Si v et w sont deux vecteurs de E' de coordonnées respectives | : | et | : | dans cette
Tn Yn

base, alors
n n
(v,w) = Z ZiVi, Z Yjvj ) = Z 2y<vi, v;).
i=1 j=1 1<i,j<n

On aimerait une base de E dans laquelle cette expression du produit scalaire (-, -) sur F soit
la plus simple possible. Cela nous méne a la notion de base orthogonale et de base orthonormale :
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Définition 2.5.1. Soit B = {e1,...,e,} une base de E.

1. On dit que B est une base orthogonale de E si pour tous i,j € {1,...,n} tels que i # j,
on a {ej,ej) = 0.

2. On dit que B est une base orthonormale de E si B est une base orthogonale de E et si tous
les vecteurs de B sont de norme euclidienne 1. Autrement dit, B est une base orthonormale

de E si et seulement si pour tous i,j € {1,...,n}, {ej,ej) = 0;; (pour toutve E, |v| =1
ssi {v,vy =1).
Ezemple 2.5.2. e La base canonique de R” est une base orthonormale pour le produit sca-

laire canonique sur R" (exemple L.).

e Par définition, une base B de F est une base orthonormale pour le produit scalaire associé

(-, B (exemple 2.).

Remarque 2.5.3. 1. SiB = {ey,...,e,} est une base orthonormale pour (-, -) et si v et w sont
I n
deux vecteurs de E' de coordonnées respectives | : |et | : | dans B, alors
In Un

n
oy =" miylei ey =Y vy
=1

1<i,j<n

En particulier, pour tout i € {1,...,n}, (v,e;) = x; et donc

n
v = Z<v,ei>ei.
i=1

2. Sila famille {e,...,€,} est une base orthogonale de E, alors la famille {eq, ..., e,} avec,
pour tout ¢ € {1,...,n}, e; := ”3”, est une base orthonormale de F. En effet, pour tout
) i || — 1 _
L€ {17-"7”}7 HeZH = HETH - HHQH =1

3. Plus généralement, on appellera famille orthonormale toute famille orthogonale {v1,. .., v}
de E (remarque [2.3.2)) telle que, pour tout i € {1,...,p}, ||vi| = 1.

Ainsi, avec les notations ci-dessus, si {v1,...,v,} est une base orthonormale de E, on a

I’expression simple
n
<’U, U)> = Z ZilYi-
i=1

du produit scalaire de v et w, qui rappelle 'expression du produit scalaire canonique sur R”.

Et un résultat fondamental de la théorie des espaces euclidiens est qu’il est toujours pos-
sible de construire, de fagon algorithmique, une base orthonormale pour n’importe quel espace
euclidien :
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Théoréme 2.5.4 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit {v1,...,v,} une fa-
mille libre de E. On peut construire, de fagon algorithmique, une famille orthonormale {e1, ..., ep}
de E telle que, pour tout k € {1,...,p}, Vect{e1,...,ex} = Vect{vy,...,vx} (en particulier,
{e1,...,ep} est donc une base orthonormale de Vect {v1,...,vp}).

Démonstration. On construit, de fagon récursive, une base orthogonale {¢, . .., €,} pour Vect {v1, ...

On en déduit immédiatement une base orthonormale en “normalisant” les vecteurs obtenus (i.e.
en les multipliant chacun par 'inverse de leur norme comme dans la remarque 2.).

Le procédé récursif est le suivant : pour 1 < k < p—1, on suppose que l'on a déja construit des
vecteurs €1, ..., €, € E orthogonaux deux & deux tels que Vect{ey, ..., e} = Vect {v1,..., v}
On recherche alors un vecteur €; 1 de E de la forme

€k+1 = Vg1 + A1€1 + -+ + Apep € Vect {e1, ..., €x, vpr1} = Vect {v1, ..., vk, Vks1}

tel que, pour tout i € {1,...,k}, (ex+1,€) = 0.
Or, pour i € {1,...,k},

(ekt1:,€6) =0 < (Vg1 + Ar€r + - 4+ Ageg, €50 =0
< (Vpt1,€) + Ailei, €)= 0

v €
o N\ = _M
les]
Ainsi, par construction, la famille {€1, ..., €11} avec €x11 = Vg1 — Zle @’ﬁzh’;i%i est orthogo-
1
nale et engendre bien Vect {vy, ..., vg, vg11} car Vect {v1, ..., vk, vkr1} = Vect {e1, ..., €x, vps1} =
ko {vggr,€i)
Vect {€1,..., €, €x41} (Car €xp1 = Vg1 — Doy H;HQI € € Vect{€1,... €, U1} €6 Vpy1 =
k {vpy1,€)
€k+1 + Zizl ”:iug “2¢; € Vect {61, ey €k, 6k+1}). O

Remarque 2.5.5. Au terme de I'étape k + 1 du procédé ci-dessus, on peut remplacer €x,1 par
n’importe quel vecteur non nul €, de la droite vectorielle engendrée par €;4; : la famille
{e1,..., €k, €)1} ainsi obtenue reste orthogonale et engendre toujours Vect {v1, ..., vp11}. Cela
peut étre utile pour simplifier les calculs (notamment pour éviter de manipuler des fractions).

Exemple 2.5.6. On détermine une base orthonormée pour le sous-espace vectoriel F' de R*
engendré par les vecteurs v; = (1,1,0,0), vo = (1,0,—1,1) et v3 = (0,1,1,1). La famille
{vi,v9,v3} est libre (c’est donc une base de F' = Vect{vi,ve,v3}) et on applique le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt pour déterminer une base orthonormale de F'.

On pose

e = v =(1,1,0,0)
<U2,61> 1 1 1 1
= w2 e = (22 1 1) = (1,1, -2,2
62 U2 ”61H2 61 U2 261 2’ 2) ) 2( ) ) ) )
ey = (1,—1,-2,2) (pour simplifier les calculs)
(v3,€1) {vs, €hy 1 1, 2246 2
= vy — - et —ey= (=222 2) = Z(1,1,2,3

eh = (—1,1,2,3)
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et la famille {e;, €, €5} est alors une base orthogonale de F'. La famille

{1(1100)1(1 1,-2,2), 1123)}
ﬁ?” b 10’ b ) 7\/ﬁ P

ensuite obtenue par normalisation est une base orthonormale de F'.

Corollaire 2.5.7. Il existe une base orthonormale pour l’espace euclidien (E,{-,-))

Démonstration. Soit {v1,...,v,} une base de E. En particulier, la famille {vi,...,v,} est libre
et, d’aprés le théoréme on peut construire une base orthonormale pour Vect{vi,...,v,} =
E. O

Remarque 2.5.8. Soit B = {e1,...,e,} une base orthonormale pour (-, -). Alors {-,-) = (-, )g

z1
(exemple [2.2.22.). En effet, pour tous vecteurs v et w de E, de coordonnées respectives
In
Y1 n
et | : | dans la base B, on a (v,w) = Z xiy; = {v,w)g.
Yn i=1

Le choix d’une base orthonormale pour 'espace euclidien (E,{:,-)) permet d’identifier E
avec l'espace euclidien (R", (-, )can) muni du produit scalaire canonique. Précisément :

Corollaire 2.5.9. [l eziste un isomorphisme (non canonique) v : E — R™ tel que, pour tous
vecteurs v et w de E, (p(v), Y(w))e,, = (v, w).

Démonstration. Soit B = {e1, ..., ey} une base orthonormale pour (-, -) et notons B’ = {e/,..., e}
la base canonique de R"™. Notons ensuite 1 'application linéaire de F dans R™ qui, pour tout
i€ {l,...,n}, associe €} a e;. Autrement dit, ¥ est 'application qui & tout vecteur v de E de
z1
coordonnées | @ | dans la base B associe le vecteur (z1,...,z,) de R™. Il s’agit d’un isomor-
Tn
I Y1
phisme linéaire et, si v et w sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives | : |et | :

Tn Yn
dans B, on a

<w3(1}), ¢B(w)>can = <($17 <o 7$n); (yh s 7yn)>can = Z TiY; = <Uv w>
=1

(car B est une base orthonormale pour (-, -)). O
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2.6 Représentation matricielle du produit scalaire

Afin d’aider aux calculs, on cherche & représenter le produit scalaire de facon matricielle.
Soit (E,{-,+, ) un espace euclidien. Le point de départ pour définir une telle représentation

est le suivant. Supposons que E soit de dimension n € N\{0} et soit B = {ey,...,e,} une base
(quelconque) de E. On a vu au début de la section précédente que, si v et w sont deux vecteurs
L1 Y1
de E de coordonnées respectives | : |et | : | dans la base B, alors
Tn Yn

(v, wy = Z zy;ei, €5)-

1<i,j<n
T Y1
Ecrivons X := | ¢ [=Matg(v), Y := | : | = Matg(w) et A la matrice ((ei, €;));<; j<,-
Tn Yn

On a alors

v, w)

D1 miyilei eg)
1<i,j<n
= D wieieny

1<i,j<n

n n

- S Seweam)
=1 \j=1

n

= Z 7;(AY); (on (AY); désigne la i®™® coordonnée du vecteur colonne AY)
i=1

= 'XAY

Cette écriture motive la définition suivante :

Définition 2.6.1. On appelle matrice représentative du produit scalaire {-,-) dans la base B la
matrice

(er,er) -+ {e1,en)
Matgs (<a >) = (<€iv ej>)1<i7j<n =
(en,€1) -+ (en,en)

Exemple 2.6.2. e Si B..n désigne la base canonique de R™, on a Mat%scﬁm (s Vean) = In.

e On a Mat%s (- oB) = 1In.
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e Considérons sur l'espace vectoriel Ry[X] de dimension 3 le produit scalaire (-,-) défini
dans 'exemple 4.. On note B la base {1, X, X2} de Ro[X] et on calcule alors

1,1y = fldt— [te=1

0
1 t2 1 1
1, X)=<(X,1) = J tdt = {] = -
0 2], 2
1 370 1
(1,X%) = (X%1) = j ear= | =1
0 3], 3
1 r371
t 1
(X, X) = fthtz —| ==
0 [ 3], 3
1 (47t
(X, X% =(X*X) = f tdt=|—| =~
0 4], 4
1 re571
t 1
(X2, X?) = J trdt=|=| =2
0 5], O
Ainsi,
11
13 3
Matg (0= | 3§
11 1
3 4 5
Remarque 2.6.3. e Attention aux confusions avec la matrice représentative d’une application
linéaire !

e Avec les notations du début de cette section, on a
(v, w)y = "Matg(v)Maty ({-,)) Matg(w),
qui est aussi égal a "Matg(w)Maty ({-,-)) Matg(v) = (w,v) car (-, -) est symétrique.

e Comme le produit scalaire est symétrique, on a, pour tous i,j € {1,...,n}, {e;,e;) =
{ej, ey et la matrice Matly ((:,-)) est donc symétrique i.e. *"Matly ({:,-)) = Matly ({:,-)).
Le fait que le produit scalaire (-, -) soit “défini” s’exprime dans le fait que Maty ((-,-)) est
inversible. En effet, si on note A := Maty ({:,-)) et si X est un vecteur colonne de taille
n quelconque tel que AX est le vecteur colonne nul de taille n, alors ‘X AX = 0 et donc
{v,v)y = 0 ot v désigne le vecteur de coordonnées X dans la base B. Par suite, v = Og et
X est donc le vecteur colonne nul. Comme le noyau de la matrice carrée A est réduit au
vecteur colonne nul, A est inversible.

e La base B est orthonormale par rapport au produit scalaire {-,-) si et seulement si
Maty ((-,-)) = In.
Ainsi, le corollaire 2.5.7] affirme qu’il existe toujours une base dans laquelle la matrice
représentative du produit scalaire (-, -) est la matrice identité.
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On peut a présent se demander comment sont reliées les matrices représentatives de (-, -) dans
deux bases (quelconques) différentes, autrement dit s’intéresser a la question du changement de
base pour la matrice représentative d’un produit scalaire.

Soit donc B’ une autre base de E et considérons la matrice de passage Ps_,5 de la base B
a la base B’. On a l’égalité suivante :

Proposition 2.6.4. On a
MatIL)ﬁS/ (<7 >) = tPB—»B’ Matll)ss (<7 >) PB—»B’
Démonstration. Soient v,w € E. Comme au début de la section, notons X := Matg(v), Y :=
Matp(w) et A := Mat} ({-,-)). Notons ensuite X’ := Matp (v), Y := Matp (w) et A" :=
Math (¢-,-)).
Ona X' = Pp_pX = PB—>B’71X = X = PB_,B/X, et Y = Pp_.gY = PB_,Blfly <Y =
Ps_pY'. Ainsi,

(v,w) = 'XAY
= Y(PpopX')A(PsopY’)
= tX/ (tPB_,B/A PB—»B’) Y/.

Remarquons maintenant que, si M = (m;) est une matrice carrée de taille n quel-

1<i,j<n
conque et si, pour i € {1,...,n}, X; désigne le vecteur colonne avec coordonnées 1 a la ligne i
. . . t _ .
et 0 sur les autres lignes, on a, pour tous 4,j € {1,...,n}, "X;MX; = m;.

Soient alors i,j € {1,...,n} et notons B’ = {€],..., e}, }. OnaMatp (€]) = X; et Matg (eé-) =
X et, par I'égalité ci-dessus,

(ej €)= 'X; ("Pp_pAPsp) X;.

Autrement dit, le coefficient a la ligne i et la colonne j de la matrice A’ est égal au coefficient
a la ligne 7 et la colonne j de la matrice { Pg_,3r A Pg_, 5. Par conséquent, A’ =Pz 3 A Pg_,5.
O

Remarque 2.6.5. Attention a ne surtout pas confondre ce changement de base pour les produits
scalaires avec le changement de base pour les applications linéaires.

2.7 Endomorphisme adjoint

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien et soit f un endomorphisme de E.

Proposition et Définition 2.7.1. Il existe une et une seule application f* : E — E tel que,
pour tous vecteurs v et w de F,

{f(v),w) = v, fH(w))-

De plus, f* est une application linéaire (et donc un endomorphisme de E). On appelle f*
l’endomorphisme adjoint de f.
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Démonstration. On montre 'existence de f* en utilisant I’isomorphisme canonique entre F et
E* du théoréme [2.4.1} Soit w € E, on considére 'application

E - R
Uy e (f(v)w)

Cette application est linéaire car f l'est et ¢, est donc un élément du dual E* de E. D’aprés
le théoréme il existe donc un unique vecteur f*(w) de E tel que ¢, = A (f*(w)) i.e. tel
que, pour tout v € F,

(), w) = puw(v) = A(f*(w)) (v) = (f¥(w), v) = (v, fH(w)).

On note alors f* lapplication qui a tout vecteur w de E associe f*(w). L’unicité évoquée ci-
dessus montre 'unicité de 'application f*: E — E telle que, pour tous v,w € E, {f(v),w) =

(o, [*(w)).

Montrons a présent sa linéarité : soient wi,ws € E et A\, u € R alors, pour tout v € F,

@, [* (Awr + pws)y = (f(v), Awr + pws)
= A{f(v),w1) + pf(v), w2
= A, fH(w1)) + pv, f*(w2))
= O AfH(wr) + pf*(w2))

Ainsi, A (f* (Awy + pwa)) = A (A f*(w1) + pf*(we)). Par injectivité de I'application A, on ob-
tient alors 'égalité f* (Awi + pwsa) = Af*(w1) + pf*(w2) et f* est donc bien linéaire. O

Avant d’étudier le pendant matriciel de cette opération d*adjonction” des endomorphismes
de E, on en montre quelques propriétés de base :

Proposition 2.7.2. 1. (Idg)* = Idg.
2. Sige L(E) et \,ueR, (A\f + ug)* = Af*+ pg* et (go f)* = f*og*.
3. Si f est une application bijective, son adjoint f* lest également et (f*)~' = (f_l)*.
4. (f)" =1

Démonstration. 1. Pour tous v,w € E, on a {Idg(v),w) = {(v,w) = (v,Idg(w)) donc
(Idg)* = Idg (par unicité de I'adjoint).

2. Pour tous v,w € E, on a

(S +pg) (0),w) = Af(v),w) + plg(v),w)
= A, ff(w)) + plv, g (w))
(o, (Af* + pug™) (w))

donc (Af + ug)* = Af* + ug*.
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Pour tous v,w € F, on a

gof(v),wy = {g(f(v)),w)
{f(v), g (w))
= (@, f* (g (w)))
(, f* o g"(w))

donc (go f)* = f*og*.

3. Onaf*o(f7) = (/o f)" = (dp)* =ldpet (f7) o f* = (for™)" = (dp)" =
Idg.

4. Pour tous v,w € F, on a
fFw)wy = (w, f*(v))

= {flw),v)
= (v, f(w))

donc (f*)* = f.
O

Remarque 2.7.3. On dit que 'endomorphisme f est auto-adjoint si f* = f. Idg est un exemple
d’endomorphisme auto-adjoint de F.

Donnons également deux égalités intéressantes reliant noyaux et images de f et de son
adjoint via 'opération “orthogonal d’un sous-ensemble” :

Proposition 2.7.4. On a Ker f* = (Im f)l et Im f* = (Ker f)l
Démonstration. Soit w € E. Supposons que w € Ker f*. Alors, pour tout v € F,
(f(),wy = v, f*(w)) =<v,0) =0
donc w € (Im f)l. Réciproquement, si w € (Im f)L alors, pour tout v € F,
(u, fH(w)) = {f(v),w) =0,
en particulier (f*(w), f*(w)) = 0 donc f*(w) = 0g i.e. w e Ker f*.
Pour montrer la seconde égalité, on utilise 1’égalité précédente ainsi que la proposition [2.3.7
3) et la proposition 3) :
1 1
tm f* = ((tm %))
— (Ker (f5)"
= (Ker f)*
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Intéressons-nous a présent a la représentation matricielle des endomorphismes adjoints, plus
précisément a leur représentation dans une base orthonormale de (E, (-, -)) :

Proposition 2.7.5. Soit B = {e1,...,e,} une base orthonormale de E. Alors

Matg (f*) = "Matg(f).

Démonstration. Pour tous v,w € E, on a, puisque la base B est orthonormale et d’aprés la
définition de I’adjoint,

{fv),w) = (v, f*(w)) = "(Matp(f)Mats(v)) Mats(w) = "Matg(v) (Matg (f*) Mats(w))
B "Matg(v) "Matg (f) Matg(w) = "Matg(v) Matg (f*) Matgs(w)

En prenant pour v et w les vecteurs de la base B, on obtient, pour tous i, j € {1,...,n} I'égalité
PX; "Matg(f)X; = "X; Matg (f*) X;
(voir la démonstration de la proposition [2.6.4)) et on a donc bien tMatg(f) = Matg (f*). O

Deux conséquences directes de la représentation matricielle dans une base orthonormale de
1"adjonction” par la transposition sont les suivantes :

Corollaire 2.7.6. Le rang de l'adjoint f* de f est égal au rang de f et le déterminant de f*
est égal au déterminant de f.

Démonstration. Soit B une base orthonormale de E alors

rg (f*) = rg (Matg (f¥)) = rg ("Matg(f)) = rg (Matp(f)) = g (f)

et
det (f*) = det (Matp (f*)) = det ("Matg(f)) = det (Matp(f)) = det (f).

O

La proposition [2.7.5] nous donne également une nouvelle interprétation vectorielle de la
transposition matricielle : si A est une matrice carrée de M,,(R), représentant un endomorphisme
f de R™ dans la base canonique, alors ‘A est la matrice représentative de ’endomorphisme f*
adjoint de f par rapport au produit scalaire canonique (pour lequel la base canonique est une
base orthonormale).

Cette remarque nous invite a rechercher un lien entre les interprétations “duale” (proposition
et “euclidienne” de la transposition matricielle. Un tel lien est induit par la relation
suivante :

Proposition 2.7.7. On a
f* ZA_IOthA.
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Démonstration. Pour tous vecteurs v et w de F/, on a

{f(v),wy = (A(w) o f) (v) ='f (A(w)) (v) = (/f o A(w)) (v)
et
(o, fH(w)) = (A (f*(w))) (v) = (Ao f*(w)) (v),

d’ott 'égalité if o A = Ao f* et le résultat (A est un isomorphisme). O]
Corollaire 2.7.8. Soit B une base orthonormale de E. Alors

Matp (f*) = Matg= (tf) .

Démonstration. D’aprés la propriété précédente, on a
Matpg (f*) = Matp g (A)il Mat g+ (tf) Matg g+ (A).

z1
Or,siie{l,...,n} et si v est un vecteur de E de coordonnées | : | dans B, on a

Tn

Ales)(v) = <e¢, D wieg )= ) wilei e =z = e} (v)
b =1

donc A(e;) = ef et la matrice représentative de A dans les bases B et B* est la matrice identité
I,. Ainsi, on a bien
Matp (f*) = Matg= (tf) .
O

Remarque 2.7.9. La proposition nous donne une raison “intrinséque” de I’égalité Matp (f*) =
Mat g (tf) que I'on pouvait déja obtenir & partir de la proposition m

2.8 Endomorphismes orthogonaux et matrices orthogonales

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme de
E.

Définition 2.8.1. On dit que f est un endomorphisme orthogonal de E si f*o f =Idg.

Exemple 2.8.2. L’identité Idg de E est un endomorphisme orthogonal.

Remarque 2.8.3. Si f est orthogonal alors f est bijectif et f~1 = f*. En effet, I'égalité f*o f =
Idg implique l'injectivité de f (si v € E vérifie f(v) = Og alors v = f*(f(v)) = Og) et donc
sa bijectivité car f est une application linéaire de E¥ dans F. L’égalité f* o f = Idp est alors
équivalente & f* = f~1. En particulier, on a également 'égalité f o f* = Idg.

Remarquons que, réciproquement, 1'égalité fo f* = (f*)* o f* = Idg implique f*o (f*)* =
[*of=Idg.

On déduit également de ces considérations que f est orthogonal ssi son adjoint f* est
orthogonal.
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L’orthogonalité d’un endomorphisme se caractérise géométriquement :

Proposition 2.8.4. f est un endomorphisme orthogonal si et seulement si f conserve le produit
scalaire (-, -) si et seulement si f conserve la norme euclidienne |-| associée a {-,-) si et seulement
si f conserve la distance euclidienne d associée a {-,-).

Démonstration. On montre que les assertions
1. f est orthogonal,
2. pour tous v,w € E, {f(v), f(w)) = {v,w),
3. pour tout v € E, | f(v)|| = |v],
4. pour tous v,w € E, d(f(v), f(w)) = d(v,w),

sont équivalentes.
Montrons tout d’abord 1 = 2 : supposons que f est orthogonal, alors, pour tous v, w € F,

), f(w)) = (v, [ o f(w)) = (v, w).

Montrons ensuite 2 = 3 : si f préserve le produit scalaire (-, -), alors, pour tout v € F,

[f ) = V<f(0), F(v)) =/ <v,0) = |v].

Montrons également 3 = 4 : si f préserve la norme euclidienne associé a (-, -), alors, pour
tous v, w € F,

d(f(v), f(w)) = [f(w) = f()| = |f(w = v)| = |w =] = d(v,w).

Montrons enfin 4 = 1 : Commengons par remarquer que 4 = 3 = 2 car f est linéaire et,
pour tout u € E, d(u,0) = [u] et, pour tous v,w € E, (v,w) = (|l +w|? - [v]* = |w|?)
(remarque . Si f préserve la distance euclidienne, f préserve donc également le produit
scalaire et, pour tous v,w € FE, on a alors

(fFo fv),w) = {f(v), f(w)) = (v, w)

et donc (f* o f(v) — v, w) = 0. En particulier, pour tout v € E, {f* o f(v) — v, f*o f(v) —v) =
0 donc f*o f(v) —v =0g ie. f*o f(v) =v. Ainsi f*o f =Idg et f est orthogonal. O
Remarque 2.8.5. Un endomorphisme orthogonal est également appelé isométrie.

Une autre caractérisation d’'un endomorphisme orthogonal est qu’il transforme toute base

orthonormale en une base orthonormale :

Proposition 2.8.6. L’endomorphisme f est orthogonal si et seulement si f associe & toute
base orthonormale de E une base orthonormale de E.
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Démonstration. Supposons que f est orthogonal et soit {ey,...,e,} une base orthonormale de
E. Comme f est orthogonal, on a, par la proposition précédente, (f(e;), f(e;)) = {es, e;) = 6; j,
donc la famille de n vecteurs {f(e1),..., f(e,)} est orthonormale : il s’agit donc d’une base
orthonormale de E.

Réciproquement, soit B = {e1,...,e,} une base orthonormale de E et supposons que la
famille {f(e1),..., f(en)} est orthonormale. Soient alors v,w € E, de coordonnées respectives

L1 Y1
et | : | dansla base B. On a

Tn

Yn
(f), f(w)) = <f <Z wiéz’) f (Z yjej) = > wyilfle), fleg)) = Y miyi = (v, w).
i=1 j=1 i=1

1<i,j<n
Par la proposition précédente, f est donc orthogonal. O

Remarque 2.8.7. Remarquons que, d’aprés la démonstration ci-dessus, il suffit qu’il existe une
base orthonormale {ej,...,e,} de E telle que la famille {f(e1),..., f(e,)} soit orthonormale
pour que I'’endomorphisme f soit orthogonal.

Passons maintenant a la caractérisation matricielle de l'orthogonalité. Soit B une base
orthonormale de E.

Proposition 2.8.8. Soit A := Matg(f) la matrice représentative de f dans la base B. L’endo-
morphisme f de E est orthogonal si et seulement si tAA = I,,.

Démonstration. D’aprés la proposition la matrice représentative de 'adjoint f* de f dans
Best 'A et donc f*o f =1dg ssi tAA = I, O

Ce résultat motive la définition suivante :
Définition 2.8.9. On dit qu'une matrice A de M,,(R) est orthogonale si 'AA = I,.

Remarque 2.8.10. L’endomorphisme f de E est donc orthogonal si et seulement si la matrice
Matg(f) est orthogonale. « Réciproquement », une matrice A de M, (R) est orthogonale ssi
I’endomorphisme de R” représenté par f dans la base canonique est orthogonal

Exemple 2.8.11.

1. La matrice

est orthogonale.

2. Une symétrie orthogonale est un endomorphisme orthogonal (remarque [2.3.14)). Une pro-
jection orthogonale sur un sous-espace vectoriel strict n’est pas un endomorphisme ortho-
gonal (remarque [2.3.9)).
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Un point de vue supplémentaire donné par 'égalité “*AA = I,,” est le suivant : une matrice
A € M,,(R) est orthogonale si et seulement si les vecteurs colonnes la composant forment une
base orthonormale de R™ muni du produit scalaire canonique. Dans ce cas, la matrice A est la
matrice de passage de la base canonique de R™ & la base orthonormale formée par ses vecteurs
colonnes. On peut généraliser cela de la fagon suivante :

Proposition 2.8.12. Soit B’ une base de E. Alors B’ est orthonormale si et seulement si la
matrice de passage de B a B’ est orthogonale.

Démonstration. La matrice de passage P := Pg_,p de B = {e1,...,en} a B ={e},... e} est
formée, dans I’ordre, des vecteurs coordonnées des vecteurs e}, i = 1,...,n, dans la base B. On
a alors, comme B est orthonormale,

(e, ey -+ (el ep)
‘PP = :
(en,€1) -+ Lepsen)
Ainsi, la matrice de passage P = Pg_,z est orthogonale ssi la famille de vecteurs {e},... e} }
est orthonormale. O

Remarque 2.8.13. En particulier, toute matrice de passage d’une base orthonormale & une autre
est orthogonale.

Remarquons ensuite que 1'égalité “¢ AA = I,,” permet le calcul du déterminant d’une matrice
orthogonale et donc d’un endormorphisme orthogonal :

Proposition et Définition 2.8.14. Soit A une matrice orthogonale de M, (R). Alors det(A) =
1 ou det(A) = —1. Ainsi, si f est orthogonal, det (f) =1 ou det (f) = —1.

Sidet(A) =1, resp. det (f) =1, on dit que A, resp. f, est une matrice orthogonale directe,
resp. endomorphisme orthogonal direct. Si det(A) = —1, resp. det (f) = —1, on dit que A, resp.
f, est une matrice orthogonale indirecte, resp. endomorphisme orthogonal indirect.

Démonstration. On a ‘AA = I, donc 1 = det (*AA) = det (*A) det(4) = (det(A))* d’ou
det(A) =1 ou det(A4) = —1
Ainsi, si f est orthogonal, comme sa matrice représentative dans une base orthonormale est

orthogonale (proposition [2.8.8)), on a det (f) = 1 ou det (f) = —1. O
Exemple 2.8.15. 1. La matrice orthogonale A de 'exemple [2.8.11] 1. est directe.

2. Une symétrie orthogonale par rapport & un sous-espace vectoriel F' de F est directe ou
indirecte suivant la parité de la “codimension” de F' : le déterminant d’une telle symétrie
orthogonale est (—1)"7P si p est la dimension de F' (remarque [2.3.14)).

Terminons cette section en remarquant que ’ensemble des endomorphismes orthogonaux de
FE muni de la composition forme un groupe. On a déja vu plus haut que 'identité Idg de E est
orthogonale et que, si f est un endomorphisme orthogonal, il en est de méme pour son adjoint.
Enfin, la composition d’endomorphismes orthogonaux est également orthogonale :
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Proposition 2.8.16. Soit g un endomorphisme de E et supposons que f et g sont orthogonaux.
Alors la composition f o g (ainsi que la composition g o f) est orthogonale.

Démonstration. On a (fog)*o(fog)=g*of*ofog=g*oldgog=g*og=Idg. O

Corollaire et Définition 2.8.17. L’ensemble, noté O (E,{-,-)) ou simplement O(E) lorsque
le contexte est clair, des endomorphismes orthogonaux de l’espace euclidien (E,{-,-)) est un
sous-groupe du groupe (GL(E),o0) des automorphismes linéaires de E muni de la composition
(appelé groupe linéaire de E). On a appelle (O(E), o) le groupe orthogonal de (E,{-,-)).

De maniére équivalente, 'ensemble O, (R) des matrices orthogonales de M,,(R) est un sous-
groupe du groupe (GL,(R),-) des matrices réelles inversibles de taille n muni du produit ma-
triciel. O, (R) est appelé groupe orthogonal de M, (R).

Remarque 2.8.18. Le sous-ensemble de O(F) des endomorphismes orthogonaux directs est un
sous-groupe de (O(FE), o) appelé groupe spécial orthogonal de E et noté SO(FE).

Le sous-ensemble de Oy, (R) des matrices orthogonales directes est un sous-groupe de (O, (R), -)
appelé groupe spécial orthogonal de M,,(R) et noté SO, (R).

2.9 Décomposition ()R d’une matrice inversible

Soit & nouveau (E,{-,-)) un espace euclidien.

Pour terminer ce chapitre, revenons au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
(théoréme . Ce procédé permet notamment de construire, a partir d’une base {vy,...,v,}
quelconque de E, une base orthonormale {eq,...,e,} de E.

Nous allons étudier le pendant matriciel de ce procédé. Précisément, soit n € N\{0} et
considérons une matrice A de M, (R) de rang maximal (i.e. rg(A) = n) i.e. A € GL,(R).
Notons wv1,...,v, les vecteurs colonnes qui, dans l'ordre, forment la matrice A. La famille
B := {vi,...,v,}, considérée comme famille de vecteurs de R™, est une base de R" : si By
désigne la base canonique de R", A est alors la matrice de passage Pp,_.;3. Notons ensuite
B = {e1,...,e,} la base orthonormale de R™ (par rapport au produit scalaire canonique)
obtenue a partir du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On note P := Pg_,p la
matrice de passage de la base {v1,...,v,} a la base {e1,...,e,} de E.

Dans le procédé de Gram-Schmidt, pour k € {1,...,n}, le vecteur e est défini comme
une combinaison linéaire des vecteurs {vy,...,v}. En particulier, la matrice de passage P est
triangulaire supérieure. De par cette construction, on sait méme que les coefficients diagonaux
de P sont (strictement) positifs.

Enfin, si Q désigne la matrice de passage de By a B’ (i.e. Q est la matrice formée, dans
l'ordre, par les vecteurs colonnes ey, ..., e,),ona Q = AP (Pg,_.p = Pg,—sPs_p). On réécrit
cette égalité sous la forme A = QR avec R := P! = Pg_,z. Remarquons enfin que, comme
les vecteurs colonnes de la matrice @@ forment une base orthonormale de R™ (par rapport au
produit scalaire canonique), @ est orthogonale.

Au total, nous avons (partiellement) montré le résultat suivant :
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Théoréme 2.9.1 (Décomposition QR d’une matrice inversible). Soit n € N\{0} et soit A €
GL,(R). 1l existe une unique matrice orthogonale Q € Oy, (R) et une unique matrice R € GL, (R)
triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs telles que A = QR. On
appelle cette écriture la décomposition QR de A.

Démonstration. 11 nous reste & montrer 1'unicité de la décomposition. Soient donc Q1,Q2 €
On(R) et Ry, R2 deux matrices triangulaires supérieures de GL,(R) a coefficients diagonaux
strictement positifs telles que A = Q1 R1 = Q2 Rs.

Onaalors RiRy ' = Q7' Qa et RiRy ' = Q7' Q2 est alors une matrice orthogonale ((O,(R), -)
est un groupe) et triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs (I'inverse d’une ma-
trice triangulaire supérieure & coefficients strictement positifs est une matrice triangulaire su-
périeure a coefficients strictement positifs). Il s’agit donc de la matrice I,, d’apreés le lemme qui
suit cette preuve.

Ainsi, RiRy' = Q7 'Q2 = I, et donc Q1 = Qq et Ry = Ry. O

Lemme 2.9.2. Soit A € GL,(R) une matrice orthogonale et triangulaire supérieure & coeffi-
cients strictement positifs. Alors A = I,,.

Démonstration. Notons v1,...,v, les vecteurs colonnes qui, dans ’ordre, forment la matrice
A = (aij)1<; j<- Le fait que A soit orthogonale signifie que, pour tout 4, j € {1,...,n}, (vi,v;) =
8; ;. En particulier, (v1,v1) = 1. Mais, comme A est triangulaire supérieure, (vi,v1) = a?; et,
comme aq1 est strictement positif, on a nécessairement a1 = 1. Pour tout j € {2,...,n}, on a
alors (v1,vj) = a1; = 0 (autrement dit, la premiére ligne n’a que des coefficients nuls sauf le
coefficient a11 qui est égal a 1).

Soit k € {1,n — 1} et supposons que l'on a déja montré que, pour tout ¢ € {1,...,k} et tout
je{l,...,n}, a;; = 0;; (autrement dit que pour les k premiéres lignes, tous les coefficients
d’une ligne ¢ donnée sont nuls sauf le coefficient a;; qui est égal & 1). On considére alors le
vecteur colonne viy; dont, par hypothése de récurrence, la seule coordonnée non nulle est
aps1ke1 > 0. Comme (Vpy1,Vpr1) = Qrs1kr1> = 1, 0n a apyp1pe1 = 1 et, par suite, pour tout
jefk+2,...,n}, (Wgpt1,v5) = ag41; = 0 : laligne k£ + 1 n’a donc que des coefficients nuls sauf
le coefficient agy1py1 qui est égal a 1. O

Ezxemple 2.9.3. Considérons la matrice

N

I
O =
SN =
= o O

de M3(R). On note v1 := (1,1,0), vy := (1,2,0), v3 := (0,0,1) € R? et on applique le procédé
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d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & la base {v1,v2,v3} de R3. On pose

€1 = ’1)1 = (17170)
(v, €1) 3 11 1
= — = _ = = —770 :7—17170
€2 (%) H€1H2 €1 V2 261 279’ 2( )
5'2 = (—1,1,0)
/
€3 = V3 — <U376;>61 - <U3/7 6§>€l2 = V3 = (07 07 1)
lex] €]
! L 1,1,0)
€1 = —a=—F7=L1L
lex ] V2
1, 1
es = € =—(—1,1,0)
=Y V2
1
€3 = €= (07071)
les]
Comme
U1 = €1 = \/561
v + cle- 30t
= —€1t€=—€+-€=— —=
2 51 2= 50156 V2 1 V2 2
U3 = €3 =¢€3

la matrice de passage de la base {e1,e2,e3} a la base {v1,ve,v3} est

Si on note () la matrice

1 1 3
v o O (Vg
0 0 1 0O 0 1

est la décomposition QR de A.
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Chapitre 3

Rappels et compléments sur la
réduction des endomorphismes

3.1 Introduction

On donne dans ce chapitre des rappels sur la théorie de réduction des endomorphismes,
c’est-a~dire I’étude des bases dans lesquelles un endomorphisme donné posséde la représentation
matricielle la plus “simple” possible (la plus “réduite” possible).

On étudiera notamment les critéres nécessaires et suffisants classiques de diagonalisabilité,
directs (via la recherche des espaces propres) ou via les polynomes d’endomorphismes. On
étudiera également la triangularisabilité et la réduction la plus aboutie des endomorphismes
triangularisables, a savoir la réduction de Jordan pour laquelle nous donnerons une méthode
systématique de réduction.

La premiére partie de ce chapitre étant constituée de rappels, les assertions seront la plupart
du temps données sans preuve (on renvoie au cours de ’année passée pour les démonstrations).
Nous les illustrerons cependant, ainsi que les méthodes, par des exemples. La preuve de 'exis-
tence de la réduction de Jordan pour les endomorphismes triangularisables sera elle donnée,
notamment afin de dégager une méthode systématique de réduction.

Tout au long de ce chapitre, K désigne un corps commutatif quelconque et E désigne un
espace vectoriel sur K de dimension finie.

3.2 Valeurs propres et espaces propres

Soit f un endomorphisme de F.

Définition 3.2.1. Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de f s’il existe un vecteur
non nul v de E tel que f(v) = A < (f — Mdg) (v) = Og, autrement dit si l'endomorphisme
f — AMldg n’est pas injectif.

Si A € K est une valeur propre de f, on note E) := Ker (f — Mdg) : il s’agit d’un sous-
espace vectoriel de E que l'on appelle sous-espace propre de f associé & la valeur propre A et
tout vecteur non nul de F)y est appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre A. On dira
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qu'un vecteur v de F est un vecteur propre de f s’il existe une valeur propre A € K de f telle
que v est un vecteur propre de f associé a .

Exemple 3.2.2. 2 est une valeur propre de I’endomorphisme

RZ R2

f (x,y) — (x4 2y,—x+4y)

car, par exemple, f(2,1) = (4,2) =2(2,1), et on a
Ey = Ker (f —2Idge) = {(z,y) e R? | = 2y}.

Soit n € N\{0} et soit A une matrice carrée de M,,(K). On peut, de fagon analogue, définir une
notion de valeur propre, d’espace propre et de vecteur propre pour A : un scalaire A € K est une
valeur propre de A s'il existe un vecteur colonne non nul X de M,, ; (K) tel que AX = AX, autre-
ment dit si le sous-espace vectoriel Ey := Ker (A — \I,,) de M,, 1 (K) n’est pas réduit au vecteur
colonne nul, et, dans ce cas, E) est appelé sous-espace propre de A associé & la valeur propre A
et tout vecteur colonne non nul de E est appelé vecteur propre de A associé & la valeur propre A.

Remarque 3.2.3. Supposons que dim(FE) = n et soit B une base de E. Soient A€ K et v e E. Si
A = Matp(f), alors A\ est une valeur propre de f ssi A est une valeur propre de A et, dans ce

cas, v est un vecteur propre de f associé a A ssi Matp(v) est un vecteur propre de A associé a
A

Définition 3.2.4. L’ensemble des valeurs propres de f, resp. A, dans K est appelé spectre de f,
resp. spectre de A, et noté Sp(f), resp. Sp(A).

3.3 Polyndéme caractéristique
Soient f e L(E) et A e K.

Proposition 3.3.1. X\ est une valeur propre de f ssi det (f — Aldg) = 0.

On note x; le polynéme
det (f — X1Idg) € K[X],

appelé polynome caractéristique de f. Ainsi, A € Sp(f) ssi A est une racine (dans K) de x(f).

Ezxemple 3.3.2. Reprenons ’endomorphisme f de ’exemple La matrice représentative de
f dans la base canonique de R? est
1 2
(44 3)

Xf = det (f — XIdg) = det <<_11 i) —X12) et <1:1X 4—2x> G 0e-x)

et donc

d’ou Sp(f) = {2;3}.
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Soit A € M,,(K), on définit de fagon analogue x4 := det (A — X1,,) € K[X] et le spectre de
A est alors ’ensemble des racines de x4 dans K.

Remarque 3.3.3. Attention au corps de base : si I’on considére par exemple la matrice

0 1
A= (5 5).

B =X 1\ o2
XA—det<_1 _X>—X + 1.

on a

Ainsi, si A est considérée comme une matrice de M,,(C), on a Sp(A4) = Spc(A) = {—i; i}, et si
A est considérée comme une matrice de M, (R), on a Sp(A4) = Spr(4) = &.

Corollaire 3.3.4. Sin = dim(E), le polynome x ¢ € K[X] est de degré n et f posséde donc au
plus n valeurs propres distinctes.

De la méme fagon A posséde au plus n valeurs propres distinctes.

Remarque 3.3.5. D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss, tout polynome de C[X] est scindé.
Ainsi, tout endomorphisme sur C admet au moins une valeur propre.

3.4 Diagonalisabilité et diagonalisation

Soit f € L(E). On note n := dim(F).

La forme “la plus simple” pour une matrice carrée est la forme diagonale. Nous allons rappe-
ler dans cette section des conditions suffisantes, voire nécessaires et suffisantes, sous lesquelles
f posséde une matrice représentative diagonale (diagonalisabilité) et, dans ce cas, chercher a
déterminer une base de E dans laquelle la matrice représentative de f est diagonale (diagona-
lisation).

On commence par donner la définition précise de la diagonalisabilité de f :

Définition 3.4.1. On dit que ’endomorphisme f est diagonalisable s’il existe une base B de E
et des scalaires M\, ..., A\, € K tels que

A1 0
Matg (f) = .
0 An
Remarquons que f est donc diagonalisable ssi il existe une base de E formée de vecteurs

propres de f. Mais on peut énoncer une caractérisation plus précise et pratique. Pour cela,
commencons par énoncer le fait suivant :

Proposition 3.4.2. Soient \1,..., g, k € N\{0}, des valeurs propres deux a deux distinctes

de f. Alors les sous-espaces propres Ey,, ..., Ey, correspondants sont en somme directe.

En conséquence, si A1,..., A, p € N, désignent les valeurs propres deux a deux distinctes de

f:
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P
Théoréme 3.4.3. f est diagonalisable ssi Ex, ®---@® E), = E ssi Z dim (E),) = dim(E).
i=1

Ezemple 3.4.4. Reprenons ’endomorphisme f des exemples et On avait déterminé
que Sp(f) = {2;3} et By = {(z,y) € R? | = 2y} = Vect{(2,1)}. Enfin,
E3 =Ker (f —3Idg:) = {(z,y) € R? |z = y} = Vect{(1,1)}.

Ainsi, dim (E1) + dim (E3) = 2 = dim (R?) et f est donc diagonalisable. De plus, la famille
B:={(2,1),(1,1)} est une base de E formée de vecteurs propres de f et on a

Matg(f) = <§ g)

(on dit qu’on a diagonalisé f).

Remarque 3.4.5. Diagonaliser un endomorphisme diagonalisable f de F, c’est déterminer une
base B de E dans laquelle la matrice représentative de f est diagonale et exprimer Matp(f).

On peut également exprimer la condition sur les dimensions du théoréme a l'aide du
polynoéme caractéristique et plus particuliérement a l'aide des multiplicités des valeurs propres
en tant que racines du polynoéme caractéristique :

Définition 3.4.6. Soit A\ € K une valeur propre de f. On note my la multiplicité de A en tant
que racine du polynome x 5 € K[X].

On peut tout de suite remarquer que, si A, ..., A, désignent les valeurs propres de f, alors
la somme my, +--- +my, est inférieure ou égale a deg (xs) = n = dim(E), et qu'il y a égalité
ssi xy est scindé sur K. De plus :

Proposition 3.4.7. Si A € Sp(f), alors
1 < dim (E)) < my.
Ainsi :
Théoréme 3.4.8. f est diagonalisable ssix s est scindé et, pour tout A € Sp(f), dim (Ey) = m,.

Ezemple 3.4.9. Si f admet n = dim(FE) valeurs propres deux a deux distinctes, alors f est
diagonalisable.

La diagonalisation d’un endomorphisme correspond & un changement de base vers une base
dans laquelle la matrice représentative de I’endomorphisme considéré est diagonale. [’analogue
matriciel du changement de base est 'opération de “conjugaison” par une matrice inversible.
Soit A une matrice de M, (K).

Définition 3.4.10. On dit que A est diagonalisable s’il existe une matrice inversible P €
GL,(K) et une matrice diagonale D de M,,(K) telles que

P~ 'AP = D.
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Remarque 3.4.11. Si B € M,,(K), on dit que A est semblable & B s’il existe une matrice inversible
P € GL,(K) telle que P~*AP = B (la relation de similitude sur M, (K) est une relation
d’équivalence).

Ainsi, A est diagonalisable ssi A est semblable a une matrice diagonale.

Les résultats de diagonalisabilité d’un endomorphisme énoncés ci-dessus ont leurs analogues
matriciels, & savoir :

Théoréme 3.4.12. Soient \1,...,Ap, p € N, les valeurs propres deux & deux distinctes de A

et, pour i € {1,...,p}, notons my, la multiplicité de \; en tant que racine de x 4. Alors A est
P

diagonalisable ssi Z dim (Ey,) = n ssi (xa est scindé et, pour tout i € {1,...,p}, dim(E),) =
i=1
my,)-

Remarque 3.4.13. e Diagonaliser une matrice diagonalisable A de M, (K), c’est déterminer
une matrice inversible P € GL,,(K) telle que la matrice P~' AP soit diagonale et exprimer
P71AP.

e Diagonaliser une matrice diagonalisable permet entre autres de calculer ses puissances,
comme présenté dans I’exemple ci-dessous.

Exemple 3.4.14. On considére la matrice

de Ma(R). Son polynéme caractéristique x4 = (X —2)(X — 3) est scindé a racines simples donc
A est diagonalisable.

Une base de E» est { (_11> }, une base de E3 est { (_12) } et on pose
(1 1
=(_1 _o)-

On a alors
2 0\
() rar
2 0\ ., o . . .
donc A = P 0 3 P~ et, par associativité du produit matriciel, pour k € N\{0}, A" =
280\ L4
Pt &)

2 1
_1 _
Or P = <_1 _1> donc

Ak_ 2k+1_3k 2k+3k
S\ -2kl 2.3k ok 2.3k )"
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3.5 Polyndmes d’endomorphismes, polynémes annulateurs et dia-
gonalisabilité

On va dans cette section présenter des conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisa-
bilité, exprimées & 'aide de la notion de polynéme d’endomorphisme :

Définition 3.5.1. Soient P = ay XN +any 1 XN '+ + a1 X +ag e K[X] et fe L(E). On
note

P(f) =anfY +an 1 fN P+ +aif +aoldp € L(E)
(0w, pour k € {1,...,N}, f* désigne la composée k™¢ de ’endomorphisme f avec lui-méme).
Un endomorphisme de E de cette forme est appelé polynéme d’endomorphisme.

On peut définir de fagon analogue la notion de polyndéme de matrice : si 'on reprend les
notations de la définition ci-dessus et si A est une matrice de M,,(K), on définit

P(A) = aNAN + aN_lAN_l + - 4+ a1A+agl, € Mn(K),

oil, pour k€ {1,..., N}, A* désigne la puissance k*™° de A.
Tous les énoncés et notions présentés ci-aprés sur les polyndémes d’endomorphismes ont leur
analogues immédiats pour les polynémes de matrices.

Ezxemple 3.5.2. Considérons la matrice

(4

de M2(R) et le polynéme P := X (X — 1) de R[X]. On a

P(A)=AA-D) = <—11 8) (—01 —01> - <8 8)‘

Soient f e L(E) et P e K[X].

Définition 3.5.3. On dit que P est un polynéme annulateur de f si P(f) est l’endomorphisme
tdentiquement nul de E.

Exemple 3.5.4. Si 'on reprend les notations de 'exemple précédent P est un polynome
annulateur de A.

Un premier pas entre les polynémes annulateurs et la réduction des endomorphismes est

donné par le résultat suivant :

Lemme 3.5.5. Soit A € Sp(f). Si P est un polynome annulateur de f, alors \ est une racine
de P.

Ezemple 3.5.6. e Reprenons la matrice A de 'exemple 3.5.2 Comme P = X (X — 1) est un
polynéme annulateur de A, Sp(A) < {0;1}.
e Si endomorphisme f vérifie f3 = f i.e. le polynome X3 — X = X (X —1)(X + 1) annule
f, alors Sp (f) < {0; —1;1}.
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On en vient & un premier critére, nécessaire et suffisant, de diagonalisabilité d’un endomor-
phisme mettant en jeu la notion de polynéme annulateur :

Théoréme 3.5.7. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynéme
annulateur de f qui soit scindé a racines simples.

Exemple 3.5.8. Si f vérifie alors f3 = f alors f est diagonalisable car le polynome X3 — X =
X(X —1)(X + 1), annulateur de f, est scindé a racines simples.

Remarque 3.5.9. 1l est a noter que ce critére permet, si I’on trouve un tel polynéme annulateur
de f scindé & racines simples, de montrer que f est diagonalisable sans avoir a calculer les
dimensions des espaces propres de f.

3.6 Polyndme minimal

Soit f € L(E). Remarquons que I'ensemble Iy des polynémes de K[X] qui annulent f est un
idéal de 'anneau K[ X] : le polynéme nul annule f et, si P et ) sont deux polyndémes annulant f
et si R est un polynome de K[X], (P—Q)(f) = P(f)—Q(f) =0et (RP)(f) = R(f)P(f) = 0.

L’anneau K[X] étant principal, I'idéal Iy peut étre engendré par un seul élément de I¢, que
I’on peut de plus supposer unitaire. En fait, il y a un seul générateur de ce type :

Proposition et Définition 3.6.1. I existe un unique polynome unitaire py tel que Ir = (uy).
On appelle py le polynéme minimal de f.

Remarque 3.6.2. e Par définition, les polynémes annulateurs de f sont les multiples de fiy.
En particulier, si 'on connait zf, on connait alors tous les polynémes annulateurs de f.

e /iy est le polynome annulateur de f unitaire de plus petit degré.

Le polynéme minimal de f divise le polyndéme caractéristique de f en vertu du théoréme de
Cayley-Hamilton :

Théoréme 3.6.3 (Théoréme de Cayley-Hamilton). Le polynéme caractéristique de f est un
polynome annulateur de f. Autrement dit xy € Iy i.e. py divise .

Ce théoréme nous donne en particulier des informations supplémentaires sur fis :
Corollaire 3.6.4. o 1 <deg(us) <n.

o Les racines de py dans K (resp. dans la cloture algébrique de K) sont exactement les
racines de Xy dans K (resp. dans la cloture algébrique de K), i.e. les valeurs propres de f
dans K (resp. dans la cloture algébrique de K), avec multiplicités différentes a priori.

Le théoréme de Cayley-Hamilton nous donne ainsi un moyen de déterminer le polynome
minimal de f & partir de la donnée du polynoéme caractéristique :

Ezxemple 3.6.5. 1. On considére la matrice

01 2
A=11 0 2
1 20
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de M3(R). Son polyndme caractéristique est x4 = —(X + 1)(X + 2)(X — 3). Ainsi, néces-
sairement, p14 = (X + 1)(X +2)(X — 3).

2. On considére la matrice

de M3(R). Son polynéme caractéristique est x4 = —(X — 1)(X 4 2)2. Ainsi, nécessaire-
ment, pa = (X —1)(X +2) ou pra = (X — 1)(X + 2)2. Comme deg (X — 1)(X +2)) <
deg ((X —1)(X + 2)?), on commence par tester si le polynome (X — 1)(X + 2) annule A.

—2 1 1
(A-B)A+2L)=|1 -2 1

111 0 00
11 1]=10 0 0
1 1 -2 1 11 0 00
A.

et donc (X —1)(X + 2) est le polynéme minimal de

3. On considére la matrice

3 -1 1
A=1(2 0 1
1 -1 2

de M3(R). Son polynome caractéristique est x4 = —(X — 1)(X — 2)2. Ainsi, nécessaire-
ment, g = (X —1)(X —2) ou pg = (X — 1)(X —2)2. Comme deg (X —1)(X —2)) <
deg ((X — 1)(X — 2)?), on commence par tester si le polynéme (X —1)(X — 2) annule A.
Or on constate que la matrice (A — I3)(A — 2I3) n’est pas la matrice nulle de M3(R) donc,

nécessairement, 4 = (X — 1)(X — 2)2.

On termine cette section par un critére de diagonalisabilité permettant de décider, & partir

de la donnée du polynéme minimal de f, si f est diagonalisable ou non :

Théoréme 3.6.6. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si son polyndéme mi-
nimal puy est scindé a racines simples.

Exemple 3.6.7. Les matrices des exemples 1. et 2. sont diagonalisables, la matrice de
I’exemple |3.6.5| 3. n’est pas diagonalisable.

Remarque 3.6.8. Le théoréme permet de déterminer si un endomorphisme est diagonali-
sable ou non sans passer par le calcul des dimensions de ses espaces propres.

3.7 'Triangularisabilité et triangularisation

Soit f e L(E).
Si f n’est pas diagonalisable, on peut chercher & déterminer si f peut étre réduit sous forme
triangulaire :

Définition 3.7.1. On dit que [’endomorphisme f est triangularisable s’il existe une base B de
E telle que Matg(f) est triangulaire (supérieure ou inférieure).




3.7. TRIANGULARISABILITE ET TRIANGULARISATION o7

De maniére analogue, on dira qu'une matrice A de M,,(K) est triangularisable si A est
semblable & une matrice triangulaire.

Remarque 3.7.2. e Si T est une matrice triangulaire représentant f, les coeflicients de la
diagonale de T sont les valeurs propres de f, apparaissant suivant leurs multiplicités dans
Xf-

e Un endomorphisme diagonalisable est en particulier triangularisable.

On donne dés a présent le critére essentiel de triangularisabilité d’un endomorphisme :

Théoréme 3.7.3. L’endomorphisme f est triangularisable si et seulement si son polynéme
caractéristique Xy est scindé sur K (ssi son polynome minimal piy est scindé sur K).

Corollaire 3.7.4. Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel est triangularisable.
Toute matrice de My, (C) est semblable a une matrice triangulaire.

Exemple 3.7.5. Reprenons la matrice

3 -1 1
A=12 0 1
1 -1 2

de l’exempleS. On a vu plus haut que y4 = —(X —1)(X —2)? est scindé sur R. Donc, méme
si A n’est pas diagonalisable, A est triangularisable d’aprés le théoréme ci-dessus. Cherchons
une matrice triangulaire 7' de My(R) semblable a A.

Commengons par remarquer que chaque espace propre de A est de dimension 1. On a

2 -1 1
A—I3=12 —1 1| donc
1 -1 1
x 0
Ei=1ly eMg(R)|{2m_y+z =00 et d (1
5 r—y+z =0 1
1 -1 1
et A—2I3=[2 -2 1] donc
1 -1 0
T _ 1
Br=14 |y |eMsm) | {x_?“’z — Vect{ |1
z r=y - 0
0 1
Si on complétait la famille 11,11 de M3 1(R) ainsi obtenue en une base, i.e. de
1 0
fagon & ce que la matrice
0 1 =
P=11 1
1 0 =
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soit inversible, on aurait alors

1 0 =
P'AP=(0 2 «
0 0 2
(deux matrices semblables ont les mémes polynomes caractéristiques).
0 1
Ainsi, si on note X7 := [ 1] et Xp:= [ 1|, nimporte quel vecteur colonne X3 de M3 1(R)
1 0
1
n’appartenant & Vect{X7, X2} convient. On choisit, par exemple, X3 := | 0 |, on pose alors
0

011
P=1110
1 00

est bien inversible et on a

1 01
prarP=1[(0 2 1
00
1 011
Remarque 3.7.6. Si on avait posé X3 := [1|et P:= [1 1 1], on aura eu P~'AP =
1 1 01
1 00
0 2 1. En particulier, on peut donc triangulariser A de plusieurs facons.
00 2
Remarque 3.7.7. 1. Triangulariser un endomorphisme triangularisable f de E, c’est déter-

miner une base B de E dans laquelle la matrice représentative de f est triangulaire et
exprimer Matg(f).

2. Triangulariser une matrice triangularisable A de M, (K), c’est déterminer une matrice
inversible P € GL, (K) telle que la matrice P~' AP soit triangulaire et exprimer P~*AP.

Si 'endomorphisme f est triangularisable, il existe des triangularisations plus “simples” que
d’autres. Commencons par la triangularisation suivant les sous-espaces caractéristiques, qui est
a la fois une triangularisation et une “diagonalisation par blocs” :

Définition 3.7.8. On suppose que f est triangularisable, i.e. x5 = (=1)" [T2_; (X — X\;)™
avec A1, ..., \p les valeurs propres deuz a deux distinctes de f.

Pourie {1,...,p}, on appelle sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre \;
le sous-espace vectoriel

N, :=Ker (f — NIdg)™
de E.

Remarque 3.7.9. Avec les notations ci-dessus, pour tout i € {1,...,p}, E\, € Ny, et f(Ny,)
N,..

7
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Ezemple 3.7.10. Reprenons la matrice

3 -1 1
A=[2 0 1]|eMy(R)
1 -1 2

de I'exemple [3.7.5l Son polynéme caractéristique est x4 = —(X — 1)(X — 2)2. Le sous-espace
caractéristique de A associé a la valeur propre 1 est N1 = Ker (A — I3) = Ej et le sous-espace
caractéristique de A associé a la valeur propre 2 est Ny = Ker (A — 2[3)2. Or

0 00
(A-2I)2=[-1 1 0
-1 10
1\ /0
donc Ny = Ker (A —2I3)% =Vect{ [1], [0
0/ \1

Dans la suite de cette section, on supposera que [ est triangularisable i.e. que son polynéme
caractéristique est scindé et on gardera les notations de la définition précédente.

Proposition 3.7.11. Les sous-espaces caractéristiques de f sont en somme directe et, si [’on
reprend les notations de la définition ci-dessus,

E=N,,® --®N,,

Remarque 3.7.12. Cette proposition est une conséquence du lemme des noyaux : si Py,..., Py €
K[X] sont des polynémes premiers entre eux deux a deux et si P := P; --- Py, alors

Ker P(f) =Ker Pi(f)®---@®Ker P, (f).

On en vient a une triangularisation sous forme diagonale par blocs de ’endomorphisme
triangularisable f, suivant ses sous-espaces caractéristiques :

Théoréme 3.7.13. Pour tout i € {1,...,p}, dim (Ny,)) = my, et il existe une base B; de Ny,
telle que, si B :={By,..., B2}, Matp(f) est la matrice-blocs

My, 0
0 M,

ou, pour tout i € {1,...,p}, My, € My,, (K) est la matrice Matp, (f\NA) et est de la forme
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0
Exemple 3.7.14. Reprenons la matrice A de 'exemple|3.7.10} La famille By := 1 est une
1
1 0
base de N1 = E1, la famille By := 1], (0 est une base de Ny et, si P désigne la matrice
0 1
inversible
010
1 1 0],
1 01
on a
1 00
P'AP=(0 2 1
0 0 2
1 0 010
Remarque 3.7.15. Si on avait pris By := 1], (0) et P:=[1 1 0], on aurait eu
0 3 1 0 3

100
PlAaPp=1[(0 2 3
00 2

Mais on peut aller encore plus loin dans la simplification de la représentation triangulaire de
I’endomorphisme triangularisable f : cette simplification “ultime” appelée réduction de Jordan
est I'objet de la section suivante. En particulier, on décrira un algorithme systématique de
triangularisation d’un endomorphisme triangularisable f sous “sa” forme dite de Jordan.

3.8 Réduction de Jordan

Soit f un endomorphisme triangularisable de E et soit x5 = (—1)" [['_; (X — A\;)™ son
polynéme caractéristique scindé sur K, avec A1, ..., A, ses valeurs propres deux a deux distinctes.

Nous allons construire, par un processus algorithmique, une base de f dans laquelle la
matrice représentative de f est une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont
des blocs de Jordan :

Définition 3.8.1. Soit A € K. Pour m € N\{0}, on appelle \-bloc de Jordan de taille m la
matrice carrée

Al 0

Im(A) ==

> =

de My, (K) (par convention, Ji(A) = (X)).
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Pour my,...,my € N\{0}, on note Jy, .. m,(N) la matrice diagonale par blocs
Imy (N) 0
0 Ty ()

de Mm1+...+mk (K) .
Dans cette section, nous allons précisément montrer le résultat de réduction suivant :

Théoréme 3.8.2. Il existe une base B de E et, pour touti € {1,...,p}, des entiersm}, ... ,mfﬁ €
N\{0} telle que

Jm%,...,m‘,l€ ()‘1) 0
1
Matg(f) = .
0 Jmlf,...,mzp (Ap)
De plus, a permutation prés, les entiers mé, 1 <i<p, 1< 75 < ki, sont uniques et
on appellent les blocs de Jordan J,,i(N\), 1 < i < p, 1 < j < ki, les blocs de Jordan de
J

l’endomorphisme triangularisable f. La matrice Matg(f) est appelée la forme de Jordan de f
(“la” forme de Jordan de f est unique a permutation prés des blocs de Jordan).

1 00
Ezemple 3.8.3. Par unicité des blocs de Jordan, la matrice | 0 2 1 | obtenue dans ’exemple
0 0 2
3 -1 1
3.7.14] est donc la forme de Jordan de la matrice A= ({2 0 1]|.
1 -1 2

Un résultat de “classification” découlant du théoréme précédent est le suivant :

Corollaire 3.8.4. Deuz matrices triangularisables de M,,(K) sont semblables si et seulement
st elles ont les mémes blocs de Jordan.

Dans le reste de cette section, nous allons montrer I’existence de la réduction de Jordan de f
par un procédé constructif algorithmique. Nous ne montrerons pas I'unicité des blocs de Jordan
de f.

3.8.1 Etapel

La premiére étape de cette réduction est une réduction suivant les sous-espaces caractéris-
tiques de f. Pouri e {1,...,p}, soit B; une base de Ny, et notons By := {By,...,B,}. On a alors,
comme E = Ny, @--- @ N,, (proposition Im[) et comme chaque sous-espace caractéristique
de f est stable par f (remarque|3.7.9),

Ay 0
MatBo (f) =
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ou, pour tout ¢ € {1,...,p}, A; := Matp, <f|NA. (cette réduction n’est pas nécessairement une
triangularisation comme dans le théoréme : il s’agit simplement d’une “diagonalisation
par blocs”).

Remarquons a présent que si, pour tout ¢ € {1, ..., p}, on trouve une base B, de Ny, telle que
Mat <f|N)\i> = Jmia---vmi.()\i) avec m?, . .. ,m};i € N\{0}, alors, en notant B := {Bj,...,B,},
on a

Jm%,...,mil (>‘1) 0
Matg(f) = -
0 T (Ap)
On va donc rechercher une telle base B pour tout i € {1,...,p}.

3.8.2 Etape 2

Soit donc A une valeur propre de f. Nous allons montrer qu’il existe une base B’ de N, et

des entiers my,...,my € N\{0} tels que Maty (f|NA) = Jm1,...m,, (A). Pour simplifier encore un
peu plus les écritures, notons N := Nj.
On écrit

f\N = Mdy + f|N — Aldy.

Nous allons en fait montrer qu’il existe une base B’ de N et des entiers my, ..., my; € N\{0} tels
que Matg (f\N)\ — )\IdN) = ‘]211,~~,mk ol
JY, 0
J79L17-~-7mk = '
0 T

et, si m € N\{0},

0 1 0

JO = T = J(0) € My (K)
S
0 0

(T omgy = I ey, (0) et T = (0)).

On aura alors
Matg (fin) = Matg (Aldy) + Matg (fin, — Aldy) = My + Jpv, oy = Jigeemge ()

(rappelons que my = dim (Ny)).

Pour montrer I'existence d’une telle base B’, on commence par remarquer que ’endomor-
phisme u := f|y — Aldy de N est nilpotent, i.e. qu'il existe [ € N\{0} tel que ul est 'endomor-
phisme nul de N. En effet, si v e N = Ker (f — Aldg)™*, alors

u™ (v) = (fiy = Mldn)"™ (v) = (f — Aldg)™ (v) =0
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(& noter que I'indice de nilpotence de wu, i.e. le plus petit entier I € N\{0} tel que u' = 0, est
donc inférieur ou égal & my).

Nous allons montrer, de facon algorithmique, que tout endomorphisme nilpotent peut étre
réduit & une forme (de Jordan) Jy,, . avec my,...,my € N\{0}.

MM
Remarque 3.8.5. Si u est un endomorphisme nilpotent quelconque de E, alors 0 est une valeur
propre de u et c’est la seule. En effet, comme il existe [ € N\{0} tel que ul =0, le polynome X'
est un polynéme annulateur de u et donc le polynéme minimal de w est de la forme p, = X”
avec 1 < v < [. 0 est donc 'unique valeur propre de u. De plus, le degré v du polynéme minimal
X" de u est I'indice de nilpotence de u.

Théoréme 3.8.6 (Réduction des endomorphismes nilpotents a la forme de Jordan). Soit u un
endomorphisme nilpotent quelconque de E. Il existe une base B de E et des entiers my, ..., my €

N\{0} tels que

Matg(u) = JO

mi,...,Mmg*

Démonstration. On prouve le résultat par récurrence sur la dimension. Précisément, on prouve
que pour tout n € N\{0}, pour tout espace vectoriel E sur K de dimension n, pour tout endo-
morphisme nilpotent u de E, il existe une base B de E et des entiers my, ..., my € N\{0} tels
que Matg(u) = Jp,, .-

Pour n = 1, le résultat est vrai. En effet, soit E un espace vectoriel sur K de dimension 1 et
soit u un endomorphisme nilpotent de F. Soit vy € E un vecteur engendrant E. Comme u est
un endomorphisme de E, il existe a € K tel que u(vg) = awg. Soit maintenant I € N\{0} tel que
u! soit identiquement nul, alors 0 = u!(vg) = alvg et donc a = 0 car vy engendre E qui est de
dimension 1. Ainsi, si on note B := {vp}, on a Matg(u) = (0) = JV.

Supposons maintenant le résultat vrai pour tout entier naturel non nul strictement inférieur
a un entier n € N\{0} fixé, et soient F un espace vectoriel sur K de dimension n et u un
endomorphisme nilpotent de E.

On note v 'indice de nilpotence de u. Si v = 1, u est identiquement nul et, dans toute base
B de E, Matg(u) = J ;. Siv>1, Ker u"~! # E (v est le plus petit entier naturel non plus
tel que u” = 0 donc u”~! n’est pas identiquement nul).

Soit alors v € E\Ker u”~! : nous allons montrer que la famille {u"~!(v), u*2(v),..., u(v), v}

est libre. Soient Ag, ..., A, —1 € K tels que
Aov + Aqu(v) + -+ + )x,,,lu”_l(v) =0g.
En appliquant u”~! & cette égalité, on obtient (puisque u” = 0)
Mou”"(v) = 0p
et donc A\g = 0 car u¥~!(v) # Og par hypothése. On applique ensuite u”~2 a 1’égalité

Mu(v) + -+ A1u’ () = 0g
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pour obtenir \ju’~!(v) = Op et donc A\; = 0. De proche en proche, on obtient ainsi que
Ao =A1=...= X1 =0et lafamille B' := {u""!(v),...,u(v),v} est donc libre. Il s’agit donc
d’une base du sous-espace vectoriel F := Vect {u”"1(v),...,u(v),v} de E.

Remarquons ensuite que F' est stable par u (i.e. u(F) < F) et

0 1 0
Matgl (U|F) = h = JS
0 0

Siv=nmn,alors F = FE et Matg (u|F) = Matg (u) = JY. Supposons & présent que v < n. Nous
allons construire un supplémentaire G de F' dans E qui soit également stable par u. Comme
dim(G) < dim(E), on pourra alors appliquer I'hypothése de récurrence a G et u|g et considérer
une base B” de G et des entiers vy, ..., € N\{0} tels que Matps (ug) = JO, ., De sorte que,
si B:={B',B"},

Matg (u‘F) 0 JO 0 70
MatB( ) < 0 MatB// (U|G) 0 JIE)17 " - Jy,yl,...,yl.

On construit un tel espace G en utilisant la dualité linéaire. Soit p € E* tel que ¢ (u”~*(v)) #
0 (un tel ¢ existe car, sinon, u”~!(v) serait nécessairement le vecteur nul par la proposition
2., ce qui n’est pas le cas par hypothése sur v) et montrons que la famille {cp, (), ... ,tu”_l(go)}
de E* est libre (‘u est la transposée de u : cf définition . Soient pg, ..., ty—1 € K tels que

pow + p'u(p) + -+ 1" (p) = 0.

On applique cette égalité d’endomorphismes au vecteur u”~!(v) : on obtient

0 = pow (u (V) + pmu(e) (W) + - + 1w () (v’ (v))
= pop (W) +mpou (wTHv)) + o+ porpou T (wV ()
= pop (v (v)

)
)
(car v” = 0). Comme cp( v 1(1})) # 0 par hypothése, nécessairement pg = 0. En appliquant
I'égalité
plu(p) + -+ 1 (@) = 0.

a u’~2(v), on déduit ensuite que p; = 0. De proche en proche, on obtient ainsi que pg = p1 =

= py—1 = 0 et la famille C := {¢, u( ,...,tu”*l(gp)} de E* est donc libre. Il s’agit d’une
base du sous-espace vectoriel W := Vect {gp, (), ..., luv =Y } de E*.

On considére ensuite 'annulateur W° de W (deﬁmtlon- Montrons que FnW° = {0g} :
soit w = A\gv + Aju(v) +- -+ A_1u’ "1 (v), Ao, ..., A1 € K, un vecteur de F' annulé par toutes
les formes linéaires de W. En particulier,

0 = t, v—1
_ )\Otuu—l

= oy (u
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(u” = 0) et donc, comme ¢ (u”~1(v)) # 0, \g = 0 et w = Au(v)+- -+ Ay—1u” " (v). Le vecteur
w est également annulé par ‘u’~2(y) et on en déduit de facon analogue que A\; = 0. De proche
en proche, on obtient ainsi que A\g = A\ = ... = A\y_1 = 0 et donc w = 0g. Les sous-espaces
vectoriels F' et W9 de E sont donc en somme directe.

De plus, dim (W) = dim(E) — dim(W) = n — v (proposition donc dim(F) +
dim (WO) =v+n—v =mn=dim(E) et F et W° sont donc des sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans FE.

Montrons enfin que W est stable par u : soit w € WY et soit 1 = pop + pru(p) + -+ +
po—1u” "), po, ..., py—1 € K, une forme linéaire de W. Alors

Plu(w)) = pop(u(w)) + pi'u(e)(u(w)) + - + p—1u""" (@) (u(w))
= po'u(@)(w) + (@) (w) + -+ + 2w () (w) + 0
— 0

car w € W% et W = Vect {p, u(y),...,"v"1(p)}.

On pose alors G := W9 : G est un supplémentaire de F dans E de dimension n — v < n et
stable par u. La restriction de u & G reste nilpotente et, par hypothése de récurrence, il existe
donc une base B” de G et des entiers vy, ..., 1 € N\{0} tels que Matpr (ug) = J9, . Ainsi,
en posant B := {B',B"}, on a

i Matgl (U\F) 0 . JB 0 70
Matg (u) = < 0 Mat v (U|G) “\o Jo = J]/,Vl,--.,Vl.

Vi,

O

3.8.3 Description matricielle de la méthode de réduction a la forme de Jor-
dan

Résumons la méthode décrite ci-dessus en appliquant son pendant matriciel & une matrice
triangularisable A € M,,(K). On suppose que l'on a déja écrit le polynéme caractéristique x4
de A comme un produit

p
xa= (=" [(X =x)m™
i=1
dans K[X], ot A,...,\, sont les valeurs propres (deux a deux distinctes) de A.

Etape 1 : Pour tout i € {1,...,p}, calculer la matrice (A — \;I,)"™i et déterminer une base B; de
Ny, = Ker (A—X\1,)"™ < M, 1(K). Considérer la base By := {Bi, ..., By} de My, 1(K)
et la matrice Py dont les colonnes sont, dans l'ordre, les vecteurs colonnes de la base By.

Calculer la matrice P LAP, : elle est de la forme
Aq 0
0 A,

ou, pour tout i € {1,...,p}, A; € M, (K) (et xa, = (—1)™ (X — X\;)™).
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Etape 2 :

Etape 3 :

CHAPITRE 3. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Pour chaque i € {1, ..., p}, calculer la matrice U; := A;—\;I,, de M,,, (K) puis appliquer
a la matrice nilpotente U; la méthode décrite ci-apres de réduction des matrices nilpotentes
4 la forme de Jordan : on obtient des entiers m¢, ... ,m};i € N\{0} et une matrice inversible
Qi de taille my, tels que Q; 'U;Q; = J° ‘.

.,m};i
On note
Q1 0
P = : € GL,(K)
0 Qp
et alors
0
Ay 0 A1 ImAl 0 Jm%,.‘.,mil 0
p! P = : +
0 Ap 0 )‘p ImAp 0 J&T,.A.,mi
P
Jm},. ,m}q ()‘1) 0
0 Jml, MY (Ap)

m

0 J, ’f,...,mﬁp (Ap)

L’algorithme récursif permettant de réduire a la forme de Jordan une matrice nilpotente
U quelconque de M,,(K), m € N\{0} (la matrice dans la base canonique d’un endomorphisme
nilpotent u de K™), est le suivant :

Etape a :

Etape b :

Etape c

Déterminer 'indice de nilpotence de U : il s’agit de la plus petite puissance v € N\{0}
telle que U" est la matrice nulle.

Choisir un vecteur colonne Y € M,, 1(K) (le vecteur colonne des coordonnées dans la
base canonique d’un vecteur v de K™) tel que le vecteur colonne U”~'Y n’est pas nul, et

constituer la famille libre {U"_lY, NS Y} de My, 1(K).

: Si v = m, on note @ la matrice de GL,,(K) dont les colonnes sont, dans 'ordre, les

coordonnées des vecteurs colonnes de la base {U v=ly, ..., UY, Y} de M,;,.1(K), et on a
alors

QluQ =J°.

Si v # m, passer a I'étape d.
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Etape d :

Etape e :

Etape f :

Etape g :

Etape h :

Si v # m, choisir un vecteur colonne Z € M,, 1(K) (le vecteur colonne des coordonnées
dans la base duale de la base canonique d’une forme linéaire ¢ de (K™)*) tel que la quantité
'ZU""'Y (qui est la quantité ¢ (u”~!(v))) ne soit pas nulle, et constituer la famille libre
{Z,'UZ,...,'U""1Z} de My, 1(K) (correspondant a la famille {p, u(p), ..., "u" " (¢)} de
(K™Y,

Déterminer une famille libre { X7, ..., Xy, —p} de My, 1 (K) telle que, pour tout i € {1,...,m—
v} et tout j € {0,...,v—1}, 1t(tUjZ) X; ='ZU7X; = 0 (la famille libre {X1,..., X;n_n}

correspond & une base de 'annulateur de Vect {(p, u(p), ... ,tul’*l(go)}).

On note () la matrice de GL,,(K) dont les colonnes sont, dans l'ordre, les coordonnées
des vecteurs colonnes de la base {Y,UY, ..., U""'Y, X1,..., X;n—n} de My, 1 (K). Calculer
la matrice @ LAQy : elle est de la forme

JO 0
0 U
ot U est une matrice nilpotente de My, 1(K).

Appliquer la méthode a la matrice nilpotente U (a partir de ’étape a). En appliquant
ce procédé récursif, on obtient une matrice inversible @ € GL,,—,(K) et des entiers
vi,. .., v € N\{0} tels que Q~1UQ = J?

1y-esV”

On note
I, 0O
2= 5) e G
et on a
Q_l UQ = JIE),Vl,...,I/l'
Ezxemple 3.8.7. On considére la matrice
1 00 O
-1 4 1 -2
A=19 12
1 21 0

de M4 (R)
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Etape 0 : On calcule le polynome caractéristique x4 de A :

1-X 0 0 0
-1 4-X 1 =2
xa =det (A—X1I) = 5 1 o x _1
1 2 1 —-X
4-X 1 =2
= 1-x)] 1 2-X -1
2 1 -X
2— 1 -2
— 1-x)] 0 2-X -1
CrecitCs 2-X 1 -X
11 -2
= 1-X)2-X)[0 2—X -1
1 1 -X
11 —2
— 1-X)2-X)[0 2—X -1
toctamh 0 0 2-X
= (1-X)2-X)3

Etape 1 : La multiplicité de la valeur propre 1 dans x4 étant 1, N1 = Eq, et

0 00 O 1

-1 3 1 -2 1

E, =Ker (A—14) = Ker o 11 —1|° Vect 4
1 21 -1 -1

La multiplicité de la valeur propre 2 dans x 4 est 3. Pour déterminer Ny = Ker (A — 2]4)3,
on commence par calculer la matrice (A — 2]4)3. On a

-1 0 0 O
3 | -1 000
(A=2L)"=1 4 ¢ 0 o
1 0 0 0
et donc
0 0 0
1 0 0
Ny = Vect ol 11l 1o
0 0 1
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On note Py la matrice inversible

0 00 1
1 0 0 1
01 0 —4
001 -1
et on obtient
4 1 -2 0
1 1 2 -1 0| (A O
ForAR =15 1 o o]~ o A
0 0 o0 1

Etape 2 : Le bloc A2 = (1) € M;(R) est déja un bloc de Jordan Ji(1).

On note U; la matrice

41 -2 2 1 -2
A —2L3=|1 2 —1]|-2=|1 0 —1]eMsR)
2 1 0 2 1 -2

et on applique la méthode de réduction a la forme de Jordan des matrices nilpotentes a Uy :

Etape a : Déterminons l'indice de nilpotence de U; : on a

-1
0
-1

Ui =

—_ O -
o O O

et U} est la matrice nulle de M3(R). Ainsi, I'indice de nilpotence de Uy est 3.

Etape b : On choisit ensuite un vecteur colonne qui ne soit pas dans le noyau de U12 :on

1 2 1
prend par exemple le vecteur colonne Y := [ 0 | et on calcule U1Y = |1 | et U2Y = |0 |].
0 2 1

Etape ¢ : Comme l'indice de nilpotence de U; est égal a la multiplicité de la valeur propre
2 dans x4, la famille libre {U2Y,U;Y,Y} est une base de M 1(R) et on pose

1 21
Qi:=10 1 0
1 2 0
On a alors
010
Q'UiQ=10 0 1
0 0O
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Etape 3 : On note

1 2 10
B Q1 0y |10 1 00
0 1/ |1 200
0 001
et
0 00 1
~ 121 1
P:=PFP = 010 -4l
1 2 0 -1
et on a
2100
_ 0210 J3(2) 0
1 _ _ (V3
pPAP = 00 20 < 0 J1(1)>
0 0 01
Exemple 3.8.8. On considére la matrice
5 0 4 -2 -3
-2 3 -3 2 4
A=10 0 3 0 O
0o 0o 0 3 1
1 0 2 -1 1

de M5 (R)



3.8. REDUCTION DE JORDAN 71

Etape 0 : Calculons le polynéme caractéristique x4 de A :

5-X 0 4 —2 -3
-2 3-X -3 2 4
xa = det (A — XI5) = 0 0 3-X 0 0
0 0 0 3-X 1
1 0 2 -1 1-X
5-X 0 —2 -3
2 3-X 2 4
- 3-X) 0 3-X 1
1 0 -1 1-X
5-X -2 -3
= B-X)? 0 3-X 1
1 -1 1-X
3-X -2 -3
= B-X)?3-X 3-X 1
C1<C1+C2 O 1 1—X
1 -2 —3
= B-X)PI1 3-X 1
0 -1 1-X
1 -2 -3
= B-X)Pl0 5-X 4
factah 0 -1 1-X
B el 5-XxX 4
B B=X" " 1_x

= (B-X)P[(5-X)1-X)+4]
X)3(X?2—6X +9)

—~
w
|

3 est donc 'unique valeur propre de A.
Remarquons que

2 0 4 -2 -3

-2 0 -3 2 4
A-3s=10 0 0 0 O
0o 0 0 0 1
1 0 2 -1 -2

et que 'espace propre E3 = Ker (A — 315) est de dimension 2.

Etape 1 : 3 étant 'unique valeur propre de A, le sous-espace caractéristique N3 = Ker (A — 31, 5)5
est M5 1(R) tout entier (on “pose” Py = I et Ay := A).
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Etape 2 : On note U := A — 315.

Etape a : On calcule I'indice de nilpotence de U. On a

102 -1 -2
000 0 0
U’=10 00 0 0
102 —1 -2
000 0 0

et U3 est la matrice nulle de M5(R) donc I'indice de nilpotence de U est 3.

Etape b : On choisit a présent un vecteur colonne qui ne soit pas dans le noyau de U?, par

1 2 1

0 -2 0
exemple Y := | 0 |, puis on calcule UY = | 0 |[et U?Y = |0 |

0 0 1

0 1 0

Etape c : L’indice de nilpotence de U est strictement inférieur a 5.

Etape d : On choisit un vecteur colonne Z € Ms1(R) tel que ‘ZU?Y # 0, par exemple

1
0
Z := | 0| (attention Z est “moralement différent de Y : Z correspond a une forme linéaire),
0
0
2 1
0 0
et on caleule Z1 :='UZ = | 4 |et Zy:=tU?Z = | 2
-2 -1
-3 -2
Etape e : On détermine & présent une base du sous-espace vectoriel de M5 1(R) des vecteurs
T
Z2
colonnes X = | x3 | qui vérifient 'ZX = Z:X =Z,X =0, i.e.
T4
s

T =0
201 +4x3 —2x4 — 325 =0
T, + 2x3 — x4 — 275 =0
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par exemple la famille

o O O = O
O = OO

Etape f : On note

1 2 100
0 -2 010
Qo:=]0 0 0 0 1
1 0 0 0 2
0 1 000
et on a
01000
00100
Q'UQ =10 00 0 0]=.J3,
0 00 01
00000
Etape 3 : On note P := @ et on a
31000
03100
PPAP=[0 0 3 0 0]|=J32(3).
000 31
0000 3

Remarque 3.8.9. Le fait que, dans ’exemple ci-dessus, la matrice @y U Qy ait directement
été de la forme voulue est un “heureux hasard”. Si 'on avait choisi, pour base du sous-espace

0 0
1 0
vectoriel {X € M5 (R) | 'ZX =171 X ='Z,X} de M51(R), la famille 1(,[1]¢, on aurait
2 2
0 0
posé
1 2 1 00
0 -2 010
Qo:=10 0 0 1 1
1 0 0 2 2
0 1 00O
Pour cette matrice @y, on a
010 0 O
001 0 0 0
Q'UQu=10 0 0 0 0 =<{)3 g)
00 0 1 1
000 —1 —1
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Dans ce cas, on passe alors a I’étape g : on applique le procédé récursif & la matrice nilpotente

U= < L _11) de Ma(R) : I'ordre de nilpotence de U est 2, le vecteur ¥ :=

1 n’est pas dans

1
0

son noyau et Uy = < 11>. Si ’on note @ la matrice <(1) _11>, on a @flﬁ@ = (8 (1)) = JJ.

I
On passe ensuite & 'étape h : on note Q) := Qg ( 3 ~> et on a

_ J9 0
@rve - (7§ )

o O O O
o O o
O = O O O

[en}
[an}
[an}
[es}

A l'étape 3 de la méthode appliquée & A, on note alors P := () et on a
3100

P'AP =10 0

)
— o O O

)

)
SO W=

w

0 3

Remarque 3.8.10. La réduction de Jordan permet entre autres de calculer les puissances suc-
cessives d’une matrice triangularisable. Précisément, soit A une matrice triangularisable de
M,,(K), soient A1, ..., A, les valeurs propres deux & deux distinctes de A et soient P € GL,,(K)
et mi,...,my € N\{0}, i € {1,...,p}, tels que P~ AP soit de forme de Jordan
0
J 1 1 ()\1) 0 Im)q 0 J 1 0

Ty M OO

0
0 szf,...,mip (AP) O I’]’YL)\p O szl”.“,mzp
Comme les deux matrices de cette derniére somme commutent, on peut calculer (P_lAP)k =
P~1A*P — et donc A* — pour tout k € N a l’aide du binéme de Newton. De plus, la nilpotence
de la matrice de droite simplifie ’expression du développement.

3 -1 1
Ezemple 3.8.11. Reprenons la matrice A = |2 0 1] € My(R) de 'exemple |3.7.14, Pour
1 -1 2
010
P:=11 1 0]eGL3(R),ona
1 01
1 00 1 00 0 00
P'AP=10 2 1]|={0 2 0|+ (0 0 1
0 0 2 00 2 0 00
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100 000
Soit k € N. Comme les matrices [0 2 0)et |0 0 1| commutent, on a
00 2 00 0
A1 00 o0 0\
P—lAkP=Z<>020 00 1
L\ |
i=0 00 2 00 0
1 0 0\" 10 0\'/0 00 00 0\°
= |0 2 0] +k|0 2 O 0 0 1| (carlamatrice {0 0 1] estnulle)
00 2 00 2 000 00 0
1 0 0 00 0
= [0 28 0 ]+k[0 0 2+
0 0 2k 00 0
1 0 0
= [0 2F Kokl
0 0 ok
1 1 0
Enfin, P71 = [ 1 0 0] donc
1 -1 1
1 0 0 ok 4 fok—1 —k2k-1  fok-1

AP =plo 2F g2kl |p~t = [2F 4 k2k-1 1 —f2k-1 41 kok-1
ok 2k 1 —2k 41 ok

o
o
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Chapitre 4

Exponentielle de matrices

4.1 Introduction

On introduit dans ce chapitre une généralisation de la fonction exponentielle aux espaces
de matrices. Cette “exponentielle de matrices” permet notamment de résoudre les systémes dif-
férentiels linéaires du premier ordre & coefficients constants, et peut se calculer & 'aide de la
réduction de Jordan.

Dans tout ce chapitre, K désigne les corps R ou C, et m est un entier naturel non nul.

4.2 Norme de matrices

On commence ce chapitre en munissant le K-espace vectoriel M,,(K) d’une norme. Tout
d’abord, sip,q € N\{0} et si M = (my; ;) € M, 4(C), on note M la matrice (7; ;)
de My, 4(C).

1<i<p,1<j<q 1<i<p,1<j<q

Définition et Proposition 4.2.1. Pour tout A = (a; ;) e M,,(K), on définit

1<i,j<m

|A] := D1 laijl? =4/ Tr (FAA) € [0, +ool.
1<i,j5<m

M, (K) — [0, +00]
A = 4]

donc un K-espace vectoriel normé.

L’application || - | : est une norme et le couple (M,,(K), | -|) est

M, (R) — [0, +00[
A — A =4/Tr (A A)
M, (R) x M, (R) — R
(A, B) — Tr (*AB)

Démonstration. Si K = R, I'application | - | : est la norme

euclidienne associée au produit scalaire (-, -) : défini dans

I’exemple 3.

7
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M,,(C) — [0, +o0[
A o A =4/Te (A4

M (C) x My(C) —  C
(A, B) — Tr (*AB)

Si K = C, l'application |-| : ) est la norme induite de fagon

qui est un produit scalaire hermitien.

O

analogue par I'application

Remarque 4.2.2. e Si E est un C-espace vectoriel, une application (-, : E x E — C est
appelée produit scalaire hermitien si

1. pour tous vy, ve,w € E et tous A\, u € C, {(Av1 + pvgy, w) = XN vy,w) + pulve, wy,
2. pour tous v,w € E, {(w,v) = {(v,w) (en particulier, pour tout v € E, (v,v) € R),
3. pour tout v € E, {v,v) =0, et (v,v) = 0 si et seulement si v = 0,

et, dans ce cas, elle induit une application | - || : E — [0;+0[ ; v — (v,v) qui vérifie
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et est une norme, appelée norme hermitienne.

e Soit n € N\{0}, pour tous v = (z1,...,2,) et w = (y1,...,yn) dans C", on définit
n
U, Whean 1= 1YL + - + TpnYn = Z ZiYi-
i=1
CxC" — C

(Uv w) = <’U, w>can
sur C™, appelé produit scalaire hermitien canonique sur C”.

L’application (-, )can : est alors un produit scalaire hermitien

Cette norme | - || sur M,,(K) posséde une propriété qui n’est, en général, pas vérifiée par la
norme d’un espace vectoriel normé quelconque :

Lemme 4.2.3. Soient A, B € M,,,(K). On a |AB| < |A[|B].

Démonstration. On note A = (aij);; j<p €t B = (bi;) Pour i,7 € {1,...,m}, on note

1<i j<m’
également v; := (@i1,...,0im),w; = (bij,...,bm;) € K™ (il s’agit respectivement de la i*™°

ligne de A et de la transposée de la j°™¢ colonne de B. On a alors

m 2
|AB|? = Z Zaikbkj

1<ij<m |k=1

= Z |<vi’ uTj>can \2

1<i,j<m

2 —— 12
< Z ”Ui”can ijHcan
1<i,j<m

m m 9
= )] ( Iaik!2> (Z b 5] )
1<i,j<m \k=1 =1

[ P Y P

1<i,k<m 1<g,l<m

= |AJ*1B]?
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Remarque 4.2.4. En particulier, si A € M,,,(K) et n e N, |A"| < |A|".

En tant qu’espace vectoriel normé, on peut définir sur (M,,(K), | - |) une notion de limite
et donc également une notion de continuité. A titre d’exemples, si A € M,,,(K), les applications
M, (K) - M,,(K) ; M — AM et M,,(K) — M,,(K) ; M — MA sont continues : en effet, si
My, M € M,,(K),

|AM — AMy| = || A(M — Mo)| < |[A[|M — Mo

et
|MA = MoA| = [[(M — Mo)A| < [|M — Mol Al

On peut également définir une notion de convergence pour les suites et les séries de matrices.
Nous allons, dans la section suivante, associer a toute matrice de M,,(K) la somme d’une série de
matrices absolument convergente, dont ’expression généralise le développement en série entiére
de la fonction exponentielle sur R (et C).

4.3 Deéfinition et propriétés de base de I’exponentielle de ma-
trices
P

Proposition et Définition 4.3.1. Soit A € M,,,(K). La série Z est absolument conver-
n

o A
gente (en particulier convergente) et on note exp(A Z T sa somme.

n
Démonstration. Rappelons tout d’abord que la notation Z — désigne la suite des sommes
n!
n
k n
partielles (Z ‘> . Une série est dite convergente si sa suite des sommes partielles est
n!
n=0 keN
convergente et, dans ce cas, on appelle somme de la série la limite de la suite des sommes

partielles.
n

Nous allons montrer que la série Z — est absolument convergente i.e. que la série numé-
n!
n

rique Z —

n
convergente.

est convergente. Rappelons qu’une série absolument convergente est en particulier

Pour tout n € N, on a 0 < ‘A—7H < 14" (par le lemme , or la série (numérique)

n!
|A H”

est (absolument) convergente (sa somme est ’exponentielle de |A[), donc la série

L5
2

n

n n

. , A
converge également. Ainsi, la série Z — est absolument convergente. O
n!
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Définition 4.3.2. On appelle lapplication

exp 2 un
A —  exp(A) = Z —
= n!

Uapplication exponentielle de M, (K).

Remarque 4.3.3. e Si Ae M, (K), on note également e := exp(A).

e Pour m = 1, on retrouve l'expression (du développement en série entiére) de la fonction
exponentielle exp : K — K.

Ezemple 4.3.4. 1. On calcule 'exponentielle d’une matrice diagonale quelconque de M, (K) :
al 0 " CL? 0
soient aq, ..., an, € K, alors, comme pour tout n € N, = ,
0 am 0 ar,
on a
an
ai 0 too [ 0
exp = > .
0 Gm n=0 0 %
+oo af
n=0 Fl' 0
+00 ap,
0 n=0 n!
e 0
0 etm

En particulier, si A € K, exp(Al,,) = e, exp(I,) = el et, si 0, désigne la matrice
nulle de M,,,(K), exp(0y,) = L.

2. De maniére analogue, si A est une matrice diagonale par blocs de la forme A = .
0 A,
AT 0
de M,,,(K), alors, pour tout n € N, A™ = et donc
0 A7
e 0
et =
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3. Soit J € M,,(K) une matrice nilpotente d’indice de nilpotence v € N\{0}. Alors, pour tout
neN,sin>v, J" =0, et on a donc

v 2 v—1
Jm J J
eJZEF:Im"‘J"‘*'i‘"""
n=0 """

2! (v—1"

01 0
Par exemple, si J désigne la matrice nilpotente [0 0 1 |(= J9) de M3(R), on a J? =
0 0 0
0 01
0 0 0], J3=03et donc
0 00
2
! = 13+J+%
100 010 00 %
= (0 1 0J+(0 O 1|+(0 O O
0 0 1 0 00 00 0
11 3
= 01 1
0 0 1

Avant d’énoncer la proposition suivante, on rappelle un résultat relatif au produit de Cauchy
de séries d'un espace vectoriel normé, appliqué ici & (M, (K), || - ||) : si Y, Ay, et >, By, sont deux
séries absolument convergentes de M,,(K), alors la série Y, (3, _o AxBn—k) est absolument

convergente et a pour somme (Z;ri% An) (Z;ioo Bn).

Proposition 4.3.5. Soient A, B € M,,,(K) et supposons que AB = BA. Alors

6A+B _ eAeB‘

Démonstration. Comme A et B commutent, on peut appliquer la formule du binéme de New-

n
ton : pour tout n € N, on a (A+ B)" = Z (n) A*B"F ot donc

k=0 k
+00 +00 n
A+ B)" 1
GAB Z( +' ) :Z '<Z>Aan—k
n—o ' n=0k=0 "
+00 1
_ Aan—k
P
o no Ak pnk
Lt
0 gn +90 n
= — Z — | (les deux séries sont absolument convergentes)
n=o 'V n=o "
A_B
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Remarque 4.3.6. Si A,B € M,,(K) commutent, on a edef = eATB = ¢Bt4 = Bed op
q ) ) )
particulier les matrices e? et e commutent également.

Corollaire 4.3.7. Soit A € M,,(K). La matrice e* € M,,,(K) est inversible et (eA)fl =e 4.

Démonstration. Les matrices A et —A commutent : A(—A) = A(—1I,)A = (—A)A. On a donc,

par la proposition précédente, e=4 e = ede 4 = AT(-A) = Om = [ O

Soit A € M,,,(K) et soit P € GL,,(K) une matrice inversible. L’exponentielle de la conjuguée
de A par P est la conjuguée de exp(A) par P :
Proposition 4.3.8. On a
exp (P7'AP) = P7leAP.
P=l4pP)"
n!

Démonstration. exp (P 1AP) est la somme de la série Z .Or,si keN,

i lAP k An k An
Z ) Z P*li'P: P*l (Z 7' P)
n: n!
=0 n=0 n=0
donc
k 1 n
-1 : (P~AP)
exp (PT1AP) = Jim 3 =
) !
k
An
= 1 P—l Z)p
S <T§O n! >
k
A" .
= pl (kETQ’D <;0 n'))P (Papplication M?\}K) P 15}5}) est continue)
= pledPp

O

Cette “compatibilité” de ’exponentielle de matrices avec le changement de base nous permet
en particulier de montrer 1’'égalité suivante :

Corollaire 4.3.9. On a
det (eA) = T4,

Démonstration. Considérons A comme une matrice de M,,(C). En tant que telle, elle est tri-

angularisable dans M,,(C) (corollaire |3.7.4)) : il existe une matrice @ € M,,(C) et une matrice
)\1 *

triangulaire B = € M,,,(C) telles que B = Q71 AQ (les scalaires Aq,..., Ay, € C
0 Am

sont les valeurs propres complexes, non nécessairement deux a deux distinctes, de A).
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AT *
Remarquons que, pour tout n € N, B" = (le produit de deux matrices
0 AL
triangulaires supérieures reste triangulaire supérieur) et donc
+00
BTL
B — -
© = Z n!
n=0
A”L
+oo [ mr *
=0 AL
+00 AT
anO 71' *
+00 AL,
0 ano n!
eM *
0 elm
Ainsi, comme A = QBQ~ !, on a
A _ B—1 s -
e” = Qe”Q " (par la proposition précédente)
eM *
- Q -1
0 et
et donc
eM * m
det (eA) = det = H e = eXimihi = ¢T(B) = (Tr(4)
0 erm j=1
(la trace est invariante par changement de base). O

4.4 Calcul de 'exponentielle d’une matrice via la réduction de
Jordan

Soit A une matrice de M, (K). Nous allons détailler une méthode pour calculer I’exponen-
tielle de A a partir de sa réduction de Jordan en tant que matrice de M,,(C).

Soient Ap,..., A, € C les valeurs propres complexes deux & deux distinctes de A. D’aprés
le théoreme [3.8.2] il existe une matrice inversible P € GL,,(C) et, pour tout i € {1,...,p}, des
entiers mfj, ..., m;. € N\{0} tels que
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Jm%,...,m}cl (>‘1) 0
P1AP =
0 Jml, ..,mzp (/\p)
Alors
Jm%,...,m}cl (>‘1) 0
exp(A) = exp| P p1
0 mlf, MY, ()‘p)
Jm%, ,mil ()‘1) 0
= Pexp . P~ (par proposition [£.3.8)
0 my, ,mkp (Ap)
exXp (‘]m1 mj, ()‘1)) 0
-
- P P! (exemple [£.3:4] 3.).
0 exp (Jmf,...,mgp ()\p))

Ainsi, pour pouvoir calculer exp(A), il nous suffit de savoir calculer exp (Jim,,,...m, (A)) pour
tous k € N\{0}, my,...,m; € N\{0} et A € C. Soient donc k € N\{0}, mq,...,my € N\{0} et
A € C. Notons mq := m1 + -+ +mg. On a Jo, . (A) = Mg + I, .- Or les matrices
Ao, et Jnon,._.7mk commutent et la matrice J%17.__7mk est nilpotente. Si on note v l'indice de
nilpotence de cette derniére matrice que I'on note simplement J, on a alors

exp (Jmi,..mp(N)) = exp (A, +J)

= eXp(/\Im())eXp(J)
J2 Jufl
= A —_— ...
= My, <Im0+J+2!+ +(V_1)!>
J2 Ju—l
A
= Im J— -
e( AT +(V_1)!>

Remarque 4.4.1. Si A € M,,,(R), alors e € M,,(R) : méme si I'on considére la réduction de
Jordan “complexe” de A pour calculer e?, la matrice que on obtient & la fin du calcul ne
posséde que des coefficients réels.

0 1
-1 0
téristique est y4 = X2 + 1 qui est scindé a racines simples i et —i sur C : si on note

i (i 0
P AP-(O _i>

Exemple 4.4.2. 1. On considére la matrice A = < ) de M3(R). Son polynéme carac-
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(il s’agit de la réduction de Jordan de A) et

B i 0 (11 e 0 % %1 1 el +et —iel 4 ie?
eXp(A)_PeXp<o —i>P _<i —i> (0 ei> (; )T \idi—iet vt )

Or,
+00 . n +o0 +00 +00
n Y n Y 2(—1)P —1)P
e'+e = Z—'—kZ( Z') = ! +(' D _ (2 )' =2Z (2 )'=2cos(1)
k=0 k=0 " k=0 " = () o= (@)
et
10 -n no A\n 10 o n+l _\n+l T 9 1)p+1 +% 1)P
ie'—ie” " =1 Z—‘—zz(zl) =ZZ +(‘Z) = (=1) ‘——Z (=1) ‘=—2SID(1)
= = on = n = (2p+ 1)! — (2p+1)
Ainsi,
[ cos(1) sin(1)
exp(4) = <— sin(1) cos(1)) "
3 -1 1 010
2. Reprenonslamatrice A= |2 0 1]e Mz(R)del’exemple|3.8.11l PourP:= |1 1 0]e
1 -1 2 1 01
GL3(R), on a
1 00
pPltAP=(0 2 1]|= (Jlél) J(g2)>
00 2 2
donc )
B exp([y 0 1
exp(4) = P ( 0 exp (J2(2))> P
0 : 0 0 1 2
Or J3(2) = 215 + J3 et, si on note J := J3 = 0 0) J# = 0y donc
10 0 1 11
exp(J2(2))=62(.72+J)=62<<0 1>+<0 O>) = ¢? <O 1).
Ainsi,
e 0 O
exp(A) =P [0 & e |P7!
0 0 €2
-1 1 0
Comme P71 = [ 1 0 0], on aenfin
1 -1 1
2¢? —e? €2
exp(A) = | —e+2e¢? e—e? €2



86 CHAPITRE 4. EXPONENTIELLE DE MATRICES

Remarque 4.4.3. Dans le premier exemple, plutot que de passer par la réduction de Jordan, on
aurait pu remarquer que, pour tout n € N,

() susmen
sin=4q, qeN,
0 1
0 1 —1)P 0
sin=4q+1,qeN, (=1) sin=2p, peN,
n p
A — 0 1 _ ) -1 0 _ 0 (—1)
-1 0 -1 0 0 (—1)P
0 1 sin=4q+2,qge N, (—1)pH 0 sin=2p+1,peN.
0 —1
) 0) sin=4q¢+3,qeN,

4.5 Application a la résolution des systémes différentiels linéaires
d’ordre 1 a coefficients constants

On s’intéresse dans cette section aux systémes différentiels linéaires de la forme
!/
X' =AX

ol A est une matrice de M,,,(K) quelconque fixée et ou la fonction inconnue X désigne une

fonction vectorielle dérivable
R — K" = M,,1(K)

:Cl(t)

()

autrement dit aux systémes de la forme

Ty =a11r+ -+ AT,

x, =ami1Ti+ -+ GnmTm

Ol (aij)1<; j<pm € Mm(K) et les fonctions inconnues @1, ..., zm, sont des fonctions dérivables de

R dans R.

Précisément, soit A une matrice de M,, (K). On souhaite déterminer I’ensemble des fonctions
vectorielles dérivables X : R — R™ telles que, pour tout t € R, X'(t) = AX(¢).

Le premier pas dans cette direction est le suivant : considérons ’application

R = My(K)

t — etA

Nous allons montrer que ¢ est dérivable sur R et donner ’expression de la dérivée de ¢ :
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Proposition 4.5.1. La fonction ¢ est dérivable sur R et, pour tout t € R, ¢/ (t) = Aet4.

Démonstration. Soit t € R. On montre que I'expression
p(tHh)A _ tA
h
posséde une limite finie quand h tend vers 0 et que cette limite est égale a Ae4.
Soit donc h € R*. Remarquons tout d’abord que, puisque les matrices tA et hA commutent,

LHR)A _ otA A Gt tA chA
e

h N h N h ’

el

et nous allons en fait montrer que la quantité W‘%]m tend vers A quand h tend vers 0, i.e. que

la quantité WH tend vers 0 quand h tend vers 0.
+00 n +00 n
hA hA
CommeehAzz( ) =1, +hA+ g,ona
= n! = n!
+00 n +00
A A"
HehA — I — hAH _ |5 (AT 3 IRAI™ _ ginal Zq _ jpa) = oAl Z 1 — g4,
n! n!
n=2 n=2
done [RI Al
A — I, —hA elhllAl — 1
T < — |IA].
e L
clnllal_q

Or, quand h tend vers 0, |h| tend vers 0 et la quantité 7] tend alors vers la dérivée de

hA 1
%H tend donc

la fonction R — R ; t +— e!l4l en 0, c’est-a-dire |A|. Ainsi, la quantité

bien vers 0 quand h tend vers 0.

Au total, la quantité = t4 tend donc bien vers Aet4 quand h tend vers

0 : 'application ¢ est donc bien dérivable en ¢ et ¢/ (t) = Aet4.

Q(tHh)A_tA AT, .

O

On s’intéresse & présent a la résolution du systéme différentiel linéaire (S) X' = AX de
fonction vectorielle dérivable inconnue X : R — K™. Les solutions de (S) sont données par
I’exponentielle de matrices :

Proposition 4.5.2. Les solutions de (S) sont les fonctions vectorielles de la forme

R - K™

X t — 41X,

avec Xg € K™,
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Démonstration. On montre tout d’abord que, si Xy € K™, la fonction dérivable X : R —
K™ : t — e X est une solution de (S) : pour tout ¢t € R, on a, d’aprés la proposition
précédente,

X'(t) = A1 Xy = AX(2).

Réciproquement, soit X : R — K™ une solution de (S) et considérons la fonction dérivable
Y:R—-K"; t— e X(t). Pour tout t € R, on a

V/(t) = —Ae™ X () + e X' (t) = e (X'(t) — AX (1)) = 0
donc il existe un vecteur Xy € R™ tel que, pour tout t € R, Y () = Xy < X(t) = ! X,,. O

Remarque 4.5.3. e Si Xge K™, la fonction X : R — K™ ; t — et4 X est 'unique solution
de (S) prenant pour valeur Xy en 0 (on a X(0) = "Xy = I,, Xy = Xp). L'égalité
X (0) = Xg est appelée condition initiale en 0.

e Pour m = 1, on retrouve la résolution des équations différentielles linéaires du premier
ordre z/(t) = ax(t) aveca e Ket z : R —> R.

Ezxemple 4.5.4. On considére la matrice

3 -1 1
A=1[2 0 1|eMs®R)
1 -1 2

de I'exemple 2. et le systéme différentiel linéaire (S) X’ = AX, avec X : R — R3, dont on
souhaite déterminer ’ensemble des solutions.

D’aprés la proposition précédente, les solutions de (S) sont les fonctions de la forme X :
R—->K": t— etA X avec X € R3. Soit ¢ € R et calculons donc et4.

En reprenant les notations de I'exemple [£.4.2] 2., on a

1 00 1 0
A=P[l0 2 1 P—1:P< >P—1
00 2 0 J2(2)
donc
t 0 O . 0
tA =P |0 2t t P1:P< >P1
0 0 9 0 tJ2(2)
et
_ exp(t) 0 -1
exp(tA)—P< 0 exp (t2(2)) P

Or tJo(2) = 2tIy + tJY et, notant J := JY, J2 = 05 donc (tJ)* = t2J% = 05 et

exp (£13(2)) = exp(2t]y) exp(t]) = €2 (I + £J) — 2 ((é (1’> + (8 é)) _ 2 (é D |
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Ainsi,
et 0 0
exp(tAd) = P|0 €& te? | P!
0 0 e*
et + te?t —te?t te2t
= —et + et 4 te?t et —te?t  te?t
et 42t et _ o2t o2t

Les solutions du systéme différentiel (S) sont donc les fonctions de la forme

R — R3
€2t + tth —t€2t t€2t

t — | —et+e2 +te? et —te?t  te?t | X
ety et of 2t 2

avec X € R3.
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Chapitre 5

Orthogonalité et réduction

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on aborde la question de la réductibilité de certaines classes d’endomor-
phismes des espaces euclidiens. En particulier, on montre que tout endomorphisme auto-adjoint
est diagonalisable dans une base orthonormale, et que tout endomorphisme orthogonal est dia-
gonalisable par blocs, suivant des blocs de rotations vectorielles de dimension 2 ou 1.

On abordera également la notion de positivité d’'une matrice symétrique, montrant no-
tamment qu’une matrice symétrique positive posséde une “racine carrée”. Cela nous permettra
d’établir I'existence d’une “décomposition polaire” pour toute matrice & coefficients réels inver-
sible.

5.2 Diagonalisabilité et diagonalisation des endomorphismes auto-
adjoints

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme de
E. On rappelle tout d’abord la définition d’un endomorphisme auto-adjoint de E, donnée pour
la premiére fois & la remarque :

Définition 5.2.1. On dit que I’endomorphisme f de E est auto-adjoint ou symétrique si f* = f.

Remarque 5.2.2. Suivant la définition de I’adjoint d’un endomorphisme d’un espace euclidien
(cf proposition et définition [2.7.1), Pendomorphisme f de E est symétrique si et seulement si,
pour tous vecteurs v et w de F,

(), w) = (v, f(w)).

L’endomorphisme f est symétrique si et seulement sa matrice dans une base orthonormale
de (E,{:,-)) est symétrique :

Proposition 5.2.3. Soit B une base orthonormale de E et notons A := Matp(f) la matrice
représentative de f dans B. Alors f est symétrique si et seulement si la matrice A est symétrique
St

i.e. '"A = A.

91
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Démonstration. D’aprés la proposition la matrice représentative de f* dans B est la
transposée de A. Or f* = f si et seulement si les matrices représentatives de f et f* dans B
sont égales i.e. si et seulement si ‘A = A. O

Ezemple 5.2.4. L’endomorphisme h : R? — R? ; (z,y) — (2 +2y,2z +y) de R? est auto-adjoint
par rapport au produit scalaire canonique de R2.

Une propriété remarquable des endomorphismes auto-adjoints est qu’ils sont diagonalisables,
et ce, dans une base orthonormale. Avant d’énoncer ce résultat, donnons la définition suivante :
deux sous-espaces vectoriels F; et Fy de F sont dits orthogonaux si pour tous vecteurs v; de
Fl et () de FQ, <U1,U2> =0.

Théoréme 5.2.5. On suppose que l’endomorphisme f est auto-adjoint. Alors
o f est diagonalisable,
e les sous-espaces propres de f sont orthogonauzx deuz a deu.

En particulier, si ’on considére, pour chacun de ces espaces propres, une base orthonormale, la
réunion de ces bases est une base orthonormale de E : f est donc diagonalisable dans une base
orthonormale de E.

Démonstration. On commence par montrer que le polyndéme caractéristique de f est scindé sur
R. Pour cela, soit By une base orthonormale de E et considérons la matrice A := Matg,(f) de
f dans By. A est une matrice de M, (R) et peut étre également considérée comme une matrice
de M, (C). Nous allons montrer que les racines complexes du polynéme caractéristique de A
(autrement dit les valeurs propres complexes de A) sont toutes réelles : x5 = x4 sera donc
également scindé sur R.
Z1
Soit donc une valeur propre complexe A € C de A et montrons que A e R. Soit X = | : |e
In
M,,,1(C) un vecteur propre de A associé a A : on a donc AX = AX. Nous allons appliquer la
conjugaison complexe a cette dernicre égalité : si M = (m;;), <i<pl<j<q €St une matrice de

M,,4(C), la matrice conjuguée M de M est la matrice (7;;) de M,,(C). On obtient alors

1<i,j<n
AX =M X e AX = X< AX =) X
(les coefficients de A sont réels).

On considére d’autre part légalité 1(AX)X = 'XAX, satisfaite car A = A (car f est
symétrique : proposition .Ony remplace AX par AX (X est un vecteur propre associé a

A) pour obtenir {(AX)X = ‘XA X ie. )\Z |22 = )\Z |z;]? et donc A = X car X n’est pas le

i=1
vecteur colonne nul (X est un vecteur propre). Ainsi, )\ e R.

Le polynéme caractéristique de I’endomorphisme symétrique f est donc scindé sur R. En
particulier, le spectre de f est non-vide.
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On montre a présent que f est diagonalisable. On le montre par récurrence sur la dimension
n de E. Précisément, on montre par récurrence 'assertion suivante : pour tout n € N\{0}, pour
tout espace euclidien (E,{:,-)) de dimension n, pour tout endomorphisme symétrique f de E,
f est diagonalisable.

Toute matrice carrée de taille 1 étant diagonale, le résultat est vrai pour n = 1.

Supposons & présent la propriété vraie au rang n — 1 pour n € N\{0; 1} fixé, et montrons-la
pour 'endomorphisme symétrique f de ’espace euclidien E de dimension n. Soit A € R une
valeur propre de f (un tel A existe car Spg(f) # &). Soit ensuite v un vecteur propre de f
associé a A et notons F := {v}= = (Vect {v})". Montrons que F est stable par f : soit w € F
alors

(fw),vy = {(w, f(v)) (f est symétrique)

= (w,\v) (veEE))

= Mw,v)

— 0 (car we F = {v}*).
Ainsi F est stable par F' et on peut donc restreindre f en un endomorphisme fp de F, qui
est également symétrique (par rapport a la restriction du produit scalaire -, ) sur F'). Comme
dim(F) = dim ((Vect {U})L) = dim(£) — dim (Vect{v}) = n — 1, on peut ensuite appliquer
I'hypothése de récurrence a 'endomorphisme symétrique fjp de F': f|p est diagonalisable i.e. il
existe une base de F' formée de vecteurs propres eg, ..., e, pour fir. Les sous-espaces vectoriels

Vect{z} et F' étant en somme directe, la famille {v,es, ..., e,} est alors une base de E, formée
de vecteurs propres pour f donc f est diagonalisable.

On montre enfin que les sous-espaces propres de f sont deux & deux orthogonaux. Soient
donc A\ et Ay deux valeurs propres distinctes de f et soient vy € Ey,,v2 € E),. Montrons que
les vecteurs vy et ve sont orthogonaux. On a d’une part

(f(v1),v2) = (A1, v2) = M {v1, v2)

et, d’autre part, comme f est symétrique,

(f(v1),v2) = Cv1, f(v2)) = (1, A2v2) = Ao{v1,v2).

Ainsi, A\{vy,v2) = Ao{vy, vy 1.e. (A1 — A2){v1,v2) = 0 et donc (vy,v3) = 0 car A\; # \a. Les
vecteurs v; et ve sont donc orthogonaux. O

Ezxemple 5.2.6. On considére I’endomorphisme

RS — R?’

I (x,y,2) — (bx—y+2z,—x+5y+2z2x+2y+22)

de R3. La matrice représentative de f dans la base canonique de R? (qui est une base orthonor-
male pour le produit scalaire canonique de R?) est

5 -1
A=1-1 5
2

2
2
2 2
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La matrice A étant symétrique, ’endomorphisme f est auto-adjoint.
Le polynome caractéristique de f est x5 = (6 — X)?(—X) et les valeurs propres de f sont
donc 6 et 0.
On a
Eg =Ker (f —6Idgs) = {(z,9,2) eR® | —z —y + 2z =0}

et
Ey = Ker f.

La famille {(2,0,1),(1,1,0)} est une base de Es. En appliquant le procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt & cette famille libre de R3, on obtient la base orthonormale

{%(27 07 1)7 \/%(17 _57 _2)} de E6-

D’autre part, le vecteur %(—1, —1,2) de norme 1 engendre FEj.

Sil’on note B := {%(2, 0,1), \/%(1, —5,-2), %(—1, -1, 2)}, la famille B est alors une base

orthonormale de R? et la matrice représentative de f dans B est

6
0
0

O O O

0
0
0
Le pendant matriciel du théoréme [5.2.5] consiste en I’énoncé suivant :

Corollaire 5.2.7. Soit A une matrice de M, (R). On suppose que A est symétrique i.e. ‘A = A.
Alors il existe une matrice orthogonale O € O, (R) et une matrice diagonale D € M, (R) telles
que

D=0"140 ='0A0

Démonstration. A est la matrice représentative d’'un endomorphisme h de R™ dans la base
canonique By de R™, qui est une base orthonormale pour le produit scalaire canonique de R™.
Comme A est symétrique, h est auto-adjoint et, par le théoréme précédent, il existe une base
orthonormale B et une matrice diagonale D € M,,(R) telle que Matg(h) = D.

Les bases By et B étant des bases orthonormales de R”, la matrice de passage O := P,
est une matrice orthogonale (proposition et on a alors

t0AO = 07140 = Ps_.p, Matpg, (h) Pg,p = Matg(h) =D.

5 —-1 2
Ezxemple 5.2.8. Si 'on reprend la matrice A := [ —1 5 2| définie dans I'exemple |5.2.6
2 2 2

précédent et si 'on note

)

Il
G ot
ek Tk
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la matrice O est orthogonale et

O~ 1AO ='0A0 =

O O >
o o O
o O O

5.3 Matrices symétriques positives

Soit m € N\{0}. Dans cette section, nous allons considérer des matrices symétriques réelles
particuliéres. On commence par noter S, (R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R).

Définition 5.3.1. Soit A€ S,(R). On dit que A est

e positive si, pour tout X € M, 1(R), ' XAX >0,

0
e définie positive si, pour tout X € M,, 1(R)\ S|, IXAX > 0.
0
1 1 0
FEzemple 5.3.2. 1. La matrice symétrique A := [1 2 0| € M3(R) est définie positive :
0 3
x
pour tout X = | y | € M3 1(R),
z

XAX =22 + 202 + 322 + 20y = (x + ) + 2 + 322 > 0,

0
et cette quantité est égale a Ossiz =y=2=0ssi X = |0 ].
0
2 =30
2. La matrice symétrique B := | =3 11 0] € M3(R) est positive car, pour tous X =
0 0 O
x
Y EM3,1(R)7
z

XBX =227 + 11y* — 6zy = (z — 3y)? + 2?2 + 2% > 0,

mais elle n’est pas définie positive car (0 0 1) B = 0.

= O O
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Remarque 5.3.3. Une matrice symétrique A de S, (R) est définie positive si et seulement si elle
représente un produit scalaire. En effet, notons tout d’abord B = {e1, ..., e,} la base canonique
de R™ et définissons I’application

R™ x R™ — R

Y n

yo ) (U _ 2?21 Tie;, w = Z?:l yj€j> —s t(l'l . l’n) A
Yn
Cette application est bilinéaire, symétrique (car A est symétrique), et elle est définie positive
ssi A est définie positive. L’application (-, -) est donc un produit scalaire sur R" ssi A est définie
positive et, dans ce cas, A = Maty ({-,-)) car, pour tout i,j € {1,...,n}, "X;AX; = {e;, e;) (cf
preuve de la proposition [2.6.4)).

Réciproquement, si A représente un produit scalaire (-,-) d’un espace euclidien E de di-
mension n dans une base B, alors A est une matrice symétrique définie positive : pour tous
X,Y € M;,1(R), X AY = (v, w) ot v et w sont respectivement les vecteurs de E de coordon-
nées les coordonnées des vecteurs colonnes X et Y dans la base B, et le produit scalaire (-, -)
est défini positif.

Soit A € S,,(R). Nous allons a présent exhiber une caractérisation du caractére positif, resp.
défini positif, de A en termes de ses valeurs propres. Rappelons que, comme A est symétrique,
son polynome caractéristique est scindé sur R (cf preuve du théoréme [5.2.5).

Proposition 5.3.4. La matrice symétrique A est positive, resp. définie positive, si et seulement
st toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles, resp. strictement positives.

Démonstration. Comme A est symétrique, d’apres le corollaire[5.2.7] il existe une matrice ortho-

A 0
gonale O € O, (R) et une matrice diagonale D = € M, (R) telles que tOAO = D.
0 An
En particulier, les scalaires A1,. .., A\, sont les valeurs propres (non nécessairement deux a deux
distinctes) de A.
Alors
pour tout X € M, 1(R), *XAX >0 ssi  pour tout Y € M, 1(R), {(OY)A(OY) = 0 (O € GL,(R))
ssi pour tout Y € M, 1(R), 'Y (!OAO)Y >0
Y1
ssi  pourtout Y = | : [eM,1(R),'YDY >0
Yn

n
ssi  pour tous yi,...,Yn € R, Z )\iyf = 0.
i=1

n
Or, pour tous y1,...,Yn € R, Z A2 =0 ssi pour tout i € {1,...,n}, \; = 0 (car, si j €
=1
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{L...,n} Ay = D) Aid?)).
=1

Ainsi, la matrice symétrique A est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
positives ou nulles.

De fagon analogue,

A est définie positive  ssi  pour tout X € M, 1(R)\ S, IXAX >0
0

n
ssi  pour tout (y1,...,yn) € R™M\{(0,...,0)}, Z \yZ >0
i=1

ssi  pour tout i€ {1,...,n}, \; >0
n
(si pour tout ¢ € {1,...,n}, \; > 0, alors, pour tout (y1,...,y,) € R, Z g2 = 0 ssi pour
i=1

tout i e {1,...,n}, y; = 0).
O

Ezemple 5.3.5. Reprenons les exemples de I'exemple [5.3.2]

2
directement en déduire que la matrice symétrique A est définie positive.

1.Ona ya = (X*=3X +1) (3 — X) donc Sp(A) = {?’_T‘@, 3+‘/g,3}, et on peut donc

2. Onayp = (X2 — 13X + 13) (—X) donc Sp(A) = {13*5 U7 13+2V U7 0}, et on peut donc

directement en déduire que la matrice symétrique B est positive, non définie positive.

Remarque 5.3.6. Une matrice symétrique définie positive est en particulier inversible.

Nous allons montrer plus bas qu’'une matrice symétrique positive posséde une “racine carrée”.
Pour pouvoir démontrer ce résultat, nous aurons besoin de la propriété de “diagonalisation
simultanée” suivante :

Proposition 5.3.7. Soient K un corps commutatif et E un espace vectoriel sur K de dimension
finie n. Soient f,g € L(E). Si f et g sont diagonalisables et si f og = go f, alors il existe une
base de E dans laquelle les matrices représentatives de f et g sont toutes deuz diagonales (on
dit que f et g sont co-diagonalisables).

Démonstration. Supposons donc que les endomorphismes f et g de E sont diagonalisables et
commutent. Soient A1,..., A, € K les valeurs propres deux a deux distinctes de f.



98 CHAPITRE 5. ORTHOGONALITE ET REDUCTION

Soit i € {1,...,p} et montrons que le sous-espace propre E),; de f associé a la valeur propre
Ai est stable par g. Soit donc v € Ej, et montrons que g(v) € E), : on a

(f = Aldg) (9(v)) = (Fog)(®) — Aig(0)
= (go f)(v) —Xig(v) (car f et g commutent)
= g(f(v) —Aiv) (g est linéaire)
g(0g) (carve Ey))
= 0g

donc g(v) appartient bien & E),. Comme E), est un sev de E stable par I’endomorphisme
diagonalisable g, la restriction g E, de g a E), est un endomorphisme diagonalisable de E}, :
il existe donc une base B; de E); dans laquelle la matrice représentative de g, By, st diagonale.
Mais comme E), est le sous-espace propre de f associé a la valeur propre \;, Ey, est stable par
J et la matrice de la restriction f| E,, ©st également diagonale dans cette base B;.

Si I'on pose enfin B := {By,..., By}, les matrices représentatives de f et g dans la base B
de E sont toutes deux diagonales. O
Remarque 5.3.8. e Dans la preuve ci-dessus, on a utilisé la propriété remarquable suivante :

si K est un corps commutatif, F est un K-espace vectoriel, F' est un sev de E et f est un
endomorphisme diagonalisable de FE tel que f(F') < F, alors la restriction de f a F est
un endomorphisme diagonalisable de ’espace vectoriel F. Pour prouver cette assertion,
on peut utiliser le théoréme : le polynéme minimal p fir de la restriction fr divise le
polynéme minimal s de f (car py est un polynéme annulateur de I'endomorphisme fip
de F), or, f étant diagonalisable, s est un polynoéme scindé a racines simples sur K. p fir
est donc également scindé a racines simples et la restriction fjp est un endomorphisme
diagonalisable de F'.

e Le pendant matriciel de la proposition est I’énoncé suivant. Soient A, B € M, (R).
Si A et B sont diagonalisables et si AB = BA, alors il existe une matrice inversible
P € GL,(R) et des matrices diagonales D1, Dy € M,(R) telles que P~'AP = Dj et
P~1BP = D, (on dit que les matrices A et B sont co-diagonalisables).

e Avec les notations de la proposition [5.3.7 si E est un R-espace vectoriel euclidien et
f et g sont deux endomorphismes auto-adjoints (donc en particulier diagonalisables) qui
commutent, alors il existe une base orthonormale dans laquelle les matrices représentatives
de f et g sont toutes deux diagonales. En effet, conservant les notations de la preuve ci-
dessus, il suffit dans ce cas de considérer, pour chaque i € {1,...,p}, une base B; de Ej,
qui soit orthonormale (la restriction de g & E), est également un endomorphisme auto-
adjoint de EJ),) : les sous-espaces propres de f étant orthogonaux, la base B est alors une
base orthonormale de F.

e Le pendant matriciel de la remarque précédente est I’énoncé suivant. Soient A, B € S, (R).
Si AB = BA, alors il existe une matrice orthogonale O € O,,(R) et des matrices diagonales
D1, Dy € M, (R) telles que tOAO = Dy et 'OBO = Ds.
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Théoréme et Définition 5.3.9. Soit A € S, (R) une matrice positive. Il existe une unique
matrice R € S,,(R) positive telle que A = R?> = RR. De plus, si A est définie positive, R ’est
également. On appelle R la racine carrée de A.

Démonstration. Montrons tout d’abord l'existence de cette décomposition. Comme A est une
matrice symétrique positive, il existe une matrice orthogonale O € O, (R) et une matrice dia-
A 0
gonale D = € M,,(R) telles que ‘OAO = D (car A est symétrique : corollaire
0 An
[.2.7), avec, pour tout i € {1,...,n}, A\; > 0 (car A est positive : proposition précédente [5.3.4)).
Pour i € {1,...,n}, notons u; := 4/\; = 0 et posons

H1 0
R:=0 to.
0 Fen
R € M,,(R) est une matrice symétrique (‘R = R) de valeurs propres p1,..., i, positives ou
nulles donc, par la proposition R est positive.
Enfin,
1 0 11 0
R*=RR = O : (‘00) ‘o
0 Hn 0 Hn
M1 0 Hn1 0
= 0 YO (O est orthogonale)
0 Hn 0 Hn
T 0
= 0 to
0 I
A1 0
= 0 to
0 An
= OD'O
= A
Remarquons que si A est définie positive alors, pour tout i € {1,...,p}, \; > 0 donc p; > 0, et

R est donc également définie positive.

Montrons ensuite 'unicité de la matrice R en tant que matrice symétrique positive dont le
carré est A. Soit R € S, (R) une matrice positive telle que R? = A. En particulier, R commute
avec A donc avec tout polynome de matrice en A. Or, si l'on considére un polynéome L € R[X]
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tel que, pour tout i € {1,...,n}, L(\;) = p; (par exemple le polyndéme donné par 'interpolation
de Lagrange), on a

L(A) = L(OD'O)

= OL(D)'O
L(\) 0
= 0 to
0 L)
M1 0
= 0 to
0 Hn
= R

et donc R commute avec R = L(A). Comme, de plus, les matrices R et R sont diagonalisables
(car symétriques), elles sont co-diagonalisables d’apreés la propositionm: il existe une matrice
inversible P € GL,(R) et des matrices diagonales D1, Dy € M, (R) de coefficients diagonaux
positifs ou nuls (R et R sont positives) telles que P~'RP = Dy et P~1RP = D,. Alors

D} = P'R’P = P'AP = P"'R’P = D}.
Les matrices Dy et Do étant toutes deux diagonales & coefficients positifs ou nuls, on obtient

finalement 'égalité D; = Dy et donc R = PD{P~! = PDy,P~! = R. O

La preuve de l'existence de la racine carrée d’une matrice symétrique positive nous donne
une méthode pour la calculer :

Ezxemple 5.3.10. On considére la matrice symétrique

A=|-5 3 =3| eS3(R).
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On a

XA = det (A—XI3)

Co—C2+C3

(=X)(16- )|

101

11-X
-3
10

11-X
10

16 - X

16 — X

6 —X
1 )

1 6—X‘

(—X)(16 — X)(1 — X).

En particulier, comme les valeurs propres de A sont positives ou nulles, A est positive (non

définie positive car 0 est une valeur propre de A).

0 2 1 0
Par ailleurs, |1 | € Ey (= Ker A), | -1 | € Eiget [ 1 | € Ey donc % est une
1
1 1 -1 7
2 1
V6 V3
base orthonormale de Ey, —% est une base orthonormale de Ei4 et % est
1 1
V6 V3B
une base orthonormale de F;. La matrice
2 1
O %
po|r 10X
B B G |
V2ooVe VB
est alors une matrice orthogonale et on a
0 0 O
P'AP='PAP =0 16 0
0 0 1
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La racine carrée de A est donc

0 00 3 -1 1
R:=P|0 4 0|tP=[-1 1 -1
00 1 1 -1 1

5.4 Décomposition polaire

Soit n € N\{0}. L’existence d’une racine carrée pour toute matrice symétrique positive va
nous permettre de montrer le théoréme de décomposition suivant :

Théoréme 5.4.1 (Décomposition polaire). Soit A € GL,(R) une matrice inversible. Il existe
une matrice orthogonale O € O,(R) et une matrice symétrique définie positive S € Sy (R)
telles que A = OS. De plus, le couple (O,S) est unique, et l’égalité A = OS est appelée
la décomposition polaire de A.

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.4.2. Soit M € M,,(R). La matrice ‘MM de M,,(R) est symétrique positive. Si M est
de plus inversible, la matrice symétrique "M M est alors définie positive.

Démonstration. La matrice ‘MM est symétrique car
"('MM) ="M ('M) ="MM.

Montrons & présent que toutes les valeurs propres de la matrice symétrique ‘MM € S, (R)
sont positives. Pour cela, notons f I’endomorphisme de R" représenté par M dans la base
canonique. Alors la matrice symétrique ‘M M est la matrice représentative de I'endomorphisme
auto-adjoint f* o f de (R",{:,)can) dans la base canonique.

Soit donc A € R une valeur propre de ‘MM et soit v € R” un vecteur propre de f associé a
A. D’une part, on a

(F* 0 f(0),0)can = (f(0), F(V))can = | £ ()]

et, d’autre part,

(fF 0 f(v),v)can = (A, V)can = )‘HU”2-
Ainsi, \ = H]‘c‘(ﬁ‘)QHQ >0
) v = .
Si 'on suppose de plus que M est inversible, alors f est un isomorphisme et, avec les
notations ci-dessus, f(v) # Og». On a donc |f(v)|? # 0 et A # 0. La matrice symétrique M M
est donc dans ce cas définie positive. O

Nous montrons maintenant le théoréme [5.4.1] :

Démonstration du théoréeme[5.7.1. On considére la matrice 'AA € M, (R), qui est symétrique
définie positive par le lemme précédent. On note ensuite S la racine carrée de 'AA : S est
également symétrique définie positive.
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On pose ensuite O := AS~!. On a

‘00 = '(As7')AsT!

ts—l tAAS_l
t571.62 571 (S est la racine carrée de 'AA)
's7ls
S71S (S est symétrique donc 1S = S)
= I,

donc O € O, (R), et ona A = OS.

_ Montrons I'unicité de ce couple (O, S). Soient don~c~6 € On(R) une matrice orthogonale et
S € S,(R) une matrice définie positive telle que A = OS. Alors

uA - '(05)08
= 'S5t00S
— 'S5 (O est orthogonale donc *O0 = I,)
= 5% (S est symétrique donc tS = 5)
donc S est la racine carrée de ‘AA donc S=9. Enfin, O=AS"1=0. O

La preuve de I'existence de la décomposition polaire pour une matrice inversible nous donne
une méthode pour déterminer cette décomposition :

Ezxemple 5.4.3. On considére la matrice inversible

1 2 1
A:=[-2 -1 -1|eGL3(R).
~1 -1 -2

Pour déterminer sa décomposition polaire, on commence par calculer la racine carrée de
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6 5 5
tAA :onalAA= |5 6 5]et
5 5 6
6—X 5 5
x4 = det(A — X1I3) = 5 6—X 5
) 5 6—X
16 — X 5} )
= 16—X 6—X 5
C1<—C1+C2+C3 16— X 5 6— X
1 5 5
- 16-X)|1 6-X 5
1 5 6—X
1 5 5
- 16—-X)0 1-X 0
Lo«—Lo—Ly, L3—L3—1Ly 0 0 1—X

= (16 — X)(1 — X)?

7 1 1
Une base orthonormale de FEig est % . Une base de Ej est -1, 0 . En ap-
% 0 -1
pliquant le procédé d’orthonormalisation & cette derniére famille libre de M3 1 (R), on obtient la
base orthonormale —% , %g de F.
LO 1 _f
V3 V2 V6
En posant P := % —% %g € O3(R), on a alors
un Y %
16 0 0
fAA=pP|0 1 of'P
0 0 1

et la racine carrée de ‘A A est donc

4 0 2 1 1
S:=P|0 1 0|'P=(1 2 1
0 1 (1 1 2
100 3 -1 -1 0 1
Enfin, S"'=P (0 1 0]tP=%1|-1 3 1)etoncalcule0:AS1 -1 0
0 0 1 -1 -1 3 0 0 -1

03(R).
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La décomposition polaire de A est ainsi

0 1 0 211
A=[-1 0 0 1 21
0 0 -1 1 1 2

Remarque 5.4.4. A Taide d’arguments “topologiques”’, on peut montrer que toute matrice de
M,,(R) admet une décomposition polaire (non unique en général).
5.5 Reéduction des endomorphismes et matrices orthogonaux

Soit (E,{:,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme
orthogonal de E. Nous allons montrer le théoréme de réduction :

Théoréme 5.5.1. [l existe une base orthonormale B de E dans laquelle la matrice représentative
de f est de la forme

€1 0

Matg(f) = R(6y)

0 | R(05)

ou r,s € N, pour tout i € {1,...,r}, ¢ € {+1;—1} et, pour tout j € {1,...,s}, R(O;) =

cost; —sinf; .
(sin 6, cost, > avec 0; € R\{km | k € Z}.

La version matricielle de ce résultat est le suivant : si A € O,(R), il existe une matrice

orthogonale P € O,(R) telle que P~*AP = !PAP soit de la forme ci-dessus.

Remarque 5.5.2. En particulier, si 'on applique le théoréme en dimensions 2 et 3, on
obtient que :

e Les isométries directes (i.e. les endomorphismes orthogonaux de déterminant 1) de R?

cos _Sm0>,6€R, dans

sont les rotations de R?, chacune de matrice représentative | .
sinf  cosd

la base canonique de R?.

Les isométries indirectes (i.e. les endomorphismes orthogonaux de déterminant —1) de R?
sont les symétries orthogonales par rapport & une droite vectorielle, chacune de matrice

. 1 0 , : .
représentative <O _1> dans une base formée d’un vecteur engendrant la droite vectorielle

et d’un vecteur orthogonal au premier (par rapport au produit scalaire canonique de R?).
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e Les isométries directes de R3 sont les rotations autour d’un axe, chacune de matrice
1 0 0
0 cosf —sinf |, 0 € R, dans une base orthonormale correspondante (quand 6 = m,
0 sinf cos6
on parle de retournement).

Les isométries indirectes de R3 sont les compositions d’une symétrie orthogonale par rap-
port & un plan (une telle transformation est également appelée réflexion) et d’une rotation
autour de l'axe orthogonal & ce plan (par rapport au produit scalaire canonique de R?),

-1 0 0
chacune de matrice représentative [ 0 cosf —sinf |, 6 € R, dans une base orthonor-
0 sinf cos6
-1 0 0 1 0 0 -1 0 0
male correspondante (| 0 cosf —sinf |= [0 cosf —sinf 0 1 0.
0 sinf cosf 0 sinf cosé 0 0 1

Pour montrer le théoréme [5.5.1 nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 5.5.3. Soit F' un sev de E. Si F' est stable par I’endomorphisme orthogonal f, alors
Uorthogonal F- de F est également stable par f.

Démonstration. Soit v € F+. On montre que f(v) € F*. Soit donc w € F. Comme, pour tous
wy, w2 € I, on a (f(wr), f(w2)) = (w1, w2) (car f est orthogonal), la restriction fijr de f & F
(F est stable par f) est un endomorphisme orthogonal de F', en particulier, il est bijectif : il
existe donc w € F tel que w = f(W).

On a alors

(@)wy = {fv), f(@))
= {(v,w) (car f est orthogonal)
0(carve FtetweF).

O

Démonstration du théoréme[5.5.1. On procéde par récurrence sur la dimension n de E : on
montre par récurrence que pour tout n € N\{0}, tout espace euclidien (F,{:,-)) de dimension n
et tout endomorphisme orthogonal f de F, il existe une base orthonormale de E dans laquelle
la matrice représentative de f est de la forme voulue.

Pour n = 1, soit E = Vect{v} un R-espace vectoriel de dimension 1 muni d’un produit
scalaire (-,-) et soit f un endomorphisme orthogonal de E. Il existe o € R tel que f(v) = av
et alors | f(v)| = |av| = |af|v|. De plus, comme f est orthogonal, on a ||f(v)|| = ||v]| donc
laf|v]| = |v]| et donc || =1 (|jv] # O car v # Og car v engendre F). Ainsi o € {+1; —1} et la

matrice de f dans la base {v}, ainsi que dans la base orthonormale {”Z—”}, est («).

Supposons maintenant la propriété vérifiée pour tout entier naturel non nul strictement
plus petit que n avec n € N\{0} fixé et considérons 1’endomorphisme orthogonal f de I’espace
euclidien F de dimension n.
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On commence par traiter le cas ot f posséde une valeur propre réelle A € R (i.e. le polynéme
caractéristique de f posséde une racine dans R). Soit alors v un vecteur propre de f pour la
valeur propre A\. On a | f(v)| = [Av| = |A|[|v] et, d’autre part, | f(v)|| = |v| car f est orthogonal.
Ainsi [A|[|v] = |v| et donc |A] =1 (car v est un vecteur propre de f donc v # 0g donc |v| # 0).
Ainsi, A € {+1;—1}. De plus, comme F := Vect{v} est stable par f (car v est un vecteur
propre de f), Porthogonal F1 de F est également stable par f par le lemme m : comme
dim (F J-) =n — 1 < n, on peut alors appliquer 'hypothése de récurrence & ’endomorphisme
orthogonal fip1 de F' L et obtenir I'existence d’'une base orthonormale By de F* telle que

€1 0

€r

Matgo (f‘FL) = R(@l)

0 R(6;)
ou r,s € N, pour tout i € {1,...,7}, ¢ € {+1;—1} et, pour tout j € {1,...,s}, R(§;) :=

cost; —sinf; ' s PRI 1 _ ;
(sinﬁj cos 6, > avec 0; € R\{k7 | k € Z}. Considérant 'égalité '@ F— = E (proposi-

tion [2.3.7)) et la base orthonormale B’ := {L‘} de F, la famille B := {B’, By} est une base

[v]

orthonormale de E et on a

€1

Matg (f) = | €r o)
R(6;

0 RO,

Supposons a présent que f ne posséde pas de valeur propre réelle (i.e. le polynéme caracté-
ristique de f ne posséde pas de racine dans R). On considére alors 'endomorphisme h := f+ f*
de E. h est auto-adjoint : on a h* = (f + f*)* = f* + (f*)* = f* + f = h. Considérons alors
une valeur propre A € R de h (tout endomorphisme auto-adjoint est diagonalisable : cf théoréme
et un vecteur propre v € E associé. D’une part, la famille {v, f(v)} est libre, car

e v # 0p (car v est un vecteur propre de h),
e f(v) # 0 (car f est injectif puisque f est orthogonal),

e f(v) ne peut s’écrire pv avec p € R car f n’admet pas de valeur propre réelle.
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D’autre part, le sev F' := Vect{v, f(v)} de E' de dimension 2 est stable par f : on a h(v) = Av
ie. (f+ f*) (v) = Av, donc
M) =f () = fo(f+f*)(v) = f(v) + fo f*(v) = f(v) +v

(f est orthogonal donc f o f* = Idg) d’ott f2(v) = Af(v) —ve F.
Considérons alors une base orthonormale B’ de F. La matrice représentative de I’endomor-
phisme orthogonal f|r de F' dans la base orthonormale B’ est une matrice orthogonale de Oz (R)

(proposition [2.8.8)). Matg/(f) est donc de la forme <0059 e 0) ou (COSQ sin ) avec

sinf cosf sinf —cosf

0 € R (cf feuille de TD 2, exercice 7). Mais, comme f n’admet pas de valeur propre réelle,
Matg (f) ne peut pas étre symétrique donc ne peut pas étre de la seconde forme. Ainsi, il existe
0 € R tel que

Matss (f) = ( _ R(0),

avec 0 ¢ {km | k € Z} car Matp (f) n’est pas symétrique (R(0) = Iz, R(7) = —I2).
Enfin, F- est également stable par f par le lemme donc, par hypothése de récurrence
(puisque dim (F J') < n), il existe une base orthonormale By de F- telle que

cosf —sin 0>

sinf cos@

R(6y) 0

e <f‘FL): o R(6,)

cost; —sinf;
sinf);  cosf;
posséde pas de valeur propre réelle). En notant B := {B’, By}, la famille B est alors une base
orthonormale de E et on a

ou, pour tout j € {1,...,s}, R(6;) := ( > avec 0; € R\{km | k € Z} (f ne

R(0) 0
Matg (f) = ey
0 R(0;)
O
Remarque 5.5.4. e Au cours de la preuve, on a montré en particulier que les seules valeurs

propres réelles possibles pour un endomorphisme orthogonal sont 1 et —1.

e Si, avec les notations ci-dessus, ’endomorphisme orthogonal f posséde 1 et —1 comme
valeurs propres, alors les sous-espaces propres associés 1 et E_; sont orthogonaux. En
effet, si v e E1\ {0} et w e E_1\{0g}, on a d’une part

(), f(w)) = (v, —w) = =(v,w),

et d’autre part

(W), f(w)) = {v,w)
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(car f est orthogonal) et donc (v, w) = —(v,w) donc (v, w) = 0.
Par ailleurs, le sous-espace vectoriel Fy @ E_1 de E est stable par f donc (E; G—)E’,l)L

également.

Au total, pour calculer une réduction de f comme dans le théoréme [5.5.1) on peut donc
commencer par déterminer une base orthonormale B’ de Ej, une base orthonormale B”
de E_1 puis une base du sous-espace stable {5’ B” }L (donné par des équations linéaires).
Dans la représentation matricielle correspondante de f, le bloc correspondant & la restric-
tion de f a ce dernier sous-espace stable est orthogonal sans valeur propre réelle et on
peut alors lui appliquer la méthode (algorithmique) du théoréme pour ce cas.

Exemple 5.5.5. Considérons la matrice orthogonale

2_x _1 2
3, 5 3 3,
1 2 2 'y
3 3 3
1 2
1-X -3 3
= 1-X 2-X -1
C1+—C1+C2+C3 1 o X % % _ X
1 2
1 3 5,
1 2
=5 3
= 1-X)|0 1-X -1
LQ(—LQ*Ll LSHLS*LI O 1 _X
= (1-X)(X*-X+1)
-1 -1 2 1
On a F; = Ker % 2 -1 -1 et le vecteur colonne Y; := % 1] de norme 1
-1 2 -1 1

engendre Fj.

L
1 T
De plus, | Vect % 1 = (y € M3 1(R) | 24+ y+ 2z =0 p, dont une base ortho-
z
1 1
—1letYs:=-L1 1| 1|

V6
0 —2

Sl

normale est formée des vecteurs Y5 :=
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On a
1 1
V2 V2 (1 1 1. /3
A, =A|l—-L =] 0 |=—[0 |=—(V2Y2 +V6Y3) = -Ys + —Y-
2
et
1 1
e S 1 (1 1 VYo 1 VG V3.1
A=Al L =] & |=—=1[ 2 |= — (-3v2v YVy) = =22V, + — Vs,
3 _\/él _\/i 5 5 5 6< 3 2+ 63) 5 2+23
V6 NG

Ainsi, si on note

P:= % -7 e 03(R),
V3 0 2
on a
10 0 1 0 0
P'AP='PAP= [0 1 |- |0 c9s(7gr) —singr%)
0 @ % 0 Sln(g) cos(g)

La matrice A est donc la matrice représentative dans la base canonique de R3 de la rotation
d’axe la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,1,1) et d’angle .



Chapitre 6

Normes matricielles subordonnées,
rayon spectral, conditionnement

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie des normes particuliéres sur les espaces de matrices carrées
a coefficients réels ou complexes : les normes dites subordonnées. Ces normes possédent des
propriétés adaptées a ’étude des matrices dans différents aspects et utilisations.

On fait également le lien avec la notion de rayon spectral : il s’agit du plus grand module des
valeurs propres complexes d’une matrice carrée complexe. On verra notamment que la donnée
du rayon spectral d’une matrice permet de déterminer si la suite de ses puissances successives
converge vers la matrice nulle ou non.

Enfin, on aborde la question de la sensibilité de la solution d’un systéme linéaire inversible
aux erreurs d’approximations sur les données, des perturbations que ’on maitrise a I'aide d’une
quantité nommée conditionnement.

Dans tout ce chapitre, K désigne les corps R ou C, et n est un entier naturel non nul.

6.2 Normes matricielles subordonnées

Soit A = (aij)1<i,j<n

une matrice de M, (K). Dans la définition et proposition on
avait défini la norme

2 \aij|2 =4/Tr (tZA) € [0,+OO[.

de A. Dans la suite, on la note |A|s.

La norme | - |, sur M, (K), appelée norme de Frobenius sur M, (K), est induite, si K =
. : - Mp(R) x Mp(R) — R R

R, par le produit scalaire {-,-) : (A, B) — Tr('AB) sur M, (R) et, si K = C,
. . o M, (C) x M,,(C) — C P

par le produit scalaire hermitien (A, B) Ty (tZ B) (cf preuve de la définition

111
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et proposition [4.2.1]), et nous avions montré qu’il s’agissait, dans les deux cas, d’une norme
matricielle :

Définition 6.2.1. Soit | - | : M,,(K) — [0, +0o[ une norme sur M,,(K). On dit que | - | est une
norme _matricielle si pour tous A, B € M,,(K), |AB| < ||A]|B].
Exemple 6.2.2. e La norme
-1, : Mnp(K) — [0, +o0]
A AL
avec, pour A = (aij),¢; i<, € Mn(K), |A], := Z |la; j|, est également une norme
1<ij<n

matricielle. En effet, si A = (ai;);¢; j<n» B = (0ij)1<; i<, € Mn(K), on a

|ABl, =

n

}: a; by

1<ij<n k=1
n
< Z Z |azkbk1|
1<i,j<n k=1
n
= Z Z azk| |ka|
1<ij<n k=1
n
< Z |a; k| (Z le)

1<j,l<n

1<,
= ( |a; k| 1 Ibl
1<i,k<n
Al

IBl,

e La norme
-1 : M, (K) — [0, +oof
” A = [Ale
avec, pour A = (aij),¢; i<, € Mn(K), |A[, = max la; j|, n’est pas une norme ma-
<ij< <n
.. - s . 1 -1 1 0

tricielle. En effet, si 'on considére par exemple les matrices 0 0 et | 10 de
My (R) € My(C), on a

GO LAIE DL, -
G L -1C DL -

alors que
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Remarquons que ||I,], = v/n et [I,|, = n. Pour différents usages, on aimerait construire
des normes matricielles pour lesquelles la norme de la matrice identité est 1. Les normes dites
“subordonnées” satisfont cette condition. Soit || - || : K™ — [0, +-c0[ une norme sur K".

Proposition 6.2.3. Soit A € M,,(K). L’application

CKM(0,...,0)} — [0, +oo]
C |Av]

v —>
K]

admet un mazximum et on note

Al 40|

Al == -
veK™\{(0,...0)} V]

Démonstration. Commengons par remarquer que, si v € K"\{(0,...,0)},

_ Ay _

ol

P(v)

=1 el
o o

et que m appartient a la sphére unité S"Wl ={weK"| |w|=1}.
Considérons alors 'application

Siyt = [0, +oof
w = A

f est une application continue (comme composée des applications continues |- | : K™ — [0, +00[
et K" - K" ; w — Aw) sur le compact Sﬁr de K™ (la sphére Sﬂ"r est fermée bornée dans le

K-espace vectoriel normé de dimension finie (K", |-|)) : f est donc bornée et atteint ses bornes.
Ensuite, pour tout v € K™\{(0,...,0)},

v = ()| = () < s 7o

donc l'application 1 est bornée et sup Y(v) < max f(w). Enfin, si w e Sﬁ1> flw) =
veK"\{(0,...,0)} weSﬁ[l
¥ (w) donc
max f(w) = sup P(v) = max P(v).
wESﬁLﬁl ( ) U€K7l\{(0’...70)} ( ) fUGKn\{(O’M,O)} ( )
O

Remarque 6.2.4. Dans la démonstration précédente, on a montré au passage que

A
A ax ae].

Al = =
vek™\{(0,..,0)} [[v]  veKn, fv)=1
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Proposition et Définition 6.2.5. L’application

- M,(K) — [0,+00]
0 e Ty

est une norme matricielle sur M, (K), appelée norme subordonnée a la norme | -|. De plus,
Hnll = 1.

Démonstration. Commencons par remarquer qu’en effet

i Il _ Il _
IMnll = = X =
vk (0,0} o] vekm\{(0,..00} v]
Montrons ensuite que || - || : My, (K) — [0, +00[ est une norme sur M, (K) :
e soient A € M,,(K) et Ae K, on a
[(AA)v| | Av]
Al = max = max |} = [AlllAll-
vek\ (0,0} [ wekm\{(0,000 T o]
e soit A € M,,(K) telle que || A|| = lAv] _ 0, alors, pour tout v € K"\{(0,...,0)},
vekn\{(0,..0)}  [[v]
Hm" = 0 donc ||Av| = 0 donc Av = (0,...,0) (car | - || est une norme sur K"). En parti-
culier, si {e1,...,e,} désigne la base canonique de K", pour tout i € {1,...,n}, Ae; =0

i.e. la i€ colonne de A est nulle, et donc A = 0,,.

e soient A, B € M, (K), alors, pour tout v € Sﬁr’

[(A+ B)v| = [Av+ By
< | Av| + |Bv]| (car | - | est une norme sur K")
< (1Al + 118l
et donc
IA+ Bl = max [(A+ B)v| < [[All + I Bl
vESWH
Montrons enfin que la norme || - || sur M,,(K) est une norme matricielle. Soient donc A, B €

M (K) et soit v e K™\{(0,...,0)}. Si Bu = (0,...,0), on a LGBl — 1ABIL — o < ||| B]|.
Si Bv # (0,...,0), on a
[(AB)v| _ [(AB)v| | Bv| _ |A(Bv)|  |Bv|

= X = X
[l | Bu] [l | Bu] [l

< [lAllIB]l-

Ainsi, [[AB|| =  max  LABNI

BEZN < apzl. =
vek™\{(0,..,00} ||
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Soit A = (aij) € M, (K). On va donner les expressions de [|Al|, et [|A][, en

1<ij<n
n
fonction des coefficients de A. On rappelle que, si v = (vy,...,v,) € K", |v|, = Z |v;| et
i=1
fol, = max fuil.

Théoréme 6.2.6. On a

1<j<sn

n
o [[All, = max > lai;l,
=1

n
o [1All, = max 3ol

Remarque 6.2.7. e Pour i et j dans {1,...,n}, si on note L; la i®™ ligne de A et Cj la jéme

colonne de A et si on les considére comme des vecteurs de K™, on a

Al = max [Cyf et [[All, = max [[Ls], .

1<j<n 1<isn

e Attention : en général ||A||, # |A|, (resp. ||Al[., # |4],)-

1<y

n
Démonstration du théoréme[6.2.4. Montrons tout d’abord 1'égalité || A||, = max 2 lai ;|-
ST

n n
Soit v = (x1,...,2n) € KM\{(0,...,0)}, on a Av = (Z a1k, - - -, Z ankxk) donc
k=1 k=1

It

-
I
—

|Av], =

N
1=
]
=
>
8
=

~
Il
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Il
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. [ Av -
et ainsi < max 2 la; j| et ||A]l, < max Z |a j|.
[0l 1<i<n SISt i
n
Mais, si I'on note jp l'indice de {1,...,n} tel que Z la; j,| = max Z la; ;| et si {e1,...,en}

— 1<j<n
1=
désigne la base canonique de K", on a

| 4ejoll, _
e - ]OH 2 ’aljo| - m Z ’aw‘

lesoll,

et donc
H Aejo H 1

Al < max Z jaij| = < 1Al

lejoly
n

d’ott I'égalité ||Af|, = max Z’i |a; ;1.
=

n
Montrons a présent I’égalité || A, = max Z la; ;.

1<isn

Avec les notations ci-dessus, on a

[Av],, = max
<i<n

n
Z A Tk
k=1

max Z \alkmk\
1<i<n —

A

n
= max Z |aik| |2k

1<'L<n
s, 2 el (s o )

= max Z @ik [[v]oo

= <maX > \m\) [v]lo
1<i<n
k=1
| Av|

et ainsi Tl < may nZ|a,k|et lAll, < max Z|alk|

N

n

Notons ensuite ig l'indice de {1,...,n} tel que Z laig k| = max Z |a; k| et notons vy le
<i<
k=1 k=1

vecteur de K™ dont, pour tout j € {1,...,n}, la j¥™° coordonnée notée y; est

e—iArg(aiO]-) si iy j £0 (Sl iy j e R, e—iArg(aio.f) € {—]_7 1}),
0 si Qiyj = 0,



6.3. RAYON SPECTRAL 117

n n
alors Z iy Yk = Z | -
k=1 =
Si vg est le vecteur nul de K™, cela signifie que tous les coefficients de la matrice A sont
n

nuls et, dans ce cas, on a bien I'égalité || A||, = Jmax Z la; j|. Si vg n’est pas le vecteur nul,

alors, comme les coefficients non nuls de vy sont de module 1, vy appartient & la sphére unité

S"FH V- {weK"||w|e =1} et ona

n n n
141l < max 2 sl = 3 losorl = 3 s < | | < x| 3 asan] = vl < 141
k=1 k=1 k=1 k=1
n
D’ou légalité || A, = Jmax Z_:l |la; k|- O
1 0 —6
Ezemple 6.2.8. Pour A:= [ -2 —4 3 JeM3(R),ona [|A]|, = max{1+2+1,04+4+5,6+
-1 5 2

3+2} =1let [|A||, =max{l+0+6,2+4+3,1+5+2}=09.

Remarque 6.2.9. Si A est une matrice symétrique [|Al|, = [|A]]..-

6.3 Rayon spectral

Soit A € M,,(K) < M,,(C). On considére dans cette partie les valeurs propres complexes de
A : on note Spc(A) le spectre de A en tant que matrice de M, (C).

Définition 6.3.1. On appelle rayon spectral de A la quantité p(A) := R rSna>((A) |A| € [0, +o0.
- ESPc

Exemple 6.3.2. e Le rayon spectral de la matrice <(1) _02> € Ma(R) est 2.

i
0

Le rayon spectral de la matrice ( S) € My (C) est 3.

.

wn

A
|

1 4> € Ma(R), Spc(A) = Spr(A) = {2;3} (exemple |3.3.2)) donc p(A4) = 3.

o SiA:= <_1 O) € Ma(R), Spc(A) = {—i;¢} (remarque|3.3.3|) donc p(A) = 1.
o SiA:= (

10
0 0 —2 eMs(R), xa = (1-X)(X?+2) = (1-X) (vV2i— X) (—v2i— X)
0 1

donc Spe(4) = {1 21, —+/2i} donc p(A) = V2.
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Remarque 6.3.3. Si A € M,,(R) et x 4 est scindé sur R, Spc(A) = Spg(A4) et donc p(A) = R glm((A)
ESPR

Dans cette section, nous allons établir deux résultats importants en relation avec le rayon
spectral. Le premier consiste en une expression de la norme matricielle subordonnée & la norme
euclidienne de R™ mettant en jeu le rayon spectral. Le second est un lien entre le rayon spectral
d’une matrice complexe et la convergence de la suite de ses puissances successives.

Commencons par énoncer le premier résultat. Ci-dessous, la notation || - ||, désigne la norme
matricielle sur M,,(R) subordonnée a la norme euclidienne | - |, sur R™ i.e. Papplication qui a
tout vecteur v de R™ associe [v], 1= /v, V)can = V!0 (ici et ci-dessous, on identifie un vecteur
de R™ avec le vecteur colonne de ses coordonnées dans la base canonique de R™).

Théoréme 6.3.4. Supposons que A € M, (R). Alors ||Al|, = +/p (tAA).
La preuve de ce théoréme reposera sur le lemme technique suivant :

Lemme 6.3.5. Soit S € S,,(R) une matrice symétrique positive. On considére ’application

e BNO.0) - R
S - v . thv

VU

(appelée quotient de Rayleigh). L’application Rg est bornée et

sup Rg(v) = max Ra(v) = o(S).
veR™M\{(0,...,0)} s(v) veRM{(0....,0)} s(v) = p(S)

Démonstration. Comme S est une matrice symétrique positive, d’aprés le corollaire et

la proposition m, il existe une matrice orthogonale O € O, (R) et une matrice diagonale
A1 0

D = € M,(R) avec Ap,..., A\, € [0,+00[ telles que ‘OSSO = D. On peut
0 An

supposer, quitte a permuter les colonnes de la matrice O (ce qui modifie pas son caractére

orthogonal), que 0 < A\; < -+ < A,. En particulier, p(S) = A,.

Soit maintenant v € R™{(0,...,0)} et notons w = (w1, ...,wy) = ‘Ov € R"\{(0,...,0)}
(les matrices O et O sont inversibles). On a ‘ww =W O'Ov =tvv et

n n

. . . . Z )\Z-wiz Z /\nwi2

vSv vOD'Ow wDw 5 o1

RS (U) = 7 = 7 = 7 = P < P = )\n
o) VY ww 5 5
DI I
i=1 i=1
La fonction Rg est donc bornée. De plus, pour vg := Oe,, avec e, le n®¢ vecteur (0, ...,0,1)

de la base canonique de R", on a ‘Ovy = e, et

t t
VSV enDe,
Rs(vp) = . = — ='e,De, =\,
Voo €En€n

[Al-
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donc la borne )\, est atteinte et

sup Rs(v) = max Rs(v) = A\, = p(9).
veR™\{(0,...,0)} s(v) weRT(Or..0)} s(v) p(9)

Démonstration du théoreme[6.3.4 Soit v e R™{(0,...,0)}, on a

(!IAv2>2 _ H(Av)(Av) _ wiAAw

= =R .
[v]l, tyv Ly a(v)

Ainsi, comme la matrice ‘AA est symétrique positive (lemme [5.4.2)),

IIAJI2 = ( max ”AU|2>2 = max <AU|2>2 = max  Riga(v) = p (‘A4)
> \weRn\{(0,.,0)}  lv], veR™\{(0,...0)} \ [l veR™\{(0,...,0)}

et donc || A, = +/p (tAA). O

Corollaire 6.3.6. Si A€ S,(R), alors ||A|, = p(A).

Démonstration. A étant une matrice symétrique, il existe O € O, (R) et une matrice diagonale
A1 0
D = € M, (R) telles que ‘OSO = D. En particulier, Spc(A) = Spr(4) =

0 An
{A1,..., An}. Alnsi,

A2 0
‘AA = A? = (OD'0)* =0D*0 =0 ‘0

et Spg (AQ) = {)\%, ey /\%} Finalement,
2 (t _
1AJIZ = p (*AA) omnaxul

= max |)\2 |
AESDR (A)

=  max |A\?
AeSpPR(A)

2
= ( max |)\|)
AESPR (4)

= p(4)?

d’ou le résultat (||A|l, et p(A) sont deux quantités positives). O
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Ezemple 6.3.7. e On considére la matrice
1 2 1
A:=|-2 -1 —1|eM;s(R)
-1 -1 =2

de l'exemple On a Spe (AA) = Spg (*AA) = {1;16} donc [|A]l, = +/p(‘AA) =
V16 = 4.

e On considére la matrice
1 11
S:=11 1 1]eMsR).
1 11
Il s’agit d’une matrice symétrique donc [|S||, = p(S). Or Spc(S) = Spr(S) = {0; 3} donc
151, = 3-

Nous allons & présent expliciter un lien entre le rayon spectral p(A) de la matrice A de
M, (K) et la convergence éventuelle de la suite (A") pen- Précisément, nous allons montrer le
résultat suivant :

Théoréme 6.3.8. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

converge et lim AF =0,
k—+00

1. la suite (Ak)kGN

2. p(A) < 1.

(k)

i >1<i,j<n de My, (K).

Remarque 6.3.9. Considérons, pour tout £ € N, une matrice Ay = (a

Alors la suite (Ag),ey converge ssi pour tous 7,5 € {1,...,n}, la suite (agl;))k converge, et
eN

(Ak)pen converge vers une matrice B = (b; ;) ssi pour pour tous 4, j € {1,...,n}, la suite

1<i,j<n
(k) b
a;; i converge vers b; ;.
eN
Cette convergence matricielle est au sens de n’importe quelle norme sur M, (K) (en effet
M,,(K) est un K-espace vectoriel de dimension finie) et on peut par exemple montrer ces équi-

valences a ’aide de la norme || - |, sur M, (K).

Pour prouver le théoréme [6.3.8] nous utiliserons une démonstration circulaire en faisant
intervenir deux assertions supplémentaires : nous montrerons le théoréme

o

Théoréme 6.3.10. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

converge et lim AF =0,
k—+a0

1. la suite (Ak)kGN

de C" converge et lim AFv = 0,...,0),

k—+00

2. pour tout ve C", la suite (Akv) KeN

3. p(A) <1,

4. il existe une norme matricielle subordonnée || - || sur M, (C) telle que ||Al| < 1.
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Dans la preuve de ce théoréme, nous utiliserons le résultat qui suit. Nous ne démontrerons
pas celui-ci : pour une preuve, on pourra par exemple consulter le livre de Philippe G. Ciarlet
intitulé Introduction a l'analyse numérique matricielle et a l'optimisation (Théoréme 1.4-3.).

Théoréme 6.3.11. Soit ||-|| une norme matricielle sur My, (C). Alors p(A) < | A|. De plus, pour
tout € > 0 il existe une norme matricielle subordonnée ||- || sur M, (C) telle que ||A|| < p(A)+e.

Remarque 6.3.12. On peut néanmoins donner une justification rapide du premier fait énoncé.
Soit A € Spe(A) tel que p(A) = || et soit v € Ex\{(0,...,0}. Soit maintenant w € C™ tel que
la matrice v ‘w de M, (C) ne soit pas nulle (par exemple le k¢ vecteur de la base canonique
de C" si la k*™¢ coordonnée de v est non nulle). Alors

p(A) [o'w] = W v fw] = A (v w) | = [Ow) '] = [(Av) "w] = A (v w) | < [A] o w]

(| - | est une norme matricielle par hypothése) et donc, comme |[v'w| # 0 car viw # 0, et | - |
est une norme, p(A) < |A].

Démonstration du théoréeme[6.3.10.

e 1. = 2. : On suppose que la suite (Ak)keN converge, et ce vers la matrice nulle 0,. Soient
| - | une norme sur C" et || - || la norme subordonnée a la norme | - |. Soit v € C". Si v
est le vecteur nul, alors, pour tout k € N, A*v est le vecteur nul et donc la suite (Akv) reN
converge vers le vecteur nul. Si v n’est pas le vecteur nul, alors, pour tout £ € N, on a

Ak
12 < 4| done

< [ao] < 1ot

Or, par hypothése, la suite réelle (}HA’C H’) ey converge vers 0 (la suite (Ak ) pepy COLVErge vers
0,, au sens de n’importe quelle norme sur le C-espace vectoriel de dimension finie M, (C)),
il en est donc de méme pour la suite (!HAI“H‘ H’UH) et, par théoréme d’encadrement, pour
la suite (HAkUH)

keN

: k n
ey L suite (A U) ey d€ €™ converge donc vers le vecteur nul.

e 2. = 3. : Montrons cette implication par contraposée : supposons que p(A) > 1 et mon-
trons qu’il existe un vecteur v € C™ tel que la suite (Akv) ey d€ C™ ne converge pas vers
le vecteur nul. Comme p(A) > 1, il existe une valeur propre A de Spc(A) telle que |A| > 1.
Soit maintenant v € Ex\{(0,...,0}. Pour tout k € N, on a alors A¥v = A\*v, mais, comme
|A| = 1, la suite ()‘k)keN de C ne converge pas vers 0 et la suite (Akv) )\kv)
converge donc pas vers le vecteur nul.

keN — ( ken 1€

e 3. = 4. : On suppose p(A) < 1. Soit alors € > 0 tel que p(A) + € < 1 (par exemple,

€= 17’02(A) convient). D’aprés le théoréme [6.3.11} il existe une norme subordonnée || - |
sur M, (C) telle que [|A|| < p(4) +e< 1.

e 4. = 1. : On suppose qu’il existe une norme matricielle subordonnée || - || sur M,,(C) telle
que [|A]| < 1. Alors, pour tout k € N, 0 < [JA*[| < [|A|I* (car || - || est une norme

matricielle) et la suite réelle (|| A*) ey converge vers 0 car [|Af| < 1. Par théoréme
d’encadrement, la suite réelle (||A¥|[)
vers la matrice nulle.

. . k
reny converge vers 0 ie. la suite (A )keN converge
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O
. . . : 1 -3

Exemple 6.3.13. e La suite des puissances successives de la matrice | ; 1) € Ma(R), de
8 1

spectre {%, %} et de rayon spectral %, converge vers la matrice nulle de taille 2.

e Pour chacune des matrices de ’exemple la suite de ses puissances successives ne
converge pas vers la matrice nulle.
e La suite (Iﬁ)

ey Converge, vers la matrice identite.

6.4 Conditionnement

Pour amener et motiver la notion de “conditionnement” d’une matrice carrée inversible, on
étudie en préambule ’exemple suivant issu du livre cité précédemment de Philippe G. Ciarlet
(section 2.2).

On considére la matrice

10 7 8 7
7 5 6 5
A= 8§ 6 10 9
7 5 9 10

de My(R). Le déterminant de A est 1 et A est donc inversible. En particulier, pour tout vecteur
colonne B € My 1(R), le systéme

AX = B, X € My;(R)

32
R . . _1 . 23
posséde une unique solution X = A™" B. Considérons par exemple le vecteur colonne B := 33
31
1
et le systéme linéaire AX = B de solution X = }
1
0,1
13 vhl ~ . N / 70, 1
Nous allons “perturber” le systéme AX = B : on considére le vecteur B’ := B + 0.1
-0,1
9,2
. R , , , —12,6 o
et la solution du systéme AX’ = B’ est alors le vecteur X’ = a5 | On constate ainsi que,
-1,1

A . . B—B’ N
méme si I“erreur relative” w de B’ par rapport a B n’est “que” de %’?} ~ 0,003, lerreur
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|X—X'|o _ 13,6

relative de X’ par rapport a X est elle de X[ i~ = 13,6 : le rapport d*amplification”

de D’erreur est de 15116 = 4488

33
Si 'on remplace a présent la matrice A par la matrice

0 0 0,1 0,2
" 0,08 0,04 0 0
A=A Ty 002 o1 0 |
—-0,01 —0,01 0 —0,02
—81
\ " " : " 137 9 : " N
le systéeme A”X” = B a pour solution X" = “aa | L’erreur relative de A” par rapport a A
22
est % = 01’3 = 0,02 et lerreur relative de X” par rapport a X est % = 136, d’ou

un rapport d’amplification de % = 6800!

Perturber méme légérement les données du systéme AX = B peut donc entrainer des
perturbations trés importantes sur sa solution, alors méme que la matrice A peut paraitre
“sympathique” (ici, la matrice est symétrique, son déterminant est 1, son inverse est A~! =

25 —41 10 -6

—-41 68 —17 10

0 —-17 5 =3 )

-6 10 -3 2

Nous allons définir une notion qui va permettre d’étudier et de maitriser ce phénoméne. Soit
A une matrice inversible de M, (K).

Définition 6.4.1. Soit ||-| une norme sur K" et ||-|| la norme subordonnée sur M,,(K) associée.
Le conditionnement de A par rapport a la norme || - || est la quantité
IANI-A~I,

que ’on note cond(A).

Remarque 6.4.2. Le conditionnement de la matrice A dépend de la norme choisie sur K”.

Usuellement, on note cond;, conds et condy les conditionnements respectifs par rapport aux

normes |- [, | - I, et | - |, sur K.

Ezemple 6.4.3. e Pour la matrice A considérée ci-dessus, on a cond;(A) = condy(A) =
A AT, = 33 x 136 = 4488 (ici, on a utilisé le théoréme ainsi que la remarque
6.29)

1 10 1 -1 1
eSiAd:=[0 1 1|eM3R),A =0 1 —1]etdonc
0 01 0 0 1
condes (A) = | Al JlAT ], =2 x3=6
et

condy (4) = [| ]|, |JATH]l, =2 x 3 =6.
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6 5 5
e On considére la matrice symétrique A:= |5 6 5] € S3(R). On a Spc(A4) = Spr(4) =
5 5 6

{1,16} (voir exemple | et Sp (A*I) = {%6, 1} donc
conda(A) = [|A[l,[|A7"]], =16 x 1 = 16
(on a utilisé ici le corollaire [6.3.6]).

Soit || - | une norme sur K”. Nous allons tout d’abord énoncer quelques propriétés de base
du conditionnement cond associé :

Proposition 6.4.4. On a
1. cond(A) = cond (A7),
2. pour tout X € K\{0}, cond(AA) = cond(A),
3. cond(A) > 1.

Démonstration. 1. On a

cond (471) = [la~!]| | ()"

= [l Al = cond(a).

2. Soit A € K\{0}, on a

_ 1.
cond(3) = AT = A4l | 547

1 _ _
= [Al ‘/\‘ IIANIATH = HANIATH] = cond(A).

3. On a
1= ||,]| = JAA7Y| < [JAJJJIA7 ]| = cond(A)

(Il - I est une norme matricielle).

O

Etant donné un systéme AX = B, on utilise le conditionnement de A pour estimer et
maitriser l'erreur induite sur la solution du systéme par une perturbation ou une erreur d’ap-
proximation sur les données A ou B :

Théoréme 6.4.5. Soient B, B’ € M,, 1(K) avec B différent du vecteur colonne nul. On note X
la solution du systeme linéaire AX = B et X' la solution du systeme linéaire AX' = B'. On a
| X = X7 |1B - B|
1 X |B|
Démonstration. On a d’une part A(X — X') = B— B'ie. X — X' = A~ (B — B’) et donc

X - X'| < |4 1B - B,
D’autre part, B = AX donc || B|| < || A]|||X]| donc HTIII < w
Ainsi,

IX - x| ]
e = X = X
x| x|

< cond(A)

1Al
|B]

|B — Bl

< ||A7Y |B - B = 0
la~tj15 - B x 5

= cond(A)
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) . X—X' : .
En conséquence, l'erreur relative w sur la solution est d’autant plus petite que la

conditionnement de la matrice A (ainsi que l'erreur relative sur la donnée du second membre
”B”;Sf ”) est petit.
Le résultat relatif a la perturbation du premier membre autrement dit de la matrice A est

le suivant :

Théoréme 6.4.6. Soit B € M, 1(K) différent du vecteur colonne nul. Soit A" € GL,(K) et
notons X la solution du systéeme linéaire AX = B et X' la solution du systeme linéaire A’ X’ =

B. On a

ja— a4
TAT AT

| X —X|
= T

JA— 4 X - X'|
S COI].d A — <
B4 4)

_— e S COIld A
AT ] 4)

Démonstration. On a AX = B = A'X'donc 0,, = AX — A'X' = AX — AX' + AX' — AX =
AX - XN+ (A-A)X' dou X — X' =—-A"1 (A— A)X' et donc

X - X' = A (A- )X < A (A- )] |x]
A= flA = Al 1x7)
A - 4]
A
la— 2]
AT

NN

lA= A X7

= cond(A) | X7

Finalement, % < cond(A) H\f“l“;‘ﬁ’l\\.
Pour établir 'autre inégalité, on considére I'égalité 0, = AX — A'X' = AX —A'X +A'X —

AX' = (A= ANX + A(X = X) dott X — X' = —A" (A~ A)X et donc

IX - X'| = HAH(A - A’)XH < H‘A’*l (A— A

1X

< o [lia-apx)

-1 cond(A)
=l DA - g
-1
ja—aylla |

= d(A X

cond( )y X

. _ Y/ Al A/*l
Finalement, 13571 < cond(4) ”||HA—1H‘\H’ 0

Remarque 6.4.7. Par continuité de 'application qui & une matrice inversible de GL,, (K) associe
A'71
H\‘HA—H”' tend vers 1 quand A’ tend vers A (i.e. quand [|A — A’|| tend

son inverse, la quantité
vers 0).

Ainsi, le conditionnement de la matrice inversible A permet de majorer l'erreur (relative)
sur la solution du systéeme AX = B quand il y a perturbations sur les données du premier ou
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du second membre du systéme. Si ’on maitrise les erreurs d’approximations sur les données, on
peut alors maitriser les erreurs sur les solutions obtenues.

Un systéeme AX = B dont la matrice A posséde un conditionnement petit (proche de 1)
sera d’autant plus robuste face aux perturbations (i.e. sa solution sera peu sensible aux erreurs
sur les données) et on dira qu'un tel systéme est bien conditionné. Dans le cas contraire (si le
conditionnement de A est grand), on dira que le systéme est mal conditionné.




Chapitre 7

Matrices stochastiques et théorémes de
Perron-Frobenius

7.1 Introduction

On commence par un exemple de situation qui motive la progression du chapitre et les ré-
sultats qui y sont énoncés. Ces derniers sont appliqués dans d’autres situations plus générales
et complexes, comme 'algorithme de classification des pages web utilisé (en tout cas a ses dé-
buts) par un célébre moteur de recherche dont 'appellation commence par la septiéme lettre
de 'alphabet latin.

Remarque : Cet exemple est repris du cours des années précédentes et toute ressemblance
avec une situation existante lors de ’année en cours (2020) est absolument fortuite.

La situation que nous considérerons dans cet exemple introductif est celui de 1’évolution
d’une maladie donnée au sein d’une population donnée. Pour la maladie considérée, chaque
individu de la population revét I’'un des trois états suivants :

e M : Malade
e [ : Immunisé (sous-entendu pas malade)
e S : Sain (i.e. pas malade) mais non immunisé

D’une semaine sur 'autre, un individu peut “passer” d’un état a un autre : on parle de
transition d’un état & un autre. On modélise I’évolution de la maladie semaine aprés semaine par
la probabilité pour un individu de passer d’un état donné a un autre. Les différentes transitions
ainsi que leurs probabilités d’avénement sont représentées par le graphe suivant :

127
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0,9

0,8

0,5 0,5

Par exemple,

e la probabilité de passer, d'une semaine sur l'autre, de 1’état I a I’état S (i.e. de perdre son
immunité) est de 0,1,

e la probabilité de passer, d’une semaine sur 'autre, de 1’état S a I’état M (i.e. de tomber
malade) est de 0,5,

e la probabilité de passer, d’'une semaine sur l'autre, de I’état M a I'état M (i.e. de rester
malade) est de 0,2.

On peut rassembler les probabilités d’avénement des différentes transitions dans une matrice

I S M
| l |
0,9 0 0,8\ «I
0,1 0,5 0 S

0,5 0,2) <« M

appelée matrice de transition.

Chaque colonne de la matrice de transition donne les probabilités de passer d’un état donné
a 'un des trois états. Par exemple, la troisiéme colonne consiste en les probabilités de passer de
Pétat M a l’état I (0,8), de passer de 'état M a I'état S (0) et de passer de ’état M a 'état M
(0,2), i.e. les probabilités de passer a l'un des états (I, S ou M) “sachant que” l'on est a ’état
M (pour employer le langage des probabilités conditionnelles). Remarquons que les coefficients
de la matrice de transition sont positifs ou nuls et que, sur chaque colonne de la matrice de
transition, la somme des coefficients est égale a 1.

Notons A cette matrice. Elle va nous permettre de déterminer 1’évolution semaine aprés
semaine de 1’état de la population que 'on considére, en les termes suivants. Notons z la
proportion des individus qui sont immunisés (état I), y la proportion des individus sains (état

x
S) et z la proportion des individus malades (état M). On note ensuite V' := | y | € M3;1(R).
z
Remarquons que les coefficients de V' sont positifs ou nuls et que leur somme est égale a 1.
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Le vecteur V représente 1"état” de la population & une semaine donnée (désignée semaine
0). L’état de la population a la semaine suivante est le vecteur

0,92 + 0,8z
Vi:=AV = (0,12 + 0,5y
0,5y + 0,2z

Par exemple, 90% des personnes immunisées sont restées immunisées et 80% des personnes
malades sont devenues immunisées.

Si k € N, notons Vj, le vecteur de 1*‘état” de la population aprés k semaines. On a la relation
de récurrence Vi 1 = AVy, k € N, et donc, pour tout k € N,

Vi = A*V.

L’état aprés k semaines dépend donc de la puissance k™ de la matrice de transition A et de
I’état initial V' de la population.
Considérons la matrice

I S M
[ l

A% = /0,81 0,4 0,88 1T
0,14 0,25 0,08 — S
0,05 0,35 0,04/ <« M

Par exemple,
e le coefficient situé 0,14 sur la ligne 2 et la colonne 1 de A? est la probabilité de passer,

au bout de deux semaines, a I'état S sachant que ’'on était a I’état I a la semaine 0, i.e.
la probabilité de perdre son immunité au bout de deux semaines,

e le coefficient 0,05 situé sur la ligne 3 et la colonne 1 de A? est la probabilité de passer,
au bout de deux semaines, a I’état M sachant que 1’on était a I'état I & la semaine 0, i.e.
la probabilité de tomber malade au bout de deux semaines alors que 1’on était immunisé
lors de la semaine 0.

L’intérét de la matrice de transition A et de I’étude de ses puissances successives est ainsi
de pouvoir modéliser, comprendre, anticiper 1’évolution de 1’état de la population semaine aprés
semaine, et & long terme.

Ici, une étude numérique nous apprend que la suite (Ak) semble avoir une limite de la

keN
forme
0,7547... 0,7547... 0,7547...

0,1509... 0,1509... 0,1509...
0,0943... 0,0943... 0,0043...

ou les trois colonnes de la matrice sont identiques. Ainsi, au bout d’'un temps “suffisamment
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long”, i.e pour k assez grand, ’état de la population sera

0,7547... 0,7547... 0,7547... 0,7547... 0,7547... 0,7547...\ [z
0,1509... 0,1509... 0,1509...|V = [0,1509... 0,1509... 0,1509...| [y
0,0943... 0,0943... 0,0943... 0,0943... 0,0943... 0,0943...) \z
(0,7547 .. )a + (0,7547 .. )y + (0,7547 .. )z
= | (0,1509.. )z + (0,1509...)y + (0,1509...)z
(0,0943 .. )z + (0,0943 .. )y + (0,0943...)z
0,7547 . ..
= [0,1509...
0,0943. ..

(car z +y + z = 1) et ce, quel que soit ’état initial de la population.

Ces constats soulévent les questions suivantes :

e pourquoi la suite (Ak)keN admet-elle une limite et pourquoi toutes les colonnes de cette
limite sont-elles identiques ?

e peut-on déterminer 1*‘état limite” de la population a priori, i.e. sans passer par le calcul
des puissances successives de A7

Nous allons répondre au cours de ce chapitre.

Tout au long de celui-ci, n désigne un entier naturel non nul.

7.2 Matrices stochastiques et vecteurs stochastiques

La matrice A de I'introduction vérifie une propriété particuliére : ses coefficients sont tous
positifs ou nuls et la somme des coefficients de chaque colonne est égale a 1. Il s’agit de la
transposée d’une matrice dite stochastique :

Définition 7.2.1. Une matrice A de M, (R) est dite stochastique si tous ses coefficients sont
positifs ou nuls et si, sur chaque ligne de A, la somme des coefficients est égale a 1.

Exemple 7.2.2. La transposée de la matrice A considérée dans l'introduction est stochastique
(la matrice A ne l'est pas).

Remarque 7.2.3. Méme si cela peut paraitre moins “naturel”, en théorie des probabilités, la
matrice de transition est “traditionnellement” définie comme la transposée de la matrice que
nous avions considérée. Le vecteur de ’état initial prend quant a lui la forme d’un vecteur ligne
et on obtient I’état suivant en effectuant le produit & gauche de ce vecteur par la matrice de
transition.

On commence par établir quelques propriétés des matrices stochastiques que nous utiliserons
par la suite :
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Proposition 7.2.4. Soient A et B deuz matrices stochastiques de M,,(R). Alors le produit AB
est également une matrice stochastique.

Démonstration. Notons A = (a; ;) et B = (b;;) . Comme les matrices A et B sont

1<i,5<n 1<i,j<n

n n
stochastiques, on a, pour tout i € {1,...,n}, Z ajj=1et Z bij = 1.
j=1 j=1

Soit maintenant i € {1,...,n}. Si j € {1,...,n}, la coefficient a la ligne i et la colonne j de
n

AB est la somme Z a; kby j, qui est positive ou nulle, et la somme des coefficients de la ligne 4

k=1
de AB est donc

n n n
$ (S o) = S (S0
j=1 \k=1
n n
= Z a;k (car B est stochastique donc, pour tout k€ {1,...,n}, Z bij =
j=1

n
= 1 (car A est stochastique donc 2 ajr =1).
k=1

O

Proposition 7.2.5. La limite d’une suite convergente de matrices stochastiques de M, (R) est
une matrice stochastique.

Démonstration. L’ensemble
n
{(aij)lg,j@ eMu(R) | Vi,je{l,...,n}, a;; >0, et, Vie{l,...,n}, > a;; = 1}
j=1

des matrices stochastiques de M, (R) est un fermé de M, (R), d’ou le résultat. O

Corollaire 7.2.6. Soit A une matrice stochastique de M, (R). Si la suite (Ak)keN des puissances
successives de A converge, alors sa limite est une matrice stochastique.

Démonstration. En utilisant la proposition[7.2.4] on montre par récurrence que, pour tout k € N,
AF est une matrice stochastique. La suite (Ak) ey st donc une suite de matrices stochastiques
de M, (R) convergente : la proposition précédente permet de conclure. O

On définit également la notion de vecteur stochastique :

Définition 7.2.7. Un vecteur de R™ est dit stochastique si toutes ses coordonnées sont positives
ou nulles et si leur somme est égale a 1.

Exemple 7.2.8. Le vecteur V' considéré dans l'introduction est stochastique.

1)
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Remarque 7.2.9. Deux vecteurs stochastiques de R™ proportionnels sont égaux. En effet, soient
v=(v1,...,v,) et w = (wi,...,wy,) deux vecteurs stochastiques de R™ et supposons qu’ils sont
proportionnels : il existe A € R\{0} tel que w = Av (A ne peut étre nul car w est stochastique
donc en particulier différent du vecteur nul). On a alors

1:anwj=i)\vj=)\ivj=)\
j=1 7j=1 j=1

(v et w sont stochastiques) et donc w = v.

7.3 Matrices positives, strictement positives, primitives, irréduc-
tibles

Afin de comprendre et expliquer les phénoménes constatés dans I'introduction, nous appli-
querons le théoréme dit de Perron & des matrices stochastiques particuliéres. Afin de pouvoir
énoncer ce théoréme ainsi que le théoréme dit de Frobenius, nous introduisons les notions sui-
vantes :

Définition 7.3.1. Soit A = (a;;) € M, (R). On dit que A est :

1<i,j<n
e positive si pour tous i,j € {1,...,n}, a;; =0,
e strictement positive si pour tous i,j € {1,...,n}, a;; >0,

o primitive s’il existe k € N tel que la matrice A* est strictement positive,

o irréductible si pour tous i,j € {1,...,n}, il existe k € N (k dépend de i et j) tel que
(Ak)ij >0 ((Ak)ij désigne le coefficient a la ligne i et la colonne j de la matrice A¥).

Exemple 7.3.2. e Toute matrice stochastique est positive.
. 1 2 . . :
e La matrice 3 4 de M3(R) est positive mais non stochastique.

e Toute matrice strictement positive est positive.
e La matrice nulle 0,, de M,,(R) est positive mais non strictement positive.

e Toute matrice strictement positive est primitive.

. 0 -1
e La matrice <_1 1

positive (et donc non strictement positive).

o . 11 :
) est primitive (car son carré est la matrice ( 1 2)) mais non

e Toute matrice primitive est irréductible.
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01

e La matrice A := (1 0

) de Ma(R) est irréductible, car (A)12 > 0, (A)21 > 0 et, comme

1
A? = (0 (1)>, (A2)11 > 0, (A2)22 > 0, mais A n’est pas primitive car, pour tout p € N,

. 10 0 1 . o
les matrices A% = <0 1) et A%+ — <1 0) ne sont pas strictement positives.

e La matrice A de 'introduction est une matrice primitive (son carré A2 est une matrice
strictement positive) non strictement positive.

Remarque 7.3.3. Attention : il ne faut surtout pas confondre les notions de “positivité” de
matrices introduites ci-dessus avec les notions de matrice symétrique positive ou définie positive.
2 -1

A titre d’exemple, la matrice S := <_1 9

) est une matrice symétrique (définie) positive mais

n’est pas une matrice positive.

7.4 Les théorémes de Perron-Frobenius

Le théoréme de Perron porte sur le rayon spectral des matrices positives et primitives.
Nous montrerons une partie de ses conclusions sous des hypothéses plus fortes. Dans la section
suivante, nous appliquerons le théoréme de Perron aux matrices stochastiques primitives.

A la fin de cette section, nous énoncerons également, sans le démontrer, le théoréme de
Frobenius, qui porte sur les matrices positives et irréductibles.

Théoréme 7.4.1 (Théoréme de Perron). Soit A une matrice positive et primitive de M, (R).
Alors

1. le rayon spectral p(A) de A est une valeur propre (réelle) de A, de multiplicité 1 (ainsi
dim () = 1.

2. il existe un vecteur propre v de R™ de coordonnées strictement positives pour la valeur
propre réelle p(A) (on a E,4) = Vect{v}),

3. pour tout X € Spc(A)N\{p(A)}, N < p(A) (on dit que la valeur propre p(A) de A est
dominante).

Nous allons établir certaines de ces conclusions sous des hypothéses plus fortes. Précisément,
nous montrerons le résultat suivant et nous admettrons le cas général énoncé ci-dessus (pour
une preuve du théoréme de Perron [7:4.1] on renvoie au document de Bachir Bekka intitulé
“Le théoréme de Perron-Frobenius, les chaines de Markov et un célébre moteur de recherche”,
disponible sur sa page web).

Théoréme 7.4.2. Soit A une matrice strictement positive telle que p(A) = 1. Alors
1. p(A) =1 est une valeur propre (réelle) de A,

2. il existe un vecteur propre v € R™ pour la valeur propre p(A) = 1 de A, de coordonnées
strictement positives.
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Dans la preuve ci-dessous, nous utiliserons les notations suivantes :

I Y1
esiv= | |etw=/|: |sont deux vecteurs de R", on note v = 0 (resp. v > 0) si,
In Yn
pour tout i € {1,...,n}, z; =0 (resp. z; > 0), et v = w (resp. v > w) si v —w = 0 (resp.
v—w > 0) ie. si, pour tout i € {1,...,n}, z; = y; (resp. z; > y;),
Z1 ’21‘
e siu= | ! |estun vecteur de C", on note |u| le vecteur | : |deR"™:on a |u| = 0.

Démonstration du théoréme[7.4.4 Soit A € Spc(A) telle que |A| = 1 (existe car p(A4) = 1) et
soit u € C™ un vecteur propre (complexe) de A pour la valeur propre \.

On montre tout d’abord que |u| < Alu|. On a, d’une part, Au = Au donc, si z1, ..., 2z, sont
les coordonnées de u dans C",

| Az [Allz1] |21
|Auf = [Muf=| = |= =A==l
|Azn] [ Allzn] £
(car |A\| = 1). D’autre part, si on note A = <aij)1<ij<n7 pour tout i € {1,...,n}, la i*me

n
coordonnée (Au); du vecteur Au est Z a;jzj et on a
j=1

n

(lAul)i = [(Au)i| =

n n
< D laijl Iz = Y aijlzi] = (Alul);
j=1 j=1

aiij
j=1

(les coefficients de A sont réels et positifs). Ainsi,

[ul = [Au| < Alul.

Nous allons maintenant montrer que, nécessairement, |u| = Aju|. Pour cela, on procéde par
'absurde : on suppose qu’il existe i € {1,...,n} tel que (Au| —|u|); > 0. Comme A est une
matrice strictement positive, on a alors A (A|u| — |u|) > 0 (appliquer une matrice de coefficients
tous strictement positifs & un vecteur de coordonnées positives ou nulles avec au moins une

coordonnée strictement positive donne un vecteur de coordonnées strictement positives). Il

1
1+e€

choisir € de telle sorte que la plus grande coordonnée du vecteur eA|u| soit strictement plus
petite que la plus petite coordonnée du vecteur A (A|u| — |u|)).

existe alors € > 0 tel que A (Alu| — |u|) > eA|u] i.e. ( A) Alu| > Alu| (on peut par exemple
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1

1—+€A) est également & coeflicients strictement positifs

On a ensuite, puisque la matrice (

(et préserve donc la relation (%JFGA) Alu| > Alul),

2
(1A> Alu| > <1A> Alul > Al
1+e€ 1+e€

puis, par récurrence, pour tout k € N,

1 k
<A> Alu| > Alul.
1+e€

Or p (%ﬁA) = 1%6,0(14) = 1%6 < 1. D’aprés le théoréme |6.3.8| du chapitre précédent, la

k k
suite ((11614) ) converge donc vers 0. Le vecteur (iA) Alu| converge donc vers le
keN

k
vecteur nul et, en faisant tendre k vers +00 dans l'inégalité de vecteurs (ﬁA) Alu| > Alul,

on obtient que les coordonnées du vecteur A|u| sont négatives ou nulles, ce qui est impossible
car

® |u[ >0,
e u n’est pas le vecteur nul (car vecteur propre),

e la matrice A est strictement positive (i.e. tous ses coefficients sont strictement positifs).

Ainsi, nécessairement, |u| = Alu| i.e Alu| = |u| et, comme |u| n’est pas le vecteur nul,
1(= p(A)) est donc une valeur propre de A. De plus, |u| = Alu| > 0 car |u| = 0, u n’est pas le
vecteur nul et A est strictement positive. Le vecteur |u| de R™ est donc un vecteur propre pour
la valeur propre 1 = p(A) de coordonnées strictement positives. O

Corollaire 7.4.3. Soit A une matrice strictement positive. Alors
1. p(A) est une valeur propre (réelle) de A,

2. il existe un vecteur propre v € R™ pour la valeur propre p(A) de A, de coordonnées stric-
tement positives.

Démonstration. Comme A est une matrice strictement positive, p(4) > 0. En effet, si p(A) =
0, alors Spc(A) = {0} et donc x4 = (—X)", en particulier A est nilpotente, ce qui est en
contradiction avec le fait que A est strictement positive (car comme A est strictement positive,
pour tout k € N\{0}, A* est strictement positive).

On applique alors le théoréme|7.4.2[a la matrice ﬁA dont le rayon spectral est p <ﬁA> =

ﬁp(/l) = 1 : 1 est une valeur propre de ﬁA et il existe un vecteur propre v € R™ pour
la valeur propre 1 de ﬁA, de coordonnées strictement positives. Ainsi ﬁAv =v e Av =

p(A)v, et donc p(A) est une valeur propre de A, et v est un vecteur propre pour la valeur propre
p(A) de A, de coordonnées strictement positives. O
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Remarque 7.4.4. Les conclusions du théoréme de Perron ne sont plus vraies si 1'on retire

I’hypothése de positivité de la matrice A. Si 'on considére par exemple la matrice primitive
0 -1 .
M := 1 _1) de I'exemple [7.3.2 son polynéme caractéristique est xpr = X2+ X — 1 =

<X — _1%‘/5> (X — _1%‘/3 donc p(M) = 12—\/5 n’est pas une valeur propre de M.

On énonce ensuite le théoréme de Frobenius, théoréme que nous admettrons également (pour
une preuve du théoréme de Frobenius, on renvoie aux références citées dans le document de
Bachir Bekka déja mentionné plus haut). Ce théoréme généralise les deux premiéres conclusions
du théoréme de Perron aux matrices positives et irréductibles.

Théoréme 7.4.5 (Théoréme de Frobenius). Soit A une matrice positive et irréductible. Alors
1. le rayon spectral p(A) de A est une valeur propre de A, de multiplicité 1,

2. il existe un vecteur propre v de R™ de coordonnées strictement positives pour la valeur
propre réelle p(A).

Remarque 7.4.6. Si A est une matrice positive et irréductible, la valeur propre p(A) de A n’est
pas nécessairement dominante. Si on considére par exemple la matrice positive et irréductible

A= (? é) de Ma(R), Sp(A) = {—1;1} et la valeur propre p(A) = 1 de A n’est pas dominante.

7.5 Le cas des matrices primitives stochastiques

Nous allons & présent appliquer le théoréme de Perron au cas particulier des matrices pri-
mitives et stochastiques afin de répondre aux questions posées dans I'introduction.

Soit tout d’abord A une matrice stochastique quelconque de M,,(R).
Proposition 7.5.1. Le rayon spectral p(A) de la matrice stochastique A est 1.
1 1

Démonstration. Ona A | 1 | = | ¢ | (car sur chaque ligne de A, la somme des coefficients est

1 1
égale est 1) donc 1 est une valeur propre de A. En particulier, p(A) > 1.

D’autre part, p(A) < ||A||.,, par la premiére assertion du théoréeme [6.3.11] et || A||.,, qui est
la plus grande somme des valeurs absolues des coefficients sur les lignes de A par le théoréme
, est égal & 1 (car les coefficients de A sont positifs ou nuls et, sur chaque ligne, la somme
des coefficients est égale a 1).

Ainsi, on a

1<p(4) <1

ie p(4) =1. O

Nous allons & présent nous intéresser aux matrices stochastiques primitives, pour lesquelles
on peut appliquer le théoréme de Perron :
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Théoréme 7.5.2. Supposons que la matrice stochastique A est de plus primitive. Alors la suite
(Ak)keN des puissances successives de A converge, vers une matrice stochastique de la forme

xl PR xn
xl PR xn
ol 1, ...,T, € R forment un vecteur stochastique (z1,...,z,) € R™.
Remarque 7.5.3. e Avec les notations ci-dessus, le vecteur (x1,...,x,), présenté sous la
forme d’un vecteur ligne (CCl e a?n) € My »(R), est appelé état limite associé a A.

e Ce théoréme répond a la premiére des deux questions de l'introduction.

Démonstration du théoréme[Z.5. 3. On commence par triangulariser la matrice A, considérée en
tant que matrice de M,,(C), sous forme de Jordan : il existe P € GL,(C), s € N et pour tout
ie{l,...,s}, mi e N\{0} et \; € C tels que

piap—| mM

0 Ime(As)
De plus, pour tout i € {1,...,s}, |\;] <1 : en effet, comme A est stochastique, p(A) = 1 (par

proposition [7.5.1)) et, comme A est primitive, p(A) est une valeur propre simple de A et cette
valeur propre est dominante (par le théoréme de Perron : théoréme [7.4.1)).

Afin de simplifier les écritures, notons, pour i € {1,...,s}, J; := Jp,(A;). Alors, pour tout
keN, on a
1 0
Jk
Ak = p ! p
0 Jk

Pour tout ¢ € {1,..., s}, comme p(J;) = |A\;| < 1, d’aprés le théorémem la suite (Jf)k>0
de M, (R) converge vers la matrice nulle 0,,,. Ainsi,
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2 17 1 n
et, par continuité de ’application . plMP
1 0
k Oy -1
A¥ — P P
k—40 ..
0 O,
Déterminons enfin la forme de cette matrice limite. Comme la matrice A est stochastique,
1
le vecteur | @ | est un vecteur propre de A pour la valeur propre 1 = p(A4). Comme A est de
1
plus primitive, le sous-espace propre associé a la valeur propre p(A) est de dimension 1 (par le
1
théoréme de Perron). Le vecteur | : | constitue donc une base de E4 et on peut supposer sans
1
1
perdre de généralité que la premiére colonne de la matrice de passage P est le vecteur | : |. On
1
a alors
1
0 10 0
O,
P . = |:
' 10 0
0 O,
et, si (371 e mn) est la premiére ligne de P,
1 0
0 10 --- 0 T - Tp
Pl Pl Pt= '
0 ’ O, 1 0 0 T T
:'Ul e xn
Notons L cette matrice limite | : |- Comme
xl e xn

o AF — L,
k—400

e pour tout k € N, A¥ € M,,(R),
e M, (R) est un fermé de M, (C),

la matrice limite L est dans M, (R). De plus, comme la matrice A est stochastique, L est
également une matrice stochastique par le corollaire : le vecteur (z1,...,x,) est donc un
vecteur stochastique de R™. O
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Avec les hypotheéses et notations du théoréme ci-dessus, on souhaiterait pouvoir déterminer
I’état limite [ := (xl a:n) de la matrice stochastique primitive A sans passer par la
réduction de Jordan de A. La solution de ce probléme est donnée par la proposition suivante.
Il s’agit de la réponse a la deuxiéme question de 'introduction.

Proposition 7.5.4. Supposons que la matrice stochastique A est primitive et notonsl € My ,(R)
son état limite. La matrice A transposée de A posséde un unique vecteur propre associé d la
valeur propre 1 qui soit stochastique, et ce vecteur est le vecteur colonne 'l.

Démonstration. Comme la matrice A est primitive, se transposée ‘A I'est également (pour tout
k e N, (tA)k = t(Ak)). De plus, on a xtq = x4 donc 1 = p(A4) = p (tA) est une valeur propre
simple (par le théoréme de Perron [7.4.1)) de ‘A. L’espace propre E de 'A est donc de dimension
1. De plus, comme ‘A est primitive, d’aprés le théoréme de Perron il existe un vecteur
propre v pour la valeur propre p (tA) = 1 de 'A qui soient de coordonnées strictement positives.

Si on note v1, ..., v, les coordonnées du vecteur v, le vecteur w := —-—uv est alors un vecteur

2, v
i=1

stochastique de R™, qui est également un vecteur propre pour la valeur propre 1 de ‘A. Comme
FE est de dimension 1, tout vecteur propre stochastique de F4 sera proportionnel & w et donc
égal & w (remarque [7.2.9)).

Montrons & présent que w = ‘I. On a ‘Aw = w et donc, pour tout k € N, (tA)kw =w <
t(Ak) w = w. Comme la transposition est une application continue sur M, (R), si L désigne la
matrice limite de la suite des puissances successives de A, on a alors, par passage a la limite,
‘Lw = w, autrement dit w = Lw et w est donc dans 'image de la matrice ‘L. Or 'L = (tl |- tl)
et donc w € Im ‘L = Vect {tl}. Il existe donc un scalaire a € R tel que w = a'*l. Mais le vecteur
' =(ly,...,1,) est, comme le vecteur w, un vecteur stochastique donc finalement w = ‘I par la

remarque [7.2.9
]

Ainsi, si la matrice stochastique A est primitive, son état limite est 'unique vecteur ligne
stochastique [ tel que ‘Al = tl. Nous allons appliquer cette propriété a notre exemple introduc-
tif :

Ezemple 7.5.5 (Retour a 'exemple introductif). La matrice stochastique
0,9 0,1 0

A=(0 05 05
0,8 0 0,2

(il s’agit de la transposée de la matrice que nous avions considérée dans ’exemple) est primitive
car la matrice A2 est strictement positive, et 'état limite de A est le vecteur ligne stochastique
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= (ll lo l3) tel que

0,9 0 0,8\ /4 h
A= < (0,1 0,5 0 Iy | =112
0 0,5 0,2/ \l3 ls
(0,90, +0,8l5 =1,
< 40,111 + 0,50 =y
L 0,502 +0,2l3 =13
—-0,1h + 0,83 0
< 0,1l — 0,5l =0
0,5l — 0,83 =0
lh, =8l
« {1 "% eR
la =<l3
De plus,
8 53 5
l1+l2+l3=1©8l3+513+l3=1©€l3=1©l3=§,
donc I’état limite de A est le vecteur ligne [ = (% % %) = (O, 7547... 0,1509... 0,0943...).

Le théoréme de Perron a également été utilisé pour le classement des pages web :

Ezemple 7.5.6. Notons W := {x;,i € I} 'ensemble des pages web présentes sur le “World Wide
Web”, ott I :={1,..., N} avec N entier supérieur a 13 x 10'3.

On forme un graphe avec ces pages webs : pour 7,j € I, on écrit x; — x; si la page x;
contient un lien vers la page z; (on dit alors que z; pointe vers x;).

Si, pour i € I, la page x; contient au moins un lien, on fait I’hypothése que chacun des liens
présents sur la page x; pointe vers une page différente et que, depuis la page x;, la probabilité
de cliquer sur I'un de ces liens est toujours la méme : si on note d; le nombre de liens présents
sur une telle page x;, cette probabilité est de d%.

Pour tous ¢, j € I, on pose alors

1 . .
. {di sl x; pointe vers x;,
a;j =

0 si z; ne pointe pas vers x;,

et on forme la matrice de transition A := (aij)lgijgN (et, par exemple, si i,j € {1,...,n}, le
N
coefficient (AQ)U = Z a;pay; de A? est la probabilité, partant de la page x;, d’aboutir a la
k=1
page z; en deux clics).
N

Soit ¢ € I. Remarquons que s’il y a au moins un lien sur la page x;, alors la somme Z a; j
Jj=1
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des coefficients de la ligne i de A est Z dl =d; X dl =1 et que, s’il n’y a aucun lien
j | i — ] ) i
sur la page x;, tous les coefficients de la ligne ¢ de A sont nuls. Afin de “rendre” cette matrice
stochastique, on remplace tous les coefficients des lignes nulles de A, lignes qui correspondent
a des pages sans lien, par % On note A la matrice ainsi obtenue, qui est alors une matrice
stochastique.
Cependant, la matrice A nest pas nécessairement primitive. Pour remédier & cela, on consi-

dére la matrice N
Gy =aA+(1—-a)E

ot a €]0;1[ et E est la matrice de My(IR) dont les coefficients sont tous égaux & 4. Alors la
matrice G, est stochastique et strictement positive (en particulier primitive) : on peut donc
lui appliquer le théoréme [7.5.2] et la proposition [7.5.4] En classant ensuite les coordonnées du
vecteur d’état limite de cette matrice de la plus grande & la plus petite valeur, on obtient un
classement des pages web, suivant “leur probabilité d’étre visitée a la limite”.

Dans la pratique, il faut choisir un nombre « qui soit “proche” de 1 pour que la matrice G,
soit “proche” de la matrice fT, mais “pas trop proche” pour que le calcul de I'état limite ne soit
“pas trop difficile”. Dans les derniers documents publics détaillant cette méthode de classement
des pages web, «a avait été choisi égal a 0, 85.
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Chapitre 8

Résolution de systémes linéaires,
décompositions LU et décomposition

de Cholesky

8.1 Introduction

Soit K = R ou C et soit n un entier naturel non nul.
Soient une matrice A € M,,(K) et un vecteur colonne B € M, 1 (K), et considérons le systéme
linéaire
(S) AX =B
de vecteur inconnu X € M, ;(R). L’objectif de ce chapitre est de présenter des méthodes de
résolution d’un tel systéme qui soient “peu” cotiteuses en calculs pour n “grand”.

Supposons tout d’abord que A est une matrice inversible. Dans ce cas, le systéme (S) posséde
une unique solution X = A~'B. En particulier, le calcul de l'inverse A~! de A permet de
résoudre le systéme (S). Une méthode de calcul de cet inverse consiste & déterminer les vecteurs

colonnes de la matrice A~! = (Y1| e |Yn) a ’aide de la résolution des n systémes linéaires
AT, =X,
AY, =X,

de vecteurs inconnus Y7,...,Y, € M, 1(R), ot, pour i € {1,...,}, X; désigne le vecteur colonne

de M,, 1 (R) dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la ™€ coordonnée qui est 1 : on a
AAT =1, ssi A(V]--|Ys) = (Xa| -+ |1X,) ssi Vie {1,...,n},AY; = X;.

Dans la visée de la résolution du seul systéme (S), cette méthode est bien trop cotteuse en
calculs. Il faut donc recourir & d’autres méthodes plus “efficaces”.

143
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Par exemple, lorsque A, en plus d’étre inversible, est une matrice triangulaire supérieure,
il existe une méthode permettant de résoudre le systéme (S) avec un minimum de calculs :
la méthode dite de remontée. Cette méthode consiste a partir de la derniére équation du
systéme (S) et puis “remonter” les équations une & une pour déterminer successivement les
coordonnées du vecteur solution. Précisément, on procéde de la maniére suivante. Notons

aip -c Qg b1 1
A= . |, B=]:letX =11 | alors
0 Ann bn, Tn
a1 - ain\ (71 by
(S) AX=B < : =
0 Ann T by,
41121+ ...+ a1pTy, =0b1
< A
annTn = by
41121+ ...+ a1pTy, = b1
< A :
_ b
In - aﬂ:Ln
a1x1 + + a1 nTn =b
< A
Up—1n—1Tn—1 + Gn—1nTn = bp_1
_ b
. In B annn
.
a11T1 + ...+ a1nTn = b
< 4 L
Tp—-1 = G 1mo1 (bn—l - (an—l nxn))
_ 1
In - ann
)
1
xr1 = ﬁ(bl—(a12x2+...+a1n$n))
1
T2 = E(bQ—(agga?g-F...-l-ain‘n))
< 9
1
Ipn—-1 = G 1m1 (bn—l - an—1n$n>
_ by
In - Ann
(il est ici & noter que, pour tout i € {1,...,n}, a;; # 0, car A est inversible). On dit que 'on
T
a obtenu la solution X = | : | du systéme (S) par “remontées successives’ : on obtient une

In
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coordonnée x;, i € {1,...,n}, & partir des coordonnées x;, j > i déterminées “plus bas”. Les
calculs mis en ceuvre dans cette méthode sont en particulier simples et “peu” nombreux.

Ezxemple 8.1.1. On considére le systéme

1 -2 5§ x 2 T—2y+52 =2
(S) (0 —4 3 yl=10]|< —4dy+3z =0
0 0 -1/ \z 3 _, =3
x
de vecteur inconnu | y | € M3 1(R). Alors
z
r—2y+5z =2 (2 —2y+52 =2
(S) —dy+32z =0 < { —4y+3z
-z =3 L z =-3
(2 —2y+52 =2
< y ==
L =-3
r =2+42x (-9 -5x(-3)=2%
- dy =
z =-3

Remarque 8.1.2. On peut adapter la méthode de remontée décrite ci-dessus dans le cas ou A
est une matrice triangulaire supérieure non inversible (i.e. au moins un coefficient diagonal de
A est nul). Considérons par exemple les deux systémes suivants.
x
Soit | y | € M31(R). Alors le systéme
z

37 0\ [z 1 3z + Ty =1
00 2 yl=17 = 2z =

0 0 -5 z —2 5y = _9
13x+7y =1

= 2z =7

2

=3

3z + Ty

SIS

N
n O
|
gl N
|
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n’a pas de solution, et le systéme

1 -2 3\ [z 5 r—2y+3z =
0 4 5)lyl=1[1] = dy + 5z =
0O 0 O z 0 0 =0
rT—2y+3z =
= y _1—45z
L 0 =0
T _5_’_2(1;52) 3 113112
< 1-5z
Yy =73
a pour ensemble de solutions
11—11z 11 —11
2 2 2
T S Y O P i A RS
z 0 1

Si la matrice A est triangulaire inférieure, il existe une méthode dite de descente, analogue
de la méthode de remontée pour les systémes triangulaires supérieurs. On illustre la méthode
x

de descente avec le systéme triangulaire inférieur suivant : si | y | € M3 1(R), alors

z
2 0 0\ [z 3 (22 =3
-1 7 0)lyl=1| 2 = —x+ Ty =2
L3 4/ \» -1 | z+3y+4z =-1
3
X =2
< —x+ Ty =2
(| z+3y+4z =-1
3
[
1 3 1
< Y 7(2+3) =3
lz+3y+4z =-1
( 3
=2
& A :
1 3 1
2 =3(-1-5-3x3)=-1

Les méthodes de résolution des systémes linéaires que nous allons présenter dans ce chapitre
vont consister en des “factorisations matricielles” permettant de se ramener & des systémes
triangulaires, systémes triangulaires que I'on résout ensuite a I'aide des méthodes de remontée
et/ou de descente décrites plus haut.

Nous allons étudier une méthode qui permet de ramener la résolution du systéme (S) a la
résolution d’un systéme triangulaire supérieur.
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8.2 Meéthode du pivot de Gauss pour la résolution de systémes
linéaires

Considérons le systéme (S) AX = B comme dans l'introduction, avec A € M, (R) quel-
conque. Une premiére méthode de résolution de ce systéme consiste a lui appliquer 'algorithme
du pivot de Gauss : en utilisant des “pivots”’, on effectue des opérations sur les lignes de A et
sur les coordonnées du vecteur colonne B (les mémes), de fagon a se ramener a un systéme
triangulaire supérieur, pour lequel on peut alors employer la méthode de remontée.

On introduit cette méthode avec I'exemple suivant. On suppose que A est la matrice

) 2 1 12
5 —6 2] de M3(R) et que B est le vecteur colonne | —1 | de Mz ;(R). Alors, si X =
—4 2 1 3
x
Y| € M371(R),
z
Sx+2y+z =12 5 2 1 T
(S) AX =B < br—6y+2z =-1 < 5 —6 2)|y]|=
—Adz+2y+2z =3 -4 2 1 <
Sr+2y+ z =12 5 2 1 T
< y —8y+ z =-13 < 0 -8 1 y|=
Ly—Ly—Li, Ly—L3+24L 18 9
2 2 1 3 3T 51 %y + %Z _ % 0 23 £ z
Sr+2y+z =12 5 92 1 T
< —8y+z =-13 < 0 -8 1 y|=
Ls—Ls+ 5L 9 27 0o 0o 2/\z
ZZ = 1 4

Ce dernier systéme étant triangulaire supérieure, on peut le résoudre par remontée et on a

finalement
v o=3(12-(@2y+2)=5012-(2x2+3)) =1

(S)e <y =-3(-13—2)=—-3(-13-3) =2
z = % X %7 =
T 1
et le systéme (S) posséde donc une unique solution |y | = | 2 |.
z 3

Les opérations sur les lignes du systéme effectuées ci-dessus & chaque étape de l'algorithme
du pivot de Gauss reviennent & multiplier & gauche la matrice A et le vecteur B par certaines
matrices particuliéres, appelées matrices d’élimination :

12

—13
63

12

—13
27
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Définition 8.2.1. On appelle matrice d’élimination toute matrice de la forme

k
l
1
1 — k
QK41
fa7% 1
(ou tous les coefficients non indiqués sont nuls) avec k € {1,...,n} et agy1,...,an € K. La
matrice ci-dessus est notée Ex(oi1,...,0n).
Reprenons notre matrice A quelconque de M, (K) et notons Lq,..., L, ses lignes (dans
lordre). Alors :
Lemme 8.2.2. Soient k € {1,...,n} et agi1,...,an € K. La matrice Ex(ogi1,...,0n)A est
la matrice obtenue & partir de la matrice A en ajoutant, pour tout k€ {l +1,...,n}, ayLy a la
ligne L.
Démonstration. Soit | € {k + 1,...,n} alors, pour tout j € {1,...,n}, le coefficient situé a la
ligne [ et la colonne j de la matrice Ejy(og1,-..,0n)A est agarj + ag;. a

Dans I'exemple ci-dessus, la premiére étape de ’algorithme consistait a multiplier a gauche

1 00
A et B par la matrice d’élimination Ej (—1, %) = |—-1 1 0], la deuxiéme & multiplier a
4
: 01
5

gauche la matrice F (—1, %) A et le vecteur Eq (—1, %) B par la matrice d’élimination F» (2%) =
1 0 0
0 1 0] Autrement dit, pour passer du systéme initial (S) au systéme triangulaire de la
0 55 1

fin de I'algorithme, nous avons multiplier & gauche la matrice A et le vecteur B par la matrice

9 4 9 1 0 0 1 0 0
Mi=E (=B (-1-)=B(=)[-110]=(-1 1 0
20 ) 20 19 1 79 4
5 20 20
Remarque 8.2.3. e Pourke {1,...,n}et agsq,...,a, € K, lamatrice d’élimination Fy (a1, . ..

est inversible d’inverse Ex(—agi1,-.., —Qp).
e Pour ke {1,...,n} et agy1,...,apn € K det (Egx(agit,.-.,an)A) = 1.

e La matrice identité I,, est une matrice d’élimination : I,, = E1(0,...,0).

,Oén)
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Lorsque I'on applique 'algorithme du pivot de Gauss pour résoudre un systéme linéaire, on
peut également étre amené & effectuer un échange de lignes pour “déplacer” un pivot a la “bonne
place”. Par exemple, dans le systéme

01 1 T
1 01 yl=120
1 11 z

le coefficient situé a la ligne 1 et la colonne 1 de la matrice est nulle et on échange alors, par
exemple, les deux premiéres lignes de la matrice, afin de se ramener au systéme équivalent

1 0 1\ [z 0
01 1)|{yl=1[-1
11 1) \z

ou le coefficient non nul situé a la ligne 1 et la colonne 1 peut étre utilisé comme premier pivot.
Les échanges de deux lignes ainsi appliqués au cours de l'algorithme du pivot de Gauss
correspondent a des multiplications & gauche par des matrices dites de transposition :

Définition 8.2.4. On appelle matrice de transposition toute matrice obtenue a partir de la
matrice identité I,, en échangeant deux lignes. Pouri,j € {1,...,n}, la matrice de transposition
obtenue en échangeant les lignes i et j de I, est notée T; ;.

Lemme 8.2.5. Soient i,j € {1,...,n}. La matrice T; ;A est la matrice obtenue & partir de la
matrice A en échangeant les lignes i et j de A.

Démonstration. Soit k,l € {1,...,n}. Si k¢ {i,7}, le coefficient situé a la ligne k et la colonne
n

[ de la matrice T; ;A est Z Ok,m@mi = ak. Le coefficient situé a la ligne ¢ et la colonne [ de
m=1
la matrice T; ; A, quant & lui, est a;;. Enfin, le coefficient situé a la ligne j et la colonne [ de la

matrice T; ;A est lui a;;. O

Dans 'exemple considéré plus haut, on a multiplié & gauche la matrice et le vecteur consi-
010
dérés par la matrice de transposition 712 = (1 0 0
0 0 1
Remarque 8.2.6. Soient i,j € {1,...,n}. On a
o EJ = z}vi’
e la matrice T; ; est inversible et 'inverse de T; ; est T; ; elle-méme,
e det (T;,) = —1.

Nous allons & présent montrer que la méthode du pivot de Gauss pour la résolution de
systémes linéaires fonctionne toujours, autrement dit qu’il est toujours possible, & partir d’un
systéme (S) AX = B quelconque, de se ramener a un systéme triangulaire supérieur a l'aide
d’opérations élémentaires sur les lignes, i.e. & ’aide de produits a gauche par des matrices
d’éliminations et de transpositions :
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Théoréme 8.2.7 (Méthode du pivot de Gauss). Il existe une matrice M € GLy,(K), produit
de matrices d’éliminations et de transpositions, telle que M A soit une matrice triangulaire
supérieure.

Remarque 8.2.8. Si M est une telle matrice alors, en particulier, le systéme (S) AX = B est
équivalent au systéme M AX = M B, qui est triangulaire supérieur.

Démonstration du théoréme[8.2.7. On montre le résultat par récurrence sur n. Précisément, on
montre que pour tout n € N\{0}, pour tout A € M,,(K), il existe une matrice M € GL,,(K), pro-
duit de matrices d’éliminations et de transpositions, telle que M A est une matrice triangulaire
supérieure.

Le résultat est vrai pour n = 1 car toute matrice carrée de taille 1 est en particulier trian-
gulaire supérieure.

Supposons & présent la propriété veérifiée au rang n — 1 pour n € N\{0, 1} fixé et reprenons
notre matrice quelconque A de M, (K).
Si la premiére colonne de A est nulle, A est de la forme

ou B € M,,_1(K) : d’aprés I'hypothése de récurrence, il existe alors une matrice N € GL,,_1(K),
produit de matrices Ni,..., N, ot m € N et, pour tout s € {1,...,m}, Ny est une matrice
d’élimination ou une matrice de transposition de M, _;(K), telle que NB soit une matrice
triangulaire supérieure de M,,_1(K). Si 'on note alors

10 0
0
M= . € GL,(K).
: N
0
et, pour tout s € {1,...,m},
10 0
0
Mg := | . € GL,(K)
: N
0
m
onaM = H M. De plus, pour tout s € {1,...,m}, si Ny est une matrice d’élimination, resp.
s=1

de transition, de M,,_;(K), alors My est une matrice d’élimination, resp. de transposition, de
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M,,(K). Enfin, la matrice

1 0 0 0 = * 0 *
0 0 0
MA=| . . =
: N : B : NB
0 0 0

est triangulaire supérieure.

Supposons maintenant que la premiére colonne de A soit non nulle, et notons iy le plus petit
indice 7 € {1,...,n} tel que a;; # 0. Si ip # 1, on multiplie tout d’abord a gauche la matrice
A par la matrice de transposition Tj, ; (afin d’échanger les lignes ig et 1 de A) et on considére
/

i ) 1<i,j<n’
on a dans tous les cas a); # 0 et on peut alors multiplier, & gauche, la matrice A’par la matrice

alors la matrice A’ := T;, 1 A. Si ip = 1, on pose A" := A. Ainsi, si on note A’ = <a

d’élimination F := F; <f Ziﬁ ey letll—i) afin d’éliminer les autres coefficients de la premiére
colonne de A" : on a
al 1 * *
pa— |’
: B
0

ou B € M,,_1(K). On applique ensuite I’hypothése de récurrence & B comme dans le cas précé-
dent : reprenant les mémes notations, le produit

1 0 --- 0 alll * e * a/11 * *
VEA 0 0 0
I N : B I NB
0 0 0

est une matrice triangulaire supérieure, et la matrice M E T; 1, resp. M E, est bien une matrice
inversible produit de matrices d’éliminations et de transpositions. O

8.3 La décomposition LU

La décomposition dite LU consiste en la “factorisation” de matrices vérifiant une certaine
condition de “régularité” en le produit d’une matrice triangulaire inférieure (L pour “Lower”)
par une matrice triangulaire supérieure (U pour “Upper”). Cela permet de ramener la résolution
de systémes linéaires mettant en jeu ces matrices particuliéres a la résolution de deux systémes
triangulaires.

Précisément, la décomposition LU existe pour les matrices dont toutes les sous-matrices
principales sont inversibles :

Définition 8.3.1. Soit A € M,,(K) et soit i € {1,...,n}. La sous-matrice principale de taille i
de A est la sous-matrice de A obtenue en en supprimant les n — i derniéres lignes et n — i
derniéres colonnes. On appelle également mineur principal d’ordre i de A le déterminant de la
sous-matrice principale de taille i de A.
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5 2 1
Exemple 8.3.2. Les sous-matrices principales de la matrice | 5 —6 2 | sont (5), (5 2 )

-4 2 1 > 6
5 2 1
et | 5 —6 2|, et les mineurs principaux de A sont donc 5, —40 et —90.
-4 2 1

Soit A € M, (K).

Théoréme 8.3.3 (Décomposition LU). On suppose que tous les mineurs principaux de A sont
non nuls (i.e. toutes les sous-matrices principales de A sont inversibles). Alors il existe des
matrices L et U de GL,,(K) uniques telles que

o L est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonauz sont égaux
al,

o U est une matrice triangulaire supérieure,
e A=LU.

Remarque 8.3.4. Si tous les mineurs principaux de la matrice A sont non nuls, alors A est en par-
ticulier inversible (car la sous-matrice principale d’ordre n de A est A elle-méme). La réciproque

est fausse : par exemple, le mineur principal d’ordre 1 de la matrice inversible <(1) é) € My(R)

est égal a 0.

La démonstration de 'existence de la décomposition LU va consister & appliquer 'algorithme
du pivot de Gauss. Dans la preuve du théoréme [8.3.3] nous aurons également besoin du lemme
suivant :

Lemme 8.3.5. Supposons que tous les mineurs principaur de A sont mon nuls, et soit B €
M,,(K) une matrice d’élimination. Alors tous les mineurs principaux de la matrice produit EA
sont non nuls.

Démonstration. Soit i € {1,...,n}. Notons A; la sous-matrice principale de taille i de A. Alors
A; B
)
avec B € M;,,—i(K), C € M,,—; ;(K) et D € M,,—;(K). Quant & la matrice d’élimination E, elle

est de la forme
E’ Oi,n—i
c' D

ou E' € M;(K) et D’ € M,,_;(K) sont également des matrices d’éliminations, et C’ € M,,_; ;(K).
On a alors

EA — £’ Oi,n—i A; B _ E’Ai+0,;,n_i(§' E/B+Oi7n_iD . E/AZ' E'B
\C" D C D) \ C'A;+DC C'B+D'D ) \C'A;+D'C C'B+D'D
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et la matrice principale de taille 7 de EA est donc la matrice E'A;. Or
det(E'A;) = det(E')det(A;) = det(A4;) # 0.
O

Démonstration du théoréme[8.3.3. On montre tout d’abord 'existence de la décomposition LU
de A, par récurrence sur n : on montre que pour tout n € N\{0}, toute matrice A € M, (K)
dont les mineurs principaux sont tous non nuls admet une décomposition A = LU telle que
L € GL,(K) est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont
égaux a 1, U € GL,(K) est une matrice triangulaire supérieure et A = LU.

Pour n =1, si (a) € M;(K) est inversible (i.e. a # 0), alors (a) = (1) (a) est une décompo-
sition LU pour (a).

Maintenant, supposons la propriété vérifiée au rang n—1 pour n € N\{0, 1} fixé, et reprenons
notre matrice A € M,,(K) dont tous les mineurs principaux sont supposés non nuls.
Notons A = (a; ) . On applique la premiére étape de l'algorithme du pivot de Gauss

1<i,j<n
a A en choisissant le coefficient a1 comme pivot : a11 est le mineur principal d’ordre 1 de A et
est donc non nul. Si 'on note E; := E (—%, cee, —%), on a alors
air ai2 -+ Qin
0
WA=
. A/
0

ou A" € M,,_1(K). Soit ¢ € {1,...,n — 1} et notons A} la matrice principale d’ordre i de A’ et
(E1A);+1 la matrice principale d’ordre i + 1 de E1A. On a

a1 air2 --° Ali+1

0
(E1A)ip1 =
: Al
0
et, d’aprés le lemme(8.3.5) det ((E1A);41) # 0. Or det ((E1A4);+1) = aq1det (A}) donc det (A) # 0.
On a ainsi montré que tous les mineurs principaux de la matrice A’ de M,,_1(K) étaient non
nuls. On peut appliquer I'hypothése de récurrence 'hypothése de récurrence a A’ : il existe une

matrice triangulaire inférieure L' € GL,,_1(K) de coefficients diagonaux tous égaux a 1 et une
matrice triangulaire supérieure U’ € GL,,—1(K) telles que A’ = L'U’. On a alors

a1 ai2 o+ Gip 10 -+ 0\ fa11 ai2 -+ ain

0
EA= . =1. )
: Lo’ : L : U’
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et on pose
10 0 10 --- 0 a1l a2
0 0 0
L:= (El)fl . = F; (Cm,...,anl> . et U := .
: L aii ari : L : U’
0 0 0

La matrice L est une matrice triangulaire inférieure de GL,,(K) dont tous les coefficients dia-
gonaux sont égaux & 1 (car L' € M,,_1(K) et (E1)~! € M,,(K) sont des matrices triangulaires
inférieures de coefficients diagonaux tous égaux a 1) et U est une matrice triangulaire supérieure
inversible de M,,(K) (car U’ est une matrice triangulaire supérieure inversible de M,,_;(K) et
aj1 #0).

On montre enfin 'unicité de la décomposition LU de A : soit L € GL,(K) une matrice
triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1 et soit Ue GL,(K)
une matrice triangulaire supérieure telles que A = LU. On montre que L=LetU="U.

On a LU = LU et donc L™'L = UUL. Or le produit L~'L est une matrice triangulaire
inférieure dont tous les coefficients dlagonaux sont égaux a 1 (car L, L et donc L1 sont toutes
de telles matrices) et le produit UU! est une matrice triangulaire supeneure (car U Uet U™ !

sont toutes de telles matrices). Ainsi, nécessairement, L'L=0UU"'=1, etdonc L =1L et
U="U. O
5 2 1
Ezemple 8.3.6. On calcule la décomposition LU de la matrice A :== | 5 —6 2| e M3(R)
-4 2 1
dont tous les mineurs principaux sont non nuls (exemple 8
1 00 d e f
Nous savons qu'il existe L := [a 1 0] e GL3(R) et U : 0 g h|e GL3(R) telles
b ¢ 1 0 0 k
que
5 2 1 1 0 0\ /d e f
A=|5 -6 2]=|a 1 0]|10 g h].
-4 2 1 b ¢ 1/ \0 0 k
On a alors
1.d=5,e=2, f =1, ainsi
5 2 1 1 0 0\ /5 2 1
5 —6 2)=(a 1 0|0 g h
-4 2 1 b ¢ 1) \0 0 k
2. 5=axb5donca=1,et —4—bx5d0ncb——g,ain51

5 2 1 1 00\ /5 21
5 =6 2]=|1 10||0 g h
-4 2 1 -3 ¢ 1/\0 0 &k

a1n
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3. 6=1x24+1xgdoncg=—-8,et2=1x1+4+1xhdonch =1, ainsi

5 2 1 1 00\/5 2 1
5 —6 2|=|1 10]f0 =8 1
-4 2 1 -3 ¢ 1)\0 0 &k

4. 2 = (—%) X 2+ ¢ x (—=8) donc ¢ = —2%, ainsi
5 2 1 1 0 0\/5 2 1
5 —6 2]=11 1 o)Jfo -8 1
4 9
-4 2 1 -5 —55 1 0 0 k
5 1:(_%) X1+(—%) X1+1xkdonck=%,ainsi
5 2 1 1 0 0\/5 2 1
4 9 9
—4 2 1 -3 -2 1 0o o0 2

et cette derniére expression est la décomposition LU de A.
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Supposons que tous les mineurs principaux de la matrice A soient non nuls. Comme illustré
par 'exemple ci-dessus, le calcul de la décomposition LU de A est peu cotiteux en calculs. De
plus, si B est un vecteur colonne de M, ;(R), cette factorisation nous permet de résoudre le
systéme (S) AX = B, de vecteur inconnu X € M, 1(R), de maniére particuliérement efficace.

En effet,
AX =B ssi L(UX) = B.

Ainsi, X € M, 1(R) est 'unique solution du systéme (S) (unique car A est inversible) si et
seulement si le vecteur UX est I'unique solution Y € M,, ;(R) du systéme LY = B (L est
inversible). Résoudre le systéme (S) revient donc & résoudre successivement le systéme LY =
B puis le systétme UX = Y (U est également inversible), qui sont tous deux des systémes
triangulaires que I’on peut donc résoudre a l'aide des méthodes de remontée et de descente.

) 2 1
Ezemple 8.3.7. Onreprend lamatrice A:= | 5 —6 2 |e M3(R)de’'exemple
-4 2 1
et on résout le systéme
1
AX =12
3
x
de vecteur inconnu X = | y | € M31(R).
z
La décomposition LU de A est
1 0 5 2 1
A= 1 1 0 0 -8 1
4 9 9
-5 —w 1/ \0 0 7

8.3.6

précédent
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1 0 0 5 2 1
notons L := 1 1 0]etU := |0 —8 1| Pour résoudre le systéme AX = B, on
—4 _9 7 o o 2
5 20 4
1 a
commence par résoudre le systéme LY = | 2 | de vecteur inconnu Y = [ b | € M3 ;(R) : on a
3 c
1 1 0 0\ /a 1
LY =12] <« 1 1 0 bl=12
4 9
a _
= a+b =
4 9
—ga %b-f-c —3
a _
= b —-1=1
4 9
—5a 70b+c 3
a =1
< b =1
4 9 17
C :3+5X1+%X1:I
1
Puis on résout le systéme UX = | 1 on a
17
4
1 5 2 1 x 1
UX=11 = 0 -8 1 yl=11
17 9 17
T 00 3/ \z T
Sr+2y+z2z =1
< A —8y+z =1
9, _ 17
¢ T 7
dr+2y+z2z =1
<= —8y+z =1
J5az+2y+z =1
1 17 1
< y =—s01-%)=3
_ 1 117y _ 10 _ _ 2
v =5(1-2x5-%)=-F=-35
< QY —%
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-2 1
et le vecteur X = £ [ 1 | est 'unique solution du systéme AX = | 2 |.
17 3

©l|

8.4 La décomposition PLU

Une généralisation de la décomposition LU existe pour toute matrice de M, (K). Cette
décomposition fait apparaitre, en plus d’'une matrice triangulaire inférieure de coefficients dia-
gonaux tous égaux a 1 et d’'une matrice triangulaire supérieure, une matrice dite de permutation,
due aux éventuels échanges de lignes dans ’application de 1’algorithme du pivot de Gauss.

Définition 8.4.1. Une matrice de permutation de M, (K) est une matrice dans laquelle chaque
ligne et chaque colonne ne contient qu’un seul coefficient non nul, égal a 1.

Remarque 8.4.2. e Une matrice de permutation est obtenue par permutation (au sens du
groupe symétrique) des lignes de la matrice identité I, i.e. en appliquant une permutation
du groupe symétrique &,, a ’ensemble des lignes de la matrice I,. Il est a noter que, une
permutation de G,, étant une composition de transpositions et une matrice de transposi-
tion (définition étant obtenue en appliquant une transposition (au sens du groupe
symétrique) a l'ensemble des lignes de la matrice I,,, une matrice de permutation est un
produit de matrices de transpositions.

e Si P € M,,(K) est une matrice de permutation obtenue en appliquant une permutation
o € G, aux lignes de la matrice identité I,,, det(P) = €(o) ou €(o) désigne la signature
de la permutation o. En particulier, P est inversible.

e P € M,(K) est une matrice de permutation obtenue en appliquant une permutation
o € 6, aux lignes de I,,, et si M € M,,(K), la matrice produit PM est la matrice obtenue
& partir de M en appliquant la méme permutation ¢ aux lignes de M.

Considérons donc maintenant une matrice A quelconque de M, (K). On a le résultat de
décomposition /factorisation suivant :

Théoréme 8.4.3 (Décomposition PLU). Il existe des matrices P, L et U de M,,(K) telles que
e P est une matrice de permutation,

o L est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonauz sont égaux
al,

o U est une matrice triangulaire supérieure,
e A=PLU.

Dans la preuve de ce théoréme, on utilisera, comme dans la preuve du théoréme de
décomposition LU, I’algorithme du pivot de Gauss mais en faisant, ici, également intervenir des
échanges de lignes. On emploiera également le lemme suivant :
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Lemme 8.4.4. Soient i,j,k € {1,...,n} tels que k < i < j. Soient aji1,...,a, € K et
considérons les matrices de transposition T;; et d’élimination Ei (ogt1,...,0n) de M, (K).
Alors

By (g1, om) T =T jEg (Qky1, - oo Qy oo, 0y ooy Qi)

Démonstration. Commengons par remarquer que multiplier a droite une matrice M € M, (K)

par une matrice de transposition T4, r,s € {1,...,n}, r # s, échange les colonnes r et s de la
matrice M.
Considérons ensuite la matrice Fy (g1, - .., ). 1l s’agit de la matrice
k
l
1
1 — k
Ok+1

o, 1
La matrice Ej, (41, - - ., o) Tj j, obtenue en échangeant les colonnes i et j de By, (ogy1, ..., ),
est la matrice obtenue en échangeant les lignes i et j de la matrice Ej, (g1, -+ -5 @5, ..., Qy ..., 0),
i.e. la matrice T; j Bk (t1, -, 0y vy, o oy 0) (B <1< 7). O

Démonstration du théoréme[8.4.3 Nous allons montrer le résultat suivant, par récurrence sur
n € N : pour tout n € N\{0}, pour toute matrice A dans M,,(K), il existe une matrice triangulaire
supérieure U € M, (K), il existe 7, s € N et des matrices de transposition 71,...,7T, € M, (K)
ainsi que des matrices d’élimination E1, ..., Es € M, (K) telles que

(i) 1)

T S

un tel produit (H E) forme une matrice de permutation et le produit (H Ej> forme une
=1

matrice triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux a 1.

j=1

Le résultat est vrai pour n = 1 pour la méme raison que celle évoquée dans la preuve du
théoréme Supposons donc maintenant le résultat vrai au rang n — 1 pour n € N\{0, 1}
fixé, et considérons notre matrice quelconque A de M, (K).

Si la premiére colonne de A est nulle, A est de la forme

0 a2 -+ ain
0
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ou B € M,,_1(K) : d’aprés ’hypothése de récurrence, il existe alors une matrice triangulaire
supérieure U’ € M,,_1(K), il existe des entiers naturels r et s, il existe des matrices de trans-
position T7,...,T) € M, —1(K) et des matrices d’élimination E1,..., E, € M,_1(K) telles que

T S
i=1 j=1
On pose alors
0 a2 -+ ain
: U’
0

et, pour tout i € {1,...,r} et tout j € {1,...,s},

10 --- 0 10 --- 0
0 0
T =1 . et I :=
: T! E;
0 0
Pour i € {1,...,7'}, la matrice T; est une matrice de transposition de M, (K) et, pour j €
{1,...,s'}, la matrice E; est une matrice d’élimination de M, (K). Enfin,
T S
i=1 j=1
Si la premiére colonne de A est non nulle, notons ig le plus petit indice ¢ € {1,...,n} tel

que a;1 # 0 :si iy # 1, on commence par multiplier & gauche la matrice A par la matrice de
transposition 7' := T;, 1 et on considére la matrice A’ := T'A, et, si iy = 1, on pose A’ := A.

Ainsi, si on note A’ = , a1 # 0, on peut ensuite multiplier & gauche la matrice A’

d )
") 1<ij<n

. 1. . . al a’ PP .
ar la matrice d’élimination F := Eq (—=21,...,—=21) afin d’éliminer les autres coeflicients
aj,’ 7ooahy

de la premiére colonne de A’ : on a

/ ! !
arp Qo -0 Qg
A’ 0
EA =

0

ou B € M,,_1(K). En procédant de la méme maniére que dans le cas précédent (i.e. en appliquant
I’hypotheése de récurrence a B) et en conservant les mémes notations, on obtient alors I’égalité

oo () 1)
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i.e.

r S
A =1 (H T) (H E]) U.
i=1 j=1
/ ’ -1 ’ ’
Maintenant, B~ = <E1 (—@,...,—%1)) = F (a?l,...,a71>. Comme les matrices de
a1 ar1 @11 ar1
transposition T3, i € {1,...,r}, échangent des lignes d’indices strictement plus grands que 1, il

T T
existe, d’apreés le lemme(8.4.4] une matrice d’élimination Ee M, (K) telle que E! (H TZ> = (H Tz> E‘,
i=1 i=1

o))

Enfin, dans le cas ot ig # 1, T~! = T et donc
T - S
A—T( T)E(H@) U.
i=1 j=1
Remarque 8.4.5. Il n’y a pas unicité de la décomposition PLU. Par exemple :
11y _ (1 0\ /1 1\ _(0 1) (L 0)(2 3
2 3/ 22 1)\ 1) \10)\L 1/\0 -1/

011
Ezemple 8.4.6. Considérons la matrice A:= [1 0 1 | M3(R). On applique l'algorithme du
1 1 1

et alors

pivot de Gauss pour déterminer une décomposition PLU de A.
On commence par échanger les deux premiéres lignes :

1 01
Tob10A=10 1 1
111
Puis on élimine le coefficient non nul de la premiére colonne de cette derniére matrice :
1 01
Ei(0,-1)T»1; A=(0 1 1
010

Enfin, on utilise le coefficient situé sur la ligne 2 et la colonne 2 de cette derniére matrice comme
pivot et on a :
1 0 1
Ey(—1)E1(0,-1) T3 A=(0 1 1
0 0 -1
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On pose alors U :=

o O =

0
1 1 | (la matrice U € M3(R) est triangulaire supérieure) et on a :
0

A = (To1) ' (B1(0,-1)) " (Ba(-1))'U
— Ty B1(0,1) Ba(1) U

0
0
1

de permutation de M3(R), L est une matrice triangulaire inférieure de M3(R) de coefficients

01 1 00
Sionpose P:=Tp; =1 0 et L := E1(0,1)E2(1) = |0 1 0], P est une matrice
0 0 111

diagonaux tous égaux a 1, et on a :
A=PLU.

Une décomposition PLU d’une matrice A de M,,(K) permet notamment de résoudre effica-
cement tout systéme AX = B de vecteur inconnu X € M, 1(K), ot B est un vecteur colonne
de M,, 1 (K). La résolution d’un tel systéme revient a la résolution successive des trois systémes

1. PZ = B, de vecteur inconnu Z € M, ;1(K), systéme possédant une unique solution Z

rapide & calculer car P est une matrice de permutation (les coordonnées de Z = P~'B

sont obtenues par permutation des coordonnées de B),

2. LY = Z, de vecteur inconnu Y € M, 1(K), systéme possédant une unique solution Y (L
est inversible) et résoluble par la méthode de descente (L est triangulaire inférieure),

3. UX =Y, de vecteur inconnu X € M, 1(K), qui est un systéme triangulaire supérieur et
donc résoluble par la méthode de remontée.

En effet, si X € M,, ; (K),
AX =Bssi PLUX =Bssi LUX =P 'B=ZsiUX=L"'Z=Y.

Exemple 8.4.7. Reprenons la matrice A de l'exemple précédent [8:4.6] Nous allons utiliser la

0
décomposition PLU calculée alors pour déterminer la solution du systéme AX = | —1] de
5
x
vecteur inconnu X = | y | € M3 ;(R).
z
0 «
On commence par résoudre le systétme PZ = | —1 | de vecteur inconnu Z = | 5| €

5 0l



162 CHAPITRE 8. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

M3J(R> . on a
0 0 1 0\ [/« 0
PzZ=|-1] <« (1 0 0||B]|=|-1
5 0 0 1/ \v 5
fﬁ _ O
< a =-1
vy =95
a =-—1
< 16
17 =5
-1 a
Puis on résout le systéme LY = [ 0 | de vecteur inconnu Y = | b | € M3 1(R) : on a
) c
-1 1 0 0\ /a -1
LY =10 = 1 0J{b6)=10
5 1 1 1) \c 5
a =-1
= b =
a+b+c =5
a =-—1
= b =
c =5—(-1)—0=6
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—1
Enfin, on résout le systéme UX = | 0 |:on a
6
—1 1 0 T —1
UX=1|0 < |01 1 yl=10
6 00 —1 z 6
T +z =-1
< Y+ z 0
—z =6
T +z =-1
= y+z =0
z =—06
T +z =-1
= =—(-6)=6
z =—06
xr =—-1—(-6)=5
= Y 6
z =—6
5 0
et le vecteur X = | 6 | est I'unique solution du systéeme AX = | —1 |.
—6 5

8.5 La décomposition de Cholesky

La décomposition de Cholesky est une factorisation des matrices symétriques définies positives
(définition [5.3.1)). Elle est construite a partir de la décomposition LU de ces matrices : les ma-
trices symétriques définies positives vérifient en effet I’hypothése de “régularité” du théoréme

B.3.3l

Proposition 8.5.1. Soit S € S,,(R) une matrice symétrique définie positive. Alors tous les
mineurs principaur de S sont strictement positifs.

Démonstration. Soit ¢ € {1,...,n} et notons S5; la sous-matrice principale de taille ¢ de S.
T 0

Remarquons tout d’abord que S; € S;(R). Soit maintenant X = | : | € M;1(R)\

)
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I
0
et notons X := 361 e M, 1(R)\ |+ On aalors XA, X = {XAX > 0 et la matrice
0
0

symétrique S; est donc définie positive. En particulier, la matrice S; € S;(R) est diagonalisable
(théoréme et ses valeurs propres sont strictement positives (proposition : le déter-
minant de S; est alors égal au produit de ses valeurs propres (avec multiplicités) et est donc
strictement positif. O

Corollaire 8.5.2. Soit S € S, (R) une matrice symétrique définie positive. Alors S admet une
décomposition LU. De plus, les coefficients diagonauz de U sont strictement positifs.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, tous les mineurs principaux de S sont stric-
tement positifs, en particulier non nuls : on peut donc appliquer le théoréme [8:3.3] & la ma-

1 0
trice S qui posséde alors une décomposition S = LU avec L = e M,(R) et
* 1
U1 *
U= € M,,(R).
0 Unn
Soit i € {1,...,n} et notons S;, L; et U; les sous-matrices principales de taille i respectives
1 0 Uil *
de S, LetU :onaL;= U = € M;(R) et
* 1 0 Uq 4

Si A _ L; Oi,n—i _ U; F
= ()= (5 ") ool o)

avec A, F e M; ,—i(R), B,D € M,,_; i(R) et C, E,G € M,,_;(R). Alors
L;U; L,F
§=1LU = (DUZ- DF + EG)

i
et, en particulier, S; = L;U; et donc det (S;) = det (L;) det (U;) = H uj ;. Or det (S;) > 0 (par
j=1
i
la preuve de la proposition précédente) donc H ujj > 0.
j=1

1
On a ainsi montré que, pour tout i € {1,...,n}, Hujj > 0. En particulier ui1 > 0 et, si
j=1
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i
Wi s
i i—1 H j3j
j=1

1€{2,...,n}, Hujj >0 et Hujj > 0 donc, nécessairement, u;; =

i—1
j=1 j=1 o

H Ujj

7j=1

Soit S € S,,(R) une matrice symétrique définie positive. Considérons donc la décomposition
LU de S suivant les notations de la preuve précédente. Nous allons utiliser cette factorisation
pour écrire S comme le produit d’une matrice triangulaire inférieure de coefficients diagonaux
strictement positifs et de de sa transposée :

> 0. O

Théoréme 8.5.3 (Décomposition de Cholesky). Il existe une unique matrice T € My, (R) trian-
gulaire inférieure a coefficients diagonaux strictement positifs (en particulier T est inversible)
telle que

S =TT,

Démonstration. On considére la décomposition S = LU de S. D’aprés le corollaire [8.5.2] ci-
dessus, les coefficients diagonaux ui1,...,u,, de U sont tous strictement positifs et on pose

alors
A/UT1 0
D := € GL,(R).

0 Unn

Remarquons que l'on a

S=LU=LDD'U.
VUit 0 Vit *

On pose ensuite T := LD = ot T = DU =
* Upn 0 Unn
1
Juit 0
(D™t = . ), et on adonc S = T'T'. Notons que T est une matrice triangulaire
1
0 Vinn

inférieure et que ses coefficients diagonaux sont tous strictement positifs.

Nous allons maintenant montrer que T =*T. Comme S est une matrice symétrique, on a
TT =S="t5='T'T
et donc, comme la matrice T est inversible,

tp=lp —tpp-1,

1

V11 * 1 0
A présent, comme T—1 = ,ona T T = et 7T =
0 L * 1

VUnn
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tf—lT _ tTj\';—l — ITL

et donc T = 'T.

Montrons enfin que la décomposition S = T!T, avec T € M, (R) triangulaire inférieure

t11 0
a coefficients diagonaux strictement positifs, est unique. Soit donc T = €
* tnn
M,,(K) une matrice triangulaire inférieure a coefficients diagonaux strictement positifs tels que

S T’tT’ et montrons que T = T. Commengons par noter D’ la matrice diagonale inversible

€ M,,(R). On a

g — Tt — T/D/—lDltT/ .

-1 : . e . .
comme T"D'"" € M,,(K) est une matrice triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous

= 0
t11
égaux a1l (D' = ) et D''T" € M,,(K) est une matrice triangulaire supérieure,
0 L
t‘nn

légalité S = (T’D’_1> (D'*T") est la décomposition LU de S.
On obtient ainsi les égalités L = T'D' "' et U = D''T" i.e. TD™' = T'D'™' (T = LD) et

u11 * t11 *
D'T = D''T" (T = D~'U). Or DT = et D' = donc,
0 Unn 0 2.
pour tout i € {1,...,n}, t?i = wj; le. t;j; = y/ui; (car t;; > 0), et donc D’ = D. D’oti, comme
TD ' =T'D'™! Dégalite T = T. O

Exemple 8.5.4. Considérons la matrice symétrique

6 2 -2
S:=[2 6 —2|eSsR).
—2 -2 10

X)(4 — X)(12 — X) donc la matrice symétrique S
0
0

Son polyndéme caractéristique est xs = (6

est définie positive. On cherche T' = € M3(R) triangulaire inférieure de coefficients

Qo Q
® 0 O
&h
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diagonaux strictement positifs telle que

a 0 0 a b d
S=T!T=1|b ¢ 0 0 c e
d e f/\0O 0 f

On a alors
1. a®> = 6 donc a = /6 (car a > 0),

— - 2
2. ba—2d0ncb—\/5,

3. da=—-2doncd = —\%,

4.0 +c2=6doncc=6—-02=,/2 (c>0),

5. db+ec=—-2donce=121(-2—db) =4/ (-2+2) =—4./2,

6. d?+e*+ f2=10donc f =4/10— 2 — 1 =3 (f > 0).

Ainsi

V6 0

0 2
V6
2 16
S IECH S | ICRRVE S N
2 4 3 0 0

_4 /3
V6 T3\ 16
est la décomposition de Cholesky de la matrice symétrique définie positive S.
Remarque 8.5.5. e Comme illustré dans I'exemple ci-dessus, le calcul de la décomposition

de Cholesky de S est plus avantageux que le calcul de la décomposition LU de S (il y a
moins de coefficients a déterminer).

e Si B est un vecteur colonne de M, 1(R), la décomposition de Cholesky de la matrice S
permet de résoudre efficacement le systéme SX = B de vecteur inconnu X € M, ;(R) :
résoudre ce systéme revient a résoudre successivement les deux systémes triangulaires
inversibles 7Y = B, de vecteur inconnu Y € M,, 1(R), et ‘TX =Y.
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