L3 Mathématiques 2020/2021 Calcul Matriciel : Feuille de TD 5

Feuille de TD 5 : Orthogonalité et réduction

Exercice 1 Diagonaliser “dans une base orthonormale” les matrices symétriques

11 1 2 2 -2 01 1
A=[111), B=[2 2 -2|,c=[101
111 -2 -2 6 110

de Mg(R)
Solution : On a xa = (3 — X)(—X)2. Une base orthonormale de E3 = Ker (A — 3I3) =

(-X
-2 1 1 1 1
Ker [ 1 -2 1 Jest{ L |1 et une base orthonormale de Ey = Ker (A) est  —= | =1 ],
1

1
11 -2 ’ “\o) ™
Ainsi, si on note
1 1 1
NG B
0= (4»; —Oﬁ g € O3(R),
V3 V6
on a
3 00
'‘0A0=10 0 0
0 00
0o 2 =2
Onayxp = (2—X)(—X)(8—X). Une base orthonormale de B3 = Ker (B—2I3) =Ker | 2 0 -2
-2 -2 4
1 1
est % 1 , une base orthonormale de Fy = Ker B est % —0 1 et une base ortho-
-6 2 =2
normale de E; = Ker (B —8I3) =Ker | 2 —6 —2| est % 1 . Ainsi, si on note
-2 -2 =2 -2
1 1 1
G
O := e —Oﬁ g € O3(R),
V3 V6
on a
2 00
‘OBO=10 0 0
0 0 8
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-2 1 1
Onayc = (2—X)(—1-X)2. Une base orthonormale de Fy = Ker (C—2I3) =Ker | 1 -2 1
1 1 -2
1 1 11
est % 1| 7, une base orthonormale de E_; = Ker (C + 1I3) = Ker [1 1 1] est
1 1 11
1 1
% -1 ,% 1 . Ainsi, si on note
0 -2
11 1
NG T
O=\|5 7 v |<€0sR),
1 2
BV %
on a
2 0 O
‘'0A0=(0 -1 0
0 0 -1

Exercice 2 1. Donner I’exemple d’'un endomorphisme d’un espace vectoriel réel dont le
spectre est vide.

RZ = R2

Solution : La matrice de 'endomorphisme f : (z,y) — (y,—7)

de R? a pour matrice

-1 0
qui n’a pas de racine réelle et le spectre de f est donc vide.

1
< 0 > dans la base canonique de R?. Le polynome caractéristique de f est donc X241

2. La matrice

@Oo
— o O
O =

de M3(C) est-elle diagonalisable ?
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Solution : Si on note M cette matrice, on a

X 0 i
XM = 0 —-X 1
i1 -X

X 1], .0

- (_X)‘ 1 —X‘“ ~X 1

= (=X)(X?-1)+i(iX)
= (-X)(X*-1+1)
= (-X)%

Or M n’est pas la matrice nulle donc ppy = X2 ou X2 et en particulier le polynéme
minimal de M n’est pas a racine simple donc M n’est pas diagonalisable.

Exercice 3 Soit (E, (-,-)) un espace euclidien et soit f un endomorphisme symétrique de E.
1. Soit F un sous-espace vectoriel de F stable par f. Montrer que F est également stable

par F.

Solution : Soit v € F*. Montrons que f(v) € F*- : soit w € F, alors

(f(v),w) = (v, f(w)) (car f est symétrique)
= 0 (carv € Ftet f(w) € Fecarwé€ F et f(F)CF).

Ainsi f(v) € Ftet f(F*) c F-
2. En déduire que, si A € R est une valeur propre de f, (EA)L est stable par F.

Solution : Si A € R est une valeur propre de f alors, pour tout v € Ey, f(v) = \v € E)
donc FE est stable par F'. D’aprés la question précédente, 'orthogonal (EA)L de E) est
donc stable par F.

Exercice 4 Soit n € N\ {0} et soit A € S,,(R) une matrice symétrique définie positive.
1. Montrer que les coefficients diagonaux de A sont strictement positifs.
Solution : Notons A = (aij),<; i<p-

M,,1(R) dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la i*™¢ coordonnée qui est 1. On a
alors {X; AX; > 0, car A est symétrique définie positive, or ' X; AX; = a;; d’oul le résultat.

Pour i € {1,...,n}, notons X; le vecteur colonne de
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2. Montrer que le déterminant de A est strictement positif.

Solution : Comme A est une matrice symétrique définie positive, A est diagonalisable et ses
valeurs propres sont strictement positives. Le déterminant d’une matrice diagonalisable
étant le produit de ses valeurs propres (comptées avec multiplicité dans le polyndme
caractéristique), on obtient le résultat.

3. Montrer que les mineurs principaux de A (un mineur principal de A est le déterminant
d’une sous-matrice obtenue en supprimant les lignes et colonnes de mémes indices) sont
tous strictement positifs.

Solution : Soit B une sous-matrice de taille p de A obtenue en supprimant des lignes et
des colonnes de mémes indices. Si I'on permute deux colonnes de A puis les deux lignes
de mémes indices, on ne change ni le caractére symétrique défini positif de A ni son
déterminant (si A représente un endomorphisme f de R™ dans la base canonique, cette
opération revient juste a considérer la matrice de f dans la base obtenue en permutant
deux vecteurs de la base canonique). On peut ainsi supposer sans perdre de généralité que
B a été obtenue en supprimant les n — p derniéres colonnes et lignes de A.

1
Remarquons que B est une matrice symétrique de taille p. Soit maintenant X = ] e
Tp
T
0 : 0
M (RN || b et X o= ”Bp eEM R\ [:]}. Ona
0 . 0
0

tXBX ='XAX > 0.

Ainsi la matrice B est symétrique définie positive et, d’aprés la question précédente, le
déterminant de B est donc strictement positif.

Exercice 5 Calculer le carré des matrices <(1) :}), (_01 _01> et <é (1)> de Mz (R). Laquelle

. ) .. ) 1
de ces matrices est la racine carrée de la matrice identité <0 (1)> ?

GG 06,

Solution : On a
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mais la seule matrice symétrique positive parmi les trois matrices proposées est la matrice

1 1
identité ( 0 (1)> La matrice identité ( 0 (1)) est donc sa propre racine carrée.

Exercice 6 Pour chacune des matrices symétriques suivantes de M3(R), déterminer s’il s’agit
d’une matrice positive, définie positive ou non positive, puis, dans les deux premiers cas, calculer
la racine carrée de la matrice :

6 2 -2 3 1 -1 1 1 -1
A=[2 6 -2|, B=(1 3 -1|,c=1 1 -1
2 2 10 -1 -1 5 -1 -1 3

Solution : Ona xa = (6—X)(4—X)(12—X). Ainsi Sp(A) CJ0, +oo] et la matrice symétrique A
est donc définie positive. Pour déterminer la racine carrée de A, on commence par diagonaliser

1
A “dans une base orthonormale”. Une base orthonormale de FEjg est % 1 , une base
1
1 1
orthonormale de Fj est % —0 1 et une base orthonormale de F9 est % 12 . Si
on note alors
11 1
RS B
0 := ? ~3 7% € 03(R),
oY %
on a
6 0 0
A=01(0 4 0 |'O
0 0 12
et la racine carrée de A est la matrice
1 1 1 1 1 1 1 2
IR VT T
R=010 2 0 0=2 ﬁ:ﬁ‘;% ﬁ‘fﬁ‘;% ?—ﬁ
0V i AT vitv

SUNVINS SIS U S EVEN S

1 V3 V2 Ve VB V2 V6 V3B b
il ERE S T T
V2 VI VR VOV VR, W
V3 V6 3 Ve V3 V6

t
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On a xc = (1 — X)(—X)(4 — X). Ainsi Sp(C) = {1;0;4} et la matrice symétrique C est

1
donc positive non définie positive. Une base orthonormale de E; est % 1 , une base
1
1 1
1 1
orthonormale de Ej est 7 —01 et une base orthonormale de Fj est 7 12 ,

donc, avec la méme matrice O que ci-dessus, on a
1 00
C=0(0 0 0]'0
0 0 4
et la racine carrée de C est la matrice

1 00 2 2 1
t 5 3 %
0 0 2

Exercice 7 Que signifie la décomposition polaire en dimension 17

Solution : Une matrice réelle inversible de dimension 1 correspond & un nombre réel z non
nul. En appliquant la méthode pour déterminer la décomposition polaire de z, on est amené a
calculer le carré de x puis & considérer la racine carrée de x2, a savoir |z|. La décomposition

polaire de z est alors l'expression z = ﬁ]w\ ou i € {+1; =1} est le “signe” de x.

Exercice 8 Déterminer la décomposition polaire des matrices inversibles suivantes de M3(R) :

1 1 2 1 2 1 3 0 -1
A=[1 2 1], B=(-2 -1 1|, C:=| L2 3/2 -32
9 -1 — -1 -1 = V2 3v2

2 -1 -1 1 -1 -2 —V2 33 32

Solution : On commence par déterminer la racine carrée de la matrice symétrique positive
B 6 5 5
A="AA=1|5 6 5
5 5 6
1
1

Ona x; = (16 — X)(1 — X)?, une base orthonormale de Eig est 7 |1 et une base
1
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1 1
orthonormale de F; est % -11, Lb, 1 . Si on note
0 —2
1 1 1
RS
P .= ? V) 7% € 03(R),
VR
on a alors
N 16 0 O
A=P|0 1 0]|'P
0 01
et la racine carrée de A est donc la matrice
4 0 0 2 1 1
S:=P[0 1 0of|P=1[1 2 1
0 01 1 1 2

Son inverse est la matrice

100 WER
STt=Pl0 1 0 tP:Z -1 3 -1
0 01 -1 -1 3
et on calcule enfin la matrice
0 0 1
O=AS"1t=10 10
-1 0 0
La décomposition polaire de A est ainsi ’égalité
0 0 1 2 1 1
A=0S=|0 1 0 1 21
-1 0 0 11 2

B 6 5 5
B:='BB=(5 6 5],
5 5 6
matrice symétrique positive dont on a déja calculé la racine carrée

2 1 1
S=112 1],
11 2



L3 Mathématiques 2020/2021 Calcul Matriciel : Feuille de TD 5

d’inverse
3 -1 -1
St=>|[-1 3 -1
-1 -1 3
On calcule alors la matrice
0 1 0
O=BS'=[-10 0
0 0 1
de sorte que
0 1 0 2 11
B=0S=(-1 0 0 1 21
0 0 1 1 1 2
soit la décomposition polaire de B.
Enfin,
10 0 -6
e C:=tCC=|0 36 0 ,
-6 0 10
e Yo = (36— X)(4— X)(16 — X),
N 6 0 -6 1
e une base orthonormale de By = Ker (C —4I3)=| 0 32 0 | est % 0] 7,
-6 0 6 1
N -6 0 —6 1
e une base orthonormale de E14 = Ker (C'—16I3)=| 0 20 0 | est % 0 ,
-6 0 —6 -1
N —26 0 —6 0
e une base orthonormale de F35 = Ker (C' — 3613) = 0 0 O est 1 ,
-6 0 —26 0
ainsi, si on pose
1 1L
V2 V2
P=10 0 1| € O3(R),
1 _1 9
V2 V2
on a
4 0 O
0 16 0 |'P
0 0 36
et la racine carrée de A est donc la matrice
2 O 0 0 -1
S:=P 6 0|,
0 1 0 3
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d’inverse

1 3 1
) 3 00 s 0 g
S'=P|0 § O]'P= 10 § O
1 1 3
0 0 5 s 0 g
On pose enfin
1 0 0
O=081=[0 L2 £
0 Y2 V2
2 2
et la décomposition polaire de C est alors 1’égalité
1 0 0 3 0 1
c=05=|0 2 2[00 6 o0
0 @ @ -1 0 3

Exercice 9 Dans l'espace vectoriel R? muni de son produit scalaire canonique, on considére
I’endomorphisme f dont la matrice représentative dans la base canonique est la matrice

1 —4 4 —4
1{-4 5 2 —2
A'_? 4 2 5 2

-4 -2 2 5

1. Justifier sans calcul que f est diagonalisable dans une base orthonormale de R*.

Solution : La matrice A, représentative de f dans la base canonique de R* (qui est une base
orthonormale pour le produit scalaire canonique sur R*), est symétrique : 'endomorphisme
f est donc auto-adjoint et est donc diagonalisable dans une base orthonormale.

2. Montrer que I’endomorphisme f est orthogonal. En déduire les seules valeurs propres
possibles pour f.

Solution : La matrice A, représentative de f dans la base canonique de R* (qui est une
base orthonormale pour le produit scalaire canonique sur R%), est orthogonale : I’endo-
morphisme f est donc orthogonal et les seules valeurs propres possibles pour f sont donc
1et —1.

3. Déterminer & partir de la trace de f les multiplicités des valeurs propres de f dans le po-
lyndéme caractéristique de f sans calculer celui-ci. En déduire le polynéme caractéristique
de f.

Solution : On a Tr(f) = Tr(A) = 2. Or f est diagonalisable et les seules valeurs propres
possibles pour f sont 1 et —1. On a donc 2 =Tr(f) =my x1+m_1 X (—=1) =mg —m_;
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(la trace est invariante par changement de base). De plus, m; +m_1 = 4 (car R?* est
de dimension 4). Ainsi, nécessairement, m; = 3 et m_; = 1 i.e. la valeur propre 1 est
de multiplicité 3 dans le polynome caractéristique de f et la valeur propre —1 est de
multiplicité 1, et donc x; = (1 — X)3(—1 - X) = (X — 1)3(X +1).

4. Déterminer une base orthonormale de 1’espace propre Fp associé a la valeur propre 1 de

f.

Solution : On a

Ey=Ker (A—-1;) = Ker

-4 -2 2 =2
1 0
. 2| |1
= {(x,y,z,t)eR \Qx—i—y—z—l—t:o}:\/ect o |11l
0 0
1 0 0
-2 1 0 . PP :
Notant vy := o == o applique le procédé d’orthonormalisa-
0 0 1
tion de Gram-Schmidt a la base {v1,v2,v3} de Fj, pour obtenir la base orthonormale
1 2 -2
1 =2 1 1 1 -1
VG B IRVETUN IR RVZT R
0 0 6

de El.

5. Montrer que I'espace propre FE_1 associé & la valeur propre —1 de f vérifie F_1 = (El)L.
En utilisant ’équation linéaire caractérisant E7, en déduire un vecteur générateur de F_.

Solution : Comme l’endormorphisme f de R* est auto-adjoint, ses espaces propres E; et
E_; sont orthogonaux et supplémentaires dans R*. On a donc, d'une part, E_; C (El)L
et, d’autre part,

dim ((El)L) =4 dim(Ey) = dim(E_;)

(Car ]R4 = El ©® E_l). Ainsi E_l = (El)J'.

10

_ =0 O



L3 Mathématiques 2020/2021 Calcul Matriciel : Feuille de TD 5

9 1L
. 1
Ensulte,commeElz{(:U,y,z,t)eR4|2x+y—z+t:0}: 1 ,on a
1
2
1 1
E_l = (El) = Vect 1
1
2
1
et le vecteur [ ~ 1 est donc un vecteur générateur de E_;.
1

6. Donner une base orthonormale de R* dans laquelle la matrice représentative de f est
diagonale.

1 2 -2
Solution : Une base orth lede Byest L | 2|, (L], o[t
olution : Une base orthonormale de Ey est ¢ 7= | " | 755 |5 | vas | 1 , une
0 0 6
2
base orthonormale de FE_1 est % _11 et les espaces propres Fq et E_1 sont ortho-
1
gonaux, donc la famille
1 2 -2 2
1 -2 1 1 1 -1 1 1
V5l 07 v3ol5]l'val 1l |'vTl-1
0 0 6 1

est une base orthonormale de R* dans laquelle la matrice représentative de f est

100 O
010 O
001 O
0 00 -1

Exercice 10 1. Montrer que toute matrice orthogonale de O2(R) est diagonalisable en tant
que matrice de Mo (C) et déterminer ses valeurs propres complexes.

11
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Solution : Soit A € O2(R). On a vu dans l'exercice 7 de la feuille de TD 2 qu’il existait
alors 6 € R tel que

cos —sinf cosf sinf
AZ(sine cos@) ot AZ(siHQ —cos@>'

o SiA_ <cos€ _Sm0>,ona

sinff  cos@

cosf — X —sind

W6 cosd_ x| = (cosb—X)"+sin’0

XA =

= X% -2cos(6)X +1

- (X _ ei9> (X - e*ie)

Si 6 # 0[n], xa est scindé a racines simples donc A est diagonalisable sur C de
valeurs propres complexes (distinctes) e et e7%. Si § = 0[27], alors A = I et
donc A est diagonale (en particulier diagonalisable), de valeur propre double 1. Si
0 = m [27], alors A = —I5 et donc A est diagonale (en particulier diagonalisable), de
valeur propre double —1.

. 0 in . . . .
e Si A= <C.OS St >, A est une matrice symétrique réelle et est donc diagonali-
sinf —cosf

sable sur R, donc sur C. On a

cosf — X sin 6

sin 6 —cosf—X| — (COSQ_X)(_COSH—X)—sinQH

XA =

= X?-—cos’H —sin?6
= X*-1
= (X-1)(X+1)

donc les valeurs propres de A sont 1 et —1.

2. En déduire que, pour tout n € N\ {0}, toute matrice orthogonale de O, (R) est diagona-
lisable en tant que matrice de M,,(C).

Solution : Soit n € N\ {0} et soit A € O,(R). Il existe P € O,(R), r,s € N, pour tout
ie{l,...,r}, € {+1;—1} et, pour tout j € {1,...,s}, 0; € R\ {kn | k € Z} tels que

€1 0

PlAP =
R(6)

12
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. ) __ (cost; —sinb; )
(ou, pour tout j € {1,...,s}, R(0;) := (sinej cos 6, )) Or, pour tout j € {1,...,s},

R(0;) € O2(R) est diagonalisable sur C d’aprés la question 1 : il existe P; € GLg(C) tel

i0;
que P]._IR(HJ-)P]- = (e ’ 0 ) Si 'on note alors Q) la matrice diagonale par blocs

0 e—i@j
1 0
1
P ’
0 P,
on a
€1 0
€r
—1p—1 -1 ei01 0
Q 'PTIAPQ = (PQ) ' A(PQ) = 0 it
e'fs 0
0 0 e s

et, la matrice PQ) étant une matrice inversible de GL,(C), A est donc diagonalisable sur

C.

3. Soit n € N\ {0}, déterminer les matrices orthogonales O de O, (R) vérifiant (O — I,,)* = 0,,
(0,, désigne la matrice nulle de taille n).

Solution : Soit O € On(R) telle que (O — I,)* = 0, i.e. le polynome (X — 1) est un
polynéme annulateur de O. En particulier le polynéme minimal uo de O divise (X — 1)?
et est donc X — 1 ou (X —1)2. Le spectre complexe de O est donc réduit a la seule valeur
propre 1. Or, d’aprés la question précédente, la matrice O est diagonalisable sur C : la
matrice O est donc semblable a la matrice identité I,, et est donc elle-méme la matrice
identité I,, (remarquons que, réciproquement, la matrice I,, vérifie bien (I,, — I,,)> = 0,,).

Exercice 11 Soit A € M, (R).

1. On note X le vecteur colonne de M,, ;(R) dont toutes les coordonnées sont égales a 1.
Calculer ‘X AX.

13
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Solution : Notons A = (ai;);; ;- Alors
PILY
j=1
IXAX ='X(AX)=(1 --- 1) : = Y ay
n 1<i,j<n
S
j=1

2. Montrer que si la matrice A est orthogonale, alors la valeur absolue de la somme des
coeflicients de A est inférieure ou égale & n.

Solution : Notons f l’endomorphisme de R™ représenté par la matrice A dans la base
canonique de R™, qui est une base orthonormale pour le produit scalaire canonique sur
R™. Si la matrice A est orthogonale, alors I’endomorphisme f est orthogonal par rapport
au produit scalaire canonique.

Notons maintenant v := (1,...,1) € R”. On a

can

> i ="XAX ='X(AX) = (v, f(v))

1<i,j<n

et donc

Y aij] = (0, (V) el

[l NIf(@)]l_~ (par 'inégalité de Cauchy-Schwarz)

= vl llvll_ (car f est orthogonal)
2
= vz,

= n

14



