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ALGEBRE LINEAIRE — PLANCHE D'EXERCICESS

2 0 4
Exercice 1 Sans calcul, montrerque |5 2 7| estdivisible par et calculer le plus rapidement possible
2 55
ce déterminant.
2 1 14
Exercice 2 Sans calcul, montrerque |5 5 7 est divisible pan 7.
7 5 5
1 2 1 4 1 2 1 4
. . . . 5 5 7 0 2 4 2 8
Exercice 3 Calculer les déterminants suivant 07 5 5 et 07 5 5"
10 2 0 10 2 0
1—a 1 1
Exercice 4 Expliquez pourquoj 1 l—a 1 |=(3—a)d
1 1 1—a

Exercice 5 Lafamille(2,1,0), (1,3,1), (5,2, 1) est-elle libre ?

Exercice 6 Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si ouuaiteur inverse.

G0

1 21 1 2 2 1 3 1 2 3
1 3 1 31 0 2 00 2|,
101 11 3 0 1 00 3
00 1 111 111 101
010,111 1 2 3 01 0 |,
1 00 111 1 36 00 1
1 1 23 1 000 2 5 0 0
0 -1 0 0 2 1.0 0 1 300
2 2 543210 o012
0 3 0 1 4 3 2 1 0025

Exercice 7 Déterminer si les applications linéaires suivantes sgettives (donner d’abord leur matrice).
Trouver leur inverse quand il existe.

i) f:R?2 — R2définie parf(xy1,x2) = (3x1 + 5xo, 511 + 872).
i) f:R%— R2définie parf(z1,z2) = (21 + 229,41 + 872).
i)y f:R3 — R3 définie parf (z1,z2,23) = (22,23, 71).
iv) f:R3 — R3 définie par

flx1, @0, 3) = (21 + 22 + 23,21 + 229 + 3x3, 21 + 4o + 923).
v) f:R3 — R3 définie par
f(z1, o, x3) = (x1 + 322 + 323,21 + 429 + 823,221 + Txo + 1223).
vi) f:R* — R?* définie par

flxy, o, w34 ) = (2201 —16x9+8x3+5x4, 1321 —3x0+9x3+4xy, 81— 2200+ Tx3+3xy, 31— 202+ 203+14).



Exercice 8 Pour quelles valeurs dela matrice suivante est-elle inversible ?

11 1
1 2 k
1 4 k2

Exercice 9 Pour quelles valeurs des constante= b la matrice suivante est-elle inversible ?

0 1 a
-1 0 b
—a —-b 0

Exercice 10 Pour quelles valeurs des constantes et c la matrice suivante est-elle inversible ?

0 c a
—c 0 b
—a —-b 0
Exercice 11 Considérons I'ensemble des matrices de la forine ( Z _ba ) Pour quelles valeurs deet

ba-t-onA—l=A?
a
Exercice 12 * Soit A une matrice diagonaled = | 0

i) Pour quelles valeurs de b etc la matriceA est-elle inversible ?
ii) A quelle condition sur ses coefficients diagonaux uneripaidiagonale (de taille arbitraire) est-elle inver-

sible ?
a b ¢
Exercice 13 * Soit A une matrice triangulaire supérieurd:= [ 0 d e
0 0 f

i) Pour quelles valeurs de b, ¢, d, e et f la matriceA est-elle inversible ?
ii) A quelle condition une matrice triangulaire supérie(tle taille arbitraire) est-elle inversible ?

iii) Si une matrice triangulaire supérieure est inversikl&-il vrai que son inverse est encore triangulaire supé-
rieure ?

iv) A quelle condition une matrice triangulaire infériewst-elle inversible ?

Exercice 14 Si A est une matrice inversible eun scalaire non nul, est-ce que la matriceest inversible ? Si
oui, quelle relation y a-t-il entre —! et (cA)~! ?

Exercice 15 Calculer le déterminant de

2 21 0 0
4 4 0 0 7
6 6 2 3 13
8 8 00 O
10 8 0 0 O
a b c
Exercice 16 * Calculer{c a b|.
b ¢ a
1 1 1
Exercice 17 Calculeriz y =z |etdéterminer la condition d’inversibilité de la matrice.
$2 y2 22



Exercice 18 Calculer les déterminants des matrices suivantes :

a ¢ ¢ b c a b ¢ a x Yy =z x Yy oz t
c a b c a ¢ c b b » y =z -y x -t =z
c b a c|l’|b ¢c c al|l’lc 2 ¢ Z|'|-2 t x -—y
b ¢ ¢ a c b a c d = vy 2 -t —z y =

Exercice 19 Calculer le déterminant de la matrice tridiagonale suiwant

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2

Exercice 20 Pourtoutn > 1 entier et pour tous;,...,z, € K avecK = R ouC, notons)M,, la matrice suivante :

-1
1 21 PPN ZIL
1 29 N 257‘71
M, = .
1 =z, Zn—1

i) Calculer,det(My), det(Ms) etdet(Ms).
ii) Soit X une indéterminée. Pour tout> 1 entier notons”,, (X) le polyndme suivant :

1 =z P

1 2z zg_l
P, (X) :=det :

1 z,-1 Zp_ 1

1 X n—1

Remarquons qué,(z,) = det(M,,).
Montrer queP(z;) = 0 pourl < ¢ < n — 1. Quel est le degré d&,,(X)? En déduire qu'il existe une
constante:, telle queP, (X) = ¢, [/ (X — 2).

i) En remarquant que,, est le coefficient d&c”~! dans I'écriture deP,, (X ), déterminek,,.

iv) En déduire la valeur déet(M,,). A quelle conditiondet(M,,) = 0?

v) Soientay,...,a, € K et supposons qua,..., z, soient distincts deux a deux. Montrer qu'’il existe un unique
polyndmeQ(Z) € K[Z] de degré inférieur ou égaha— 1 tel queQ(z;) = a; pourl <i <n — 1.



