Université d’Aix-Marseille 2014-2015
Algébre Linéaire 1
DS 2 - CORRIGE

Baréme sur 20 : Toutes les questions sont & 1pt sauf 2.(iii), 3.(ii), 3.(iii) et 4.(ii) qui sont & 1,5.

Exercice 1

Soit E un espace vectoriel réel.

i)  Donner la définition d’une famille finie libre de vecteurs de E.

ii) Donner la définition du rang d’une famille finie de vecteurs de FE.

iii) Montrer qu’une famille finie de vecteurs de E contenant le vecteur nul n’est pas libre.

iv) Soit {uy,us,us,us} une famille libre de vecteurs de E. Montrer que la sous-famille {uy,ug, us} est
libre également.

Solution : (i) Soit {u1, us, ..., us} une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E. On dit que cette
famille est libre si I’égalité
Atuq + Ao + ...+ Agug =0,

oll A1, Ag,..., A\ € R implique \y = Ay = ... =X =0.

(ii) Soit {uy,us,...,ur} une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E. Le rang de cette famille
de vecteurs est égal a la dimension du sous-espace vectoriel engendré par ces vecteurs :

rang{uy, ug, . .., ur} = dim(Vect(uy, ug, ..., ug)).
(iii) Soit {0,u1,us,...,ur} une famille finie de vecteurs de E contenant le vecteur nul. La famille est
libre si I’égalité
A0+ Aqur + Aous + ...+ Mpup =0 (*)
implique A\g = A1 = ... = A\x = 0. On voit que cela n’est pas le cas car nous pouvons poser par exemple
A =1, A\ =...= X =0 et (x) est satisfaite.

(iv) Supposons que {uy,ug, uz, us} soit une famille libre. Si la famille {uy, ua, us} était lice, I’égalité
Arur + Agug + Aguz =0
serait satisfaite pour certains coefficients A, A2, A3 € R non tous nuls. On aurait donc 1’égalité
A1uq + Aaug + Asug + 0ug =0

satisfaite pour certains coefficients non tous nuls également. Ceci contredit le fait que la famille {uy, ug, us, uq}
est libre. La famille {uy,us,u3} ne peut pas étre liée.

Exercice 2

i)  Soit

F= eER*:z+y+z2=0etz+22—t=0

G SRS

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.

ii) Donner la dimension et une base de F.
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iii) Dans R*, trouver le rang de la famille de vecteurs suivante :

1 -1 2 —1
2 4 2 0
uyp = -1 ) Uz = 1 ’ us = —9 9 Uy = 1
1 5 0 1

iv) Donner une base de Vect(u, ug, us, tg).
v)  A-t-on F @ Vect(uy, u, usg, ug) = R*?

Solution : (i) Pour que F soit un sous-espace vectoriel de R* :
1. F' doit étre non vide,

2. pour tout w,v € F on doit avoir w +v € F,

3. pour tout w € F et A € R on doit avoir A\w € F'.

Vérifions ces trois propriétés.
1. Il est clair que le vecteur nul (0,0,0,0) € R* appartient & F' donc F est non vide.
2. Soit w = (w1, wa, w3, ws) € R* et v = (v1,v2,v3,v4) € R* deux éléments de F. Comme w,v € F, on
sait que
{w1+w2+1U3:0 ot {U1+U2+U3:0
wy + 2wz —wy =0 v + 2v3 — vy = 0.

(%)
Pour le vecteur w +v = (w1 + v1,we + V9, w3 + V3, Wy + 114) nous avons

Hk )

(w1+v1)+(w2+v2)+(w3+vg):(w1+w2+w3)+(vl+v2+vg)(:()JrO:O

et
(xx)

(w1 —|—1}1) +2(’LU3+U3) — (’UJ4+U4) = (w1 + 2ws —UJ4)+(U1 + 2vg —U4) 0+0=0.

On a montré que w +v € F.
3. Soit w = (wq, ws, ws,wy) € F et A € R. Comme w € F, ses coordonnées vérifient (xx).
Pour le vecteur Aw = (Awq, Aws, Aws, Aw,) nous avons donc

/\w1+/\w2+)\w3=)\(w1+w2—|—w3)(*:*))\-0:0

et

*%

—
N>

A-0=0.

I

Awy + 2 wsg — Awy = AMwy + 2ws — wy)

Nous avons montré que A\w € F'.
L’ensemble F est donc un sous-espace vectoriel de R?.

(ii) Un vecteur (z,y,2,t) € R? appartient & F si ses coordonnées vérifient le systéme

rz+y+2=0

r+y+2=0
—y+z—t=0.

9t =0 équivalent aprés ’échelonnement a {

Ce dernier systéme admet deux inconnues principales z,y et deux variables libres z,¢t. On exprime les

inconnues principales en terme de variables libres : y = z — t et x = —2z + ¢t. On en déduit que
T T —2z+1t -2 1
Y . . Y z—1 1 -1
€ F si et seulement si = =z +t ,
z z z 1 0
t t t 0 1
ot z,t € R. En particulier, la famille
-2 1
1 -1
B= 11710
0 1
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et génératrice de F'. On vérifie facilement qu’elle est aussi libre :

-2 1 0 —2a+b=0

1 -1 0 a-b=0 .
al 4 +b ol=1o donne =0 d’ot a=b=0.

0 1 0 b=0

On constate que B est une base de F' et par conséquent dim(F) = 2.

(iii) Nous savons d’aprés le cours que le rang de la famille {u, ug, us, us} est égal au rang de la matrice
formée par les vecteurs uq,...,us en tant que colonnes :

{ }— 4 2 0
rangiu, ug, Uz, usy = vang [ o S50
1 5 0 1
Pour calculer le rang de la matrice, on 1’échelonne.
1 -1 2 -1 1 -1 2 -1 1 -1 2 -1
2 4 2 0 0o 6 -2 2 0o 6 -2 2
-1 1 -2 1 0 0 0 0 0o 0 0 0
1 5 0 1 0 6 -2 2 0 0 0 0

On trouve que le rang de cette matrice vaut 2 d’ou

rang{uy, ug, ug, ug} = 2.

(iv) A la question précédente, nous avons trouvé une matrice échelonnée dont les colonnes pivotales sont
la premiére et la deuxiéme. Ceci implique que le premier et le deuxiéme vecteur de la famille en question
forment une base de ’espace engendré. La famille

B/ = (ul,u2) =

est une base de Vect(uq, us, us, uq).

(v) Pour vérifier si F' @ Vect(u1, uz, uz,us) = R%, il suffit de vérifier si la réunion d'une base de F' avec
une base de Vect(u,us,us, uy) forme une base de R%. A la question (ii) nous avons trouvé une base B
de F et a la question (iv) nous avons trouvé une base B’ de Vect(uq, us,us,us). On les réunit en une
famille de quatre vecteurs :

—2 1 1 -1

1 -1 2 4

7= 1o |-1]]1

0 1 1 5

Vérifions si cette famille est libre :

-2 1 1 -1 0 —2a+b+c—d=0
1 -1 2 41 |0 - . a—b+2c+4d=0
al +b 0 +c 1 +d 1 1= 1o équivaut a G—ctd=0
0 1 1 5 0 b+ c+5d=0.
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Aprés I’échelonnement, ce dernier systéme devient

—2a+b+c—d=0

—b+5c+7d=0
4c+8d=0
0=0.

Nous avons trois inconnues principales a, b, ¢ et une variable libre d. Le systéme admet une infinité de
solutions, d’ott la famille F n’est pas libre, ce n’est pas une base de R*. Nous n’avons donc pas la relation
F @ Vect(uy, ug, uz, us) = R* (plus précisément ces deux sous-espaces ne sont pas en somme directe car
leur intersection est une droite).

Exercice 3

On se place dans I’espace vectoriel Ro[X] des polynomes réels de degré inférieur ou égal a 2. On considére
les polynomes :

Pp=X?>-2 P=(X-1)(X+1), PB=X-2)(X+1), P=(X-1)(X+2).

i) Rappeler la définition de la base canonique de Ry[X]. Quelle est la dimension de cet espace ?
ii) Montrer que Py est combinaison linéaire de P et Ps.
iii) Montrer que la famille (P, Py, P3) est libre. Est-ce une base de Ry[X]?

Solution : (i) La base canonique de Ry[X] est (1, X, X?) ou 1 désigne le polynome constant égal a 1.
Comme cette base est composée de trois vecteurs, on en déduit que dim(Rq[X]) = 3.

(ii) Le polynome P, est combinaison linéaire de Py et Ps s’il existe a,b € R tels que Py = aPs + bPs.
Nous avons

Ph=X?-2 P=X-2)(X+1)=X?>-X-2, P=(X-1)(X+2)=X>+X-2
On peut remarquer que
Po+P=X?"-X—-24X2+X-2=2X?-4=2P), dou Py= %Png%Pg.
Sinon, on peut passer par le calcul suivant. On cherche a,b € R tels que Py = aPs + bPs, c’est-a-dire
X2 2=0a(X?* - X -2)+bX?*+X -2)=(a+b)X*+(b—a)X —2a — 2b.

Comme la famille (1, X, X?) est libre (c’est la base canonique de Ry[X]), on en déduit le systéme suivant

a+b=1 1
—a+b=0 ce qui donne a:bzi.
—2a — 2b= -2

Le polynéme Py est une combinaison linéaire de P» et Pis.
(iii) La famille (Py, P>, P3) est libre si I’égalité
aP; +bPy +c¢P; =0
implique a = b = ¢ = 0. Dans ’égalité ci-dessus, le coté droit désigne le polynéme constant nul.

Nous partons donc de
a(X? = 1)+ b(X? - X —2)+c(X?*+X -2)=0,

ce qui donne
(a+b+e)X?+(-b+c)X —a—2b—2c=0.
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Comme la famille (1, X, X?) est libre, on obtient le systéme suivant

a+b+c=0
—b+c=0 ce qui donne a=b=c=0.
—a—2b—2c=0

On en déduit que la famille (P;, P, Ps) est libre. Comme cette famille libre est composée de trois vecteurs
et comme l'espace Ro[X] est de dimension 3, cette famille est une base de Ro[X].

Exercice 4

i)  Rappeler la définition d’une matrice inversible.
-1 1 =2

ii) Soit la matrice M = [ 2 -1 1 |. Montrer que M est inversible et calculer M 1.
-1 0 2

Soit E un espace vectoriel réel. Pour un vecteur z € E, on notera par (z)p ses coordonnées dans une
base B de E.

iii) Soit By = (e, e2,e3) une base de E. On considére les vecteurs suivants :
fi=—e1+2e—e3, fa=e—ez, fz3=—2e1+ex+2es.

Montrer que By = (f1, fa, f3) est aussi une base de E.

iv) Soient u,v € E deux vecteurs dont les coordonnées en base B; et Bs respectivement sont données

par
1 2

(U)Bl = 1 et (U)B2 =|-1
-1 2

Calculer les coordonnées de u dans la base B> et les coordonnées de v dans la base Bj.

a
v) Soit w € E. Montrer que si les coordonnées du vecteur w en base By sont (w)p, = (b), alors ses
c

a
coordonnées en base B; sont données par (w)p, = M (b) , ou M est la matrice de la question (ii).

(&
vi) Proposer (sans démonstration) la formule analogue, qui permet le passage dans le sens inverse, c’est-
a-dire de D’écriture en base B; vers celle en base Bs.

Solution : (i) Une matrice carrée A € M, (R) est inversible s’il existe une matrice B € M, (R) telle que
AB = BA = I,,, ou I,, désigne la matrice identité d’ordre n.

(ii) La matrice M est inversible si son rang est maximal, c’est -a-dire si rang(M) = 3. Nous allons le
vérifier grace a 1’échelonnement. Dans ’espoir que M soit inversible, nous allons échelonner la matrice
augmentée (M|I3) :

-1 1 =2 | 100 -1 1 =2 | 1 0 0 11 -2 | 100
2 -1 1010 |~ 0 1 3] 2 10|~ 01-=31]21909
-1 0 2] 001 0 -1 4| -1 0 1 00 1 | 111

Ici on constate que la matrice M est de rang 3, alors inversible. On continue I’échelonnement total afin
de trouver M1,

-1 10 | 3 2 2 -1 00 | -2 -2 -1 100 | 2 21
010]5 43|~ 010 5 4 3 |~l010]3543
001 111 001 1 1 1 001 ] 111
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A gauche on voit apparaitre la matrice identité, ce qui implique que la matrice de droite est 'inverse de
M :

M=

— Ot N

2
4
1

o

(iii) Comme (eq, ez, e3) est une base de E, on en déduite que E est un espace vectoriel de dimension 3.
Nous allons montrer que la famille (fi, fa, f5) est libre. Partons de I'égalité af +bfs + cfs = 0 qui s’écrit

a(—e1 + 2e2 —e3) + b(er — e2) + ¢(—2e1 + €2+ 2e3) =0,

ou encore
(—a+b—2c)e1 + (2a — b+ c)ea + (—a + 2c)eg = 0.

Comme la famille (e, e2, e3) est une base de E, elle est libre. On en déduit le systéme

—a+b—2c=0 —a+b—2c=0
2a—b+c=0 qui aprés ’échelonnement donne b — 3c0
—a+2c =0, c=0.

On obtient a = b = ¢ = 0 ce qui implique que la famille (f1, fo, f3) est libre. Comme c’est une famille
libre composée de trois vecteurs dans un espace E de dimension 3, c’est une base de F.

(iv) D’apreés les coordonnées de u et v données, on a
u=e +ey—eg et v=2f1 — fo+2fs.

Commencons par le vecteur v. Pour trouver ses coordonnées en base B = (e, ea, e3), il faut représenter
v comme combinaison linéaire de ces trois vecteurs. Nous avons

v=2f1 — fo+2f3 =2(—e1 +2e3 —e3) — (e1 — e2) +2(—2e1 + €3 + 2e3) = —Tey + Tea + 2e3.

Nous avons trouvé

De méme, pour trouver les cordonnées du vecteur w en base By = (f1, f2, f3), on cherche & représenter
u sous la forme u = af1 + bfz + cf3. Ceci nous améne & considérer I’équation suivante :

e1+ex —e3 =a(—ey + 2es —e3) + b(ex — e2) + ¢(—2e; + es + 2e3),
qui est équivalente a
e1+es—e3=(—a+b—2c)e; + (2a — b+ c)ea + (—a + 2¢)es.

Comme (eg, ea,e3) est une base, donc une famille libre, on obtient le systéme

—a+b—2c=1 a=3
20 —b+c=1 qui admet pour solution b=6
—a+2c= -1 c=1.
Nous avons trouvé
3
(U')Bz =16
1
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a

(v) Si(w)p, = <b> alors w = af; + bfs + cf3, d’ot

C
w = a(—e; +2es —e3) +bleg —ea) +c(—2e1 +ea+2e3) = (—a+b—2c)e; + (2a— b+ c)ea + (—a+ 2¢)es.

On a trouvé que

—a+b—2c
(g, = 2a—b+c
—a + 2¢
D’autre part
a -1 1 =2 a —a+b—2c
Mlibl=[2 -1 1 bl =1 2a—-b+c¢
-1 0 2 c —a + 2c

Nous avons montré que (w)p, = M(w)p,.
(vi) A la question précédente nous avons montré que pour tout vecteur w € E nous avons
(w)B, = M(w)B, -
Comme la matrice M est inversible, on obtient aussi que
(w)p, = M~ (w)p,.

Ceci est la formule cherchée (que ’on a méme démontrée).
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