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Exercice 1. Soit a > 0. On définit les suites (uy,) et (v,) par
tn= (L4 @)1 402 (1+a,  vp=a+a+tam

1. Montrer que la suite (u,) est croissante.
2. (a) Pour tout n € N*, calculer v,,.
(b) En déduire que si 0 < a < 1, alors la suite (vy,) est majorée.

3. Soit x € Ry. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer qu’il existe ¢ € [0, z] tel que
e’ — 1= ze,

puis en déduire que 1+ z < e”.
4. En déduire que si 0 < a < 1, alors la suite (uy,) est convergente.

Exercice 2. On définit une suite (u,) par

ug = 1,

Vn € N, upy1 = sin (%)

1. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout (z,y) € R%, on a

. (T . (Y 1
‘sm (7) — sin <7>) < —lz —yl.
2 2 2

1
2. En déduire que pour tout n € N, |uy 41| < §|un|

3. Calculer lim wu,,.
n—-+00

Exercice 3. Soit f: R — R une fonction continue. On suppose que f est 1-périodique, c’est-a-dire
Ve eR, f(x+1)=f(z).

1. Rappeler la définition de la continuité de f en un point xg € R.

2. Justifier que f est bornée sur l'intervalle [0, 1].

3. En déduire que f est bornée sur R tout entier.

4. On suppose en plus que f est dérivable sur R. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que f/(¢) = 0.

Exercice 4.
1. Enoncer la formule de Taylor-Young pour une fonction f: I — R de classe C", au point 0.

2. Ecrire les développements limités a ordre 3, au point 0, des fonctions
e”, cos(z), In(1+ x).

3. Montrer que le développement limité & l'ordre 2 de la fonction In(cos(x)), au point 0, s’écrit
72
In(cos(x)) = -5t e(z)x?
avec lim e(z) = 0.
z—0
4. En posant = 1/n, en déduire la valeur de
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