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EXERCICE 1 (Questions de cours [4 Pt])

1. [05 Pl Donner la définition formelle de : « la suite de réels (uy,)pen converge vers m ».

2. 105 ptl Donner la définition formelle de : « la fonction f: R+ R tend vers  en 1 ».

3. L2 ptl Rappeler I'énoncé du théoreme des accroissements finis.

4. L5 2] Donner la définition formelle de : « la fonction f : R — R admet un développement limité d’ordre 2
en 0 ».

EXERCICE 2 (Exemple d’une fonction admettant un développement limité d’ordre 2 mais qui
n’est pas dérivable 2 fois [? Pt])

Soit f : R* = R la fonction définie par f(z) = 23 sin (;)

1. 105t Jygtifier que f est de classe C sur R*.

2. [ ptl Montrer que f admet une limite [ en 0 que 1’on calculera.

On en déduit que f est prolongeable par continuité et on définit g : R — R par : g(z) = f(z) si © # 0 et
9(0) = [, la limite calculée a la question précédente.

3. 127 Calculer la dérivée et la dérivée seconde de g en z € R*.

4. ' pt] Montrer que g est dérivable en 0 et calculer sa dérivée en 0.

5. 1 Pt) Montrer que la fonction ¢’ : R — R est continue en 0.

6. [2ptl Montrer que la fonction ¢’ n’est pas dérivable en 0.

7. 1Pl Montrer qu’il existe une fonction ¢ : R — R telle que g(x) = x2e(x) pour tout = € R et e(z) — 0 quand
z— 0.

8. 105 ptl Deduire de ce qui précede que g admet un développement limité d’ordre 2 (lequel 7) en 0.

EXERCICE 3 (Concavité de In [7 pt])

Soit deux réels a et b tels quebO <a<b.
—a

Inb—1Ina

On définit f: [0,1] — R par f(¢t) =In((1 —t)a+tb) — (1 —t)Ina — tInb.

2. [1pt] Justifier que f est dérivable, de dérivée continue (f est de classe C'') sur [0,1] et calculer sa dérivée f'.

3. 12t Montrer qu’il existe to € ]0, 1[ tel que f(tg) = 0

4. 't Justifier que f est dérivable sur [0,1] et calculer sa dérivée f” (qui est donc la dérivée seconde de f).

5. 2Pt Montrer que f est croissante sur [0, 1]. En déduire son signe sur [0, 1] puis le tableau de variation de f.

6. [1 Pl Calculer £(0) et f(1) et déduire de tout ce qui précéde Pinégalité : In((1 —t)a+tb) > (1 —t)Ina+tInb.

1. 1Pt Montrer que : a < < b (cette question est indépendante de la suite).

EXERCICE 4 (Développements limités [6 Ptl)
1. [5x0.5=2,5ptl Donner les développements limités d’ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :
1.1z —In(l+x);
1.2. &+ cos(z);
1.3. z > sin(x);
1.4. x + cosh(zx);
1.5.  — sinh(x).
2. 157 Soit @ € R. Calculer lim ! In(1+ az); en déduire lim (1 + g)n.

z—0t T n—-+oo n

3. 2t Calculer lim sin(z) cosh(z) — sinh(x) cos(z)
. z—0 sin®(x) ’



