
▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ ✶èr❡ ❛♥♥é❡

▲❛✉r❡♥t ❘❡❣♥✐❡r

✷✺ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✵



✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

➱t✉❞✐❡r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❈♦♠♠❡♥t ❞♦✐t ♦♥ ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❄ ■❧ ♥✬② ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❛✐s ✈♦✐❝✐
q✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ✭q✉✐ ❞✉ r❡st❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r♦♣r❡s ❛✉① ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❝✐✲
♣❧✐♥❡s✮✳

❋❛✐r❡ ❧❡s ❡①❡r❝✐❝❡s✳ ▲❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❛❜str❛✐t❡s ❡t ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ■❧ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r
❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜❥❡ts✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♣♦✉r s❡ ❧❡s ❛♣♣r♦♣r✐❡r ❡t s❡ t❡st❡r s♦✐✲♠ê♠❡ ✿ ❞♦♠✐♥❡r ❧❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♥❡ ♣❛s s❡ ❧❛✐ss❡r ❞♦♠✐♥❡r✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❡①❡r❝✐❝❡s✳
❖♥ ❡♥ tr♦✉✈❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉rs✱ ❞❛♥s ❧❡s ❧✐✈r❡s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❛❧❡s ❞✬❡①❛♠❡♥s✳✳✳
▲❡s ❡①❡r❝✐❝❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣ré♣❛rés✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ♣❛ss❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱
♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ tr♦✉✈❡r t♦✉❥♦✉rs✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❡①trê♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡t

❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ❡①❡r❝✐❝❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐s❝✉tés ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s
tr♦✉✈é❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣❛ré❡s ❡t ❝♦rr✐❣é❡s✳
❈❡ ❝♦✉rs ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ sé❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦✉rs ♠❛❣✐str❛❧ ✭s♦✉✈❡♥t ❡♥ ❛♠♣❤✐✮ ❡t sé❛♥❝❡s ❞❡ ❚❉ ✭❡♥ ❣r♦✉♣❡s ♣❧✉s
r❡str❡✐♥ts✮✳ ▲✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t ❝❤❛r❣é ❞❡ ❚❉ ❢♦✉r♥✐t ❝❤❛q✉❡ s❡♠❛✐♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❡①♦s à tr❛✐t❡r ♣♦✉r ❧❛ s❡♠❛✐♥❡
s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡s ❡①❡r❝✐❝❡s ❞♦✐✈❡♥t t♦✉s ❛✈♦✐r été ♣ré♣❛rés ❛✈❛♥t ❧❛ sé❛♥❝❡✱ ❧❡ ❚❉ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐s❝✉t❡r ❡t ❝♦rr✐❣❡r
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s✱ à ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① é✈❡♥t✉❡❧❧❡s q✉❡st✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦✉rs✱ ❡t à ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❞✉
❝♦✉rs✳

❆♣♣r❡♥❞r❡ s♦♥ ❝♦✉rs✳ ❊♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦✉rs ❡st s♦✉✈❡♥t s②♥♦♥②♠❡ ❞❡ ❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✳
❊♥ ❡✛❡t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥str✉✐r❡ t♦✉t ❧❡ ❝♦✉rs✱ ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ❛ t♦✉t ♦✉❜❧✐é✳ ▲❡s
❢♦r♠✉❧❡s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s s♦♥t ✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡❧❛ ✿ s✐ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▼♦✐✈r❡
eix = cosx+ i sinx✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉t❡s ❧❡s r❡tr♦✉✈❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ r❛r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐✈❡ ❛♣♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❝÷✉r✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s♦♥ ❝♦✉rs ❡st ❞❡
s♦rt✐r ❞❡ sé❛♥❝❡ ❡♥ ❛②❛♥t t♦✉t ❝♦♠♣r✐s ✦ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t êtr❡ ❝♦♥❝❡♥tré ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝♦✉rs✱ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❝♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❡♥sé❡✱ ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ét❛♥t ❧✬♦r❣❛♥❡
❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ q✉✐ ❝♦♥s♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛❧♦r✐❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉rs ❡st ✉♥
s♣♦rt✮✳
■❧ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝♦✉rs✱ q✉❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♥♦t❡s✳ ❉♦♥❝ s✐ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à
s❡ s❡♥t✐r ❞é♣❛ssé✱ ♦♥ ❝❡ss❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♥♦t❡s ♣♦✉r s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❝❡ q✉❡ ❞✐t ❧❡ ♦✉ ❧❛ ♣r♦❢✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛
t♦✉❥♦✉rs s♦✐t ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ♥♦t❡s ❞✬✉♥ ❝❛♠❛r❛❞❡✱ s♦✐t r❡❧✐r❡ ❧❡ ♣♦❧②✱ s♦✐t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❧✐✈r❡✳
❯♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✿ ♥❡ ❥❛♠❛✐s ❝r♦✐r❡ ❝❡ q✉❡ ❞✐t ❧❡ ♦✉ ❧❛ ♣r♦❢✱ ♦♥ ♥❡ ❝r♦✐t q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞✳ ◆❡
♣❛s ❤és✐t❡r à ♣♦s❡r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❡♥ ❝♦✉rs ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ♥❡ ♣❛s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦✉rs ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① ❡①❡r❝✐❝❡s ❀ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♦♥ ❧❡ r❡❧✐r❛ ❡♥
❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❡①♦s ❝❛r ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ♣♦✐♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♠❛❧ ❛ss✐♠✐❧és ♦✉ ♦✉❜❧✐és ❀ ❞✬♦ù ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐r❡
❞❡s ❡①♦s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❢❛✐r❡ ❧❡s ❡①♦s ❡st ❧❛ ✷è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ s♦♥ ❝♦✉rs✳
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❚r❛✈❛✐❧❧❡r à ♣❧✉s✐❡✉rs✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ s❡ ♠♦t✐✈❡r à tr❛✈❛✐❧❧❡r✳ ■❞é❛❧❡♠❡♥t ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ à ✷
♦✉ ✸✳ ❙✐ ♦♥ ♥✬♦s❡ ♣❛s ❛❧❧❡r ✈❡rs ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❡♠❛♥❞❡r ❛✉ ❝❤❛r❣é ❞❡ ❚❉ ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❞❡s ❜✐♥ô♠❡s✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ s♦♥ ❝♦✉rs ❝✬❡st ❞❡ ❧❡ r❡❢❛✐r❡ à ✉♥ ❝❛♠❛r❛❞❡✳ ❙✐ ♦♥ ❛
t♦✉t ❝♦♠♣r✐s ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡❧q✉✬✉♥ q✉✐ ♥✬❛ r✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s ❡t ♦♥ ❧✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ t♦✉t ✭❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✮✳ ❈✬❡st ✉♥
❡①❡r❝✐❝❡ q✉✐ s❡r❛ ❛✉t❛♥t ❜é♥é✜q✉❡ à ❧✬✉♥ q✉✬à ❧✬❛✉tr❡✳
▲❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❡st q✉❛♥❞ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s t♦✉t ❝♦♠♣r✐s✱ ♠❛✐s ♣❛s r✐❡♥ ♥♦♥ ♣❧✉s✳ ❙❡ ♠❡ttr❡ à ❞❡✉①
♦✉ tr♦✐s ❡st ❛❧♦rs ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝❛r ❝❡ ♥❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✉♥s ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s
❜✉t❡♥t✳
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ♣ré♣❛r❡r ❧❡s ❡①♦s ❛✈❛♥t ❧❡s sé❛♥❝❡s ❞❡ ❚❉✱ ❧❡ ♠✐❡✉① ❡st ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs✳ ❉✬❛❜♦r❞ ç❛
♠♦t✐✈❡✳
▼ê♠❡ s✐ ♦♥ ♣❡♥s❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✐❞❡ ♣♦✉r ② ❛rr✐✈❡r✱ ✐❧ ❡st ❡①❝❡❧❧❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥
❛ tr♦✉✈é❡s à s❡s ❝❛♠❛r❛❞❡s✳ ❊t ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ❥❛♠❛✐s ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st tr♦♣ ♥✉❧ ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝
❞✬❛✉tr❡s✳ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s♦✉✈❡♥t ✉♥ ét✉❞✐❛♥t très ❢♦rt s✬❛ss♦❝✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ét✉❞✐❛♥t très ❢❛✐❜❧❡✱ ♣♦✉r
❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❜é♥é✜❝❡ ❞❡s ❞❡✉①✳

■♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts✳ ■❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❤❡✉r❡✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦s❡
❞❡s q✉❡st✐♦♥s ✿ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡✱ ❝❡❧❛ ❧❡✉r ❞♦♥♥❡ ✉♥ r❡t♦✉r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡✉r ❝♦✉rs ❡st
r❡ç✉✱ ç❛ ♠❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐❡✳✳✳ P❛r ✈♦❝❛t✐♦♥ ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛✐♠❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥❝ s✐ ♦♥ ❧✉✐ ❡♥
❞♦♥♥❡ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ✐❧ s❡r❛ ✐♥t❛r✐ss❛❜❧❡ ✭tr♦♣ ♣❡✉t✲êtr❡✮✳
❉♦♥❝ ♥❡ ♣❛s ❤és✐t❡r à ♣♦s❡r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ❡♥ ❝♦✉rs✱ ❡♥ ❚❉ ❡t s✐ ✈r❛✐♠❡♥t ♦♥ ❡st tr♦♣ t✐♠✐❞❡ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r
✈♦✐r ❧✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝♦✉rs✱ ♦✉ t❡♥t❡r ❞❡ ❧❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s s♦♥ ❜✉r❡❛✉ ❤♦rs ❞❡s ❤❡✉r❡s ❞❡ ❝♦✉rs✱ ❧✉✐
❡♥✈♦②❡r ✉♥ ♠❛✐❧✱ ❡t❝✳

✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

❊♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❛♣rès ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♦♥ s❡ ♣♦s❡ ✭♣r❡sq✉❡✮ t♦✉❥♦✉rs ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ✿

✶✳ ❛✲t✲♦♥ ❜✐❡♥ ✉t✐❧✐sé t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❄

✷✳ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t✲♦♥ ♣❛s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❄
❖✉ ♣❧✉s ♠♦❞❡st❡♠❡♥t✱ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♦♥ ♣❛s r❡❢♦r♠✉❧❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐✈❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❄

■❧ ❛rr✐✈❡ s♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❛✐t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛✐s q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à ✈♦✐r ❀
❞❡ très ❣r❛♥❞s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦♥t ❞é❝♦✉❧é ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ q✉❡st✐♦♥✱ q✉✐ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡✳

✓ ▲❡s ♠é❞✐❛tr✐❝❡s ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ s❡ ❝♦✉♣❡♥t ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ✿ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t✳ ✔

❈✬❡st ✈r❛✐ ♠❛✐s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡st r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠é❞✐❛tr✐❝❡s ❞❡ t♦✉t tr✐❛♥❣❧❡
s❡ ❝♦✉♣❡♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣❡r✢✉❡ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ♥♦✉s ✐♥❞✉✐r❡ ❡♥ ❡rr❡✉r ✿
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝❤❡r❝❤❡r ✭❧♦♥❣t❡♠♣s✮ à ✉t✐❧✐s❡r P②t❤❛❣♦r❡✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ rés♦✉❞ ✉♥ ❡①❡r❝✐❝❡ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é❝♦✉✈r❡ à ❧❛ ✜♥ q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥✬❛ s❡r✈✐ à r✐❡♥✱ ✐❧ ② ❛
❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ✿

✶✳ ♦♥ s✬❡st tr♦♠♣é✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♥✉t✐❧✐sé❡ ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❢❛✉① ❀ ❝✬❡st ❧❡
❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❀

✷✳ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❞❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ s✬❡st tr♦♠♣é✱ ♦✉ ❛❧♦rs ✐❧ ❛ ❝❤❡r❝❤é à ♥♦✉s ❡♥❞✉✐r❡ ❞✬❤♦rr❡✉r✳ ➬❛ ❛rr✐✈❡✳

✷✳✶ ▲❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

▲❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❛❜str❛✐ts✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧❡s t♦✉❝❤❡r✳ P❛r❢♦✐s ♦♥ ♣❡✉t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ✉♥
❞❡ss✐♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❝❛r ❧❡s ❞❡ss✐♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦♠♣❡✉rs ❀
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥ ❞❡ss✐♥❡ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ t♦♠❜❡r s✉r ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ♦✉ ✐s♦❝è❧❡✮✳ ❙✐ ❛♣rès ♦♥ s❡ ✜❡ ❛✉ ❞❡ss✐♥✱ ♦♥ r✐sq✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ss✐♥é q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ s✐ ♥♦tr❡ tr✐❛♥❣❧❡ s❡♠❜❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ s✉r ❧❡ ❞❡ss✐♥
♦♥ ♣♦✉rr❛✐t t❡♥t❡r ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❡✉① ♠é❞✐❛tr✐❝❡s s❡ ❝♦✉♣❡♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ✈r❛✐ q✉❡
♣♦✉r ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s✮✳
❈❡❧❛ ét❛♥t ❞✐t ❧❡s ❞❡ss✐♥s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛✐❞❡ ♣ré❝✐❡✉s❡ ♣♦✉r s❡ ✜❣✉r❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

❚②♣❡s ❞✬♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♠♦t ♦❜❥❡t ❡♥ ✉♥ s❡♥s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❛r❣❡✱ ✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞✬♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭✈r❛✐♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣✮✳ P♦✉r s✬② r❡tr♦✉✈❡r ♦♥ ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s✳ ■❧ ❡st
très ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❛✛❛✐r❡ à ✉♥ é♥♦♥❝é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡ s❛✈♦✐r t②♣❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞♦♥t ✐❧
❡st q✉❡st✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts✱ ✐❧s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ✿ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛

✺



❢♦♥❝t✐♦♥ x2 s✉r R ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ❀ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x2 ❡st
à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✳
❱♦✐❝✐ ❧❡s t②♣❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs ✿

◆♦♠❜r❡s ✿ ❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡✳ ■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✿ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ✵✱ ✶✱ ✷✱ ✳✳✳ ❀ ❧❡s ❡♥t✐❡rs

r❡❧❛t✐❢s q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♥❛t✉r❡❧s ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡✉rs ♦♣♣♦sés ✲✶✱ ✲✷✱ ✳✳✳ ❀ ❧❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡♥t
♣❛r ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s ❀ ❧❡s ré❡❧s✱ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❊♥s❡♠❜❧❡s ✿ ✐❧ ❡♥ s❡r❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t②♣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ ♦✉ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳✳✳ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳
❖♥ ❝♦♥♥❛✐t ❞é❥à ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❡st ♥♦té N✱ ❞❡s r❡❧❛t✐❢s ♥♦té Z✱ ❞❡s
r❛t✐♦♥♥❡❧s ♥♦té Q✱ ❞❡s ré❡❧s ♥♦té R✱ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥♦té C✳✳✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ q✉❡❧q✉❡❝❤♦s❡ ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❡t❝✳

❋♦♥❝t✐♦♥s ♦✉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ✓ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✔ ❡t ✓ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✔ s♦♥t s②♥♦♥②♠❡s✳
❯♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♣♣❡❧é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt

♦✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♣♣❡❧é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡❧❛
f : X → Y ❝❡ q✉✐ s❡ ❧✐t ✓ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Y ✔✳ ❖♥ ❞✐t
❛✉ss✐ q✉❡ f ❡st ❞❡ X ❞❛♥s Y ✳
❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✐❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❡♥t✐❡rs
♥❛t✉r❡❧s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x2 s✉r ❧❡s ré❡❧s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥✉s s✉r ❧❡s ré❡❧s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r ❧❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡t❝✳

❚✉♣❧❡s ♦✉ ✉♣❧❡ts ✿ ❧❡s t✉♣❧❡s s♦♥t ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❀ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t②♣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
♣❛r❛♠étré ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥t❡♥✉s ✿ ✉♥ t✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs✱ ✉♥ t✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳✳✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ R3 s♦♥t ❞❡s tr✐♣❧❡ts ❞❡ ré❡❧s✳
▲❡s ❝♦✉♣❧❡s s♦♥t ❞❡s ✷✲✉♣❧❡ts✱ ❧❡s tr✐♣❧❡ts s♦♥t ❞❡s ✸✲✉♣❧❡ts✳✳✳

❙✉✐t❡s ✿ ❝❡ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ s✉✐t❡
(xn) ❞❡ ré❡❧s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ❞❛♥s R q✉✐ ❛ ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r n ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ré❡❧ xn✳

❘❡❧❛t✐♦♥s ✿ ♦♥ ❧❡s r❡tr♦✉✈❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r
❞❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❧❡s ❜r✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s é♥♦♥❝és ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
❊❧❧❡s s♦♥t ♣♦✉rt❛♥t t②♣é❡s ❡t ❝✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❧❡s ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ✐❝✐✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✭❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ✿ ❧✬é❣❛❧✐té✮
s♦♥t ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❞❡✉① ♦❜❥❡ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ≤ ❡♥tr❡ ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ❡st ❜✐♥❛✐r❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
t❡r♥❛✐r❡s ♦✉ ♣❧✉s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x2 + y2 + z2 = 1 q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té ❞❛♥s R3✱ ❡st ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ t❡r♥❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✸ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x✱ y ❡t z ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ R3✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≤ s✉r
❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♦✉ s✉r ❧❡s ré❡❧s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ⊂ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ N✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❝♦♠♣❛rés
♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ é❝r✐t ❞❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ♥♦♠❜r❡s✱ ❡♥tr❡ ✈❡❝t❡✉rs✱
❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛✐s ç❛ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ✉♥
♥♦♠❜r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s✱ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ét❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ∈
q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❙✉r❝❤❛r❣❡ ✶ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ r✐❝❤❡ ♠❛✐s ✜♥✐❡ ❀ ❛✉ss✐ ♦♥ ❡st
❛♠❡♥é à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s s②♠❜♦❧❡s ♣♦✉r ♥♦♠♠❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✐✛ér❡♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs 0
❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs✱ ❞❡ r❡❧❛t✐❢s✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✱ ❞❡

✶✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❡st ❡♠♣r✉♥té à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦❜❥❡t ♦ù ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡
❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ❞❡s t②♣❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡
❛♠❜✐❣ü✐té✳

✻



♠❛tr✐❝❡s✱ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳✳✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ♥♦t❡ ✭♣r❡sq✉❡✮ t♦✉❥♦✉rs ✶ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡
❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❚♦✉t❡❢♦✐s ç❛ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❝❡ q✉❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ♣♦rt❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ q✉✬✐❧s s♦♥t é❣❛✉① ❀ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r 0 ❞❡ R3 ❡st
❞✐st✐♥❝t ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r 0✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ✭❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ R3 s♦♥t ❞❡s tr✐♣❧❡ts ❞❡
ré❡❧s✱ ❧❡s ❡♥t✐❡rs s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✮✳ ❙❛♥s ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 0 s✉r ❧❡s ré❡❧s q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ x ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
0 ❡t q✉✐ ♥✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♥✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡✱ ♥✐ ✉♥ tr✐♣❧❡t✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡ s✉✣t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞✉ s②♠❜♦❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥
s❛✐t q✉❡ x ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R3 ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ x+0✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ + ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ✭❡t
♥♦♥ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✮ ❡t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ 0 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧ ❞❡ R3 ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ tr✐♣❧❡t (0, 0, 0)✳ P❛r
❝♦♥tr❡ s✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s R✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t f 6= 0✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ 0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é♥♦♥❝é ✿✓ s✐ x ❡t y s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ R3 ❛❧♦rs x.y = 0 ss✐ x = 0 ♦✉ y = 0 ✭♦✉ x.y ❡st ❧❡
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ x ❡t y✮ ✔✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ x ❡t y s♦♥t ❞❡s tr✐♣❧❡ts ❞❡ ré❡❧s✳ ❖♥ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ x.y ❡st ❧❡
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ x ❡t y ❀ ✐❧ ❢❛✉t s❡ s♦✉✈❡♥✐r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R✱ ❞♦♥❝ x.y ❡st
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ 0 ❞❛♥s ❧✬é❣❛❧✐té x.y = 0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ 0✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡
♠ê♠❡ s②♠❜♦❧❡ 0 ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s x = 0 ❡t y = 0 r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧ ❀ ç❛ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ 0 ❝❛r ç❛ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶ ❉♦♥♥❡r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❡t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s é♥♦♥❝és s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s ❀ s✐ f : [a, b] → R ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s✐ f(a) < 0 ❡t f(b) > 0 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ x0 ∈ [a, b]
t❡❧ q✉❡ f(x0) = 0✳

✕ s♦✐❡♥t f : R → R ❀ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f ❡st ♣❛rt♦✉t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ q✉❡ f ′(x) = 0 ♣♦✉r t♦✉t x ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ x0 t❡❧
q✉❡ f(x0) = 0 ❀ ❛❧♦rs f = 0✳

✕ ❙✐ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❛❧♦rs X ❛❞♠❡t ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t x0✳
✕ ❙♦✐t f : N → N ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n0 t❡❧ q✉❡ f(n0) ❡st ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ♦♥ ❛ f(n0) ≤ f(n)✳

✕ ∀ǫ > 0, ∃α > 0, ∀x s✐ |x− x0| < α ❛❧♦rs |f(x)− f(x0)| < ǫ

❊①❡r❝✐❝❡ ✷ ❉♦♥♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿

❙♦✐t T ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : X → X ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ x s✐ ♣♦✉r
t♦✉t V ∈ T t❡❧ q✉❡ f(x) ∈ V ✱ ♦♥ ❛ f−1(V ) ∈ T ✳

❱♦✉s ♥✬❛✈❡③ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❙❛❝❤❡③ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ f−1(V ) ❡st ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x t❡❧s q✉❡ f(x) ∈ V ✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✸ ❉♦♥♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿

❙♦✐t x ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r h ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ f ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ π s✉r R q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❡♥ ✵ ❡t
t❡❧❧❡ q✉❡ x(f +R) = x(f) +R.x′(f) +R.π(R) ♣♦✉r t♦✉t R t❡❧ q✉❡ f +R ∈ h✳

✷✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s

❏✉sq✉✬à ❧❛ r❡♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥✬✉t✐❧✐s❛✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ s♣é❝✐❛❧❡ ❡t s✬é❝r✐✈❛✐❡♥t ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡
s❛✈❛♥t ✭❣r❡❝✱ ❛r❛❜❡✱ ❧❛t✐♥✮✳ ❖♥ ♥❡ ❞✐s❛✐t ♣❛s ✓ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r ❡st ❧❛ ✭♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✮ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x2 − x− 1 = 0 ✔ ♠❛✐s ✓ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛rré ❡st é❣❛❧ à ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❧✉s ✉♥ ✔✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é à ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✈❡rs ❧❡ ✶✺è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ♦ù ❱✐èt❡ ✐♥✈❡♥t❡ ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡ttr❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♦✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❀ ❡❧❧❡ s✬❡st à ♣❡✉ ♣rès ✜①é❡
❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❛✉ ✶✼è♠❡ s✐è❝❧❡ ♦ù ▲❡✐❜♥✐t③ ❡t ◆❡✇t♦♥ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧❛ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♠♦❞❡r♥❡✳ ❊❧❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❧❡ttr❡s ❞❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ❧❛t✐♥ ❡t ❣r❡❝ ✭❡t ♠ê♠❡ ❤é❜r❡✉①✮ ❡t ❛✉ss✐ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s
❞é❞✐és✱ à ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❡s ❝é❧è❜r❡s ∀ ✭♣♦✉r t♦✉t✮ ❡t ∃ ✭✐❧ ❡①✐st❡✮✳

✼



✷✳✷✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s✳

❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ✉♥ ♥♦♠✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❧❡ttr❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦♥♥❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs
êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐r❡ q✉❡❧ ♦❜❥❡t ♦♥ ♥♦♠♠❡ ❡t q✉❡❧ ♥♦♠ ♦♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦rté❡ ♦✉ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ✿ ❝✬❡st ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ t❡①t❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡✳
■❧ ❛rr✐✈❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❛s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❛r ✐❧ ❡st ❧♦✉r❞ ❞✬é❝r✐r❡ s❛♥s ❝❡ss❡
✓ ❙♦✐t x✳✳✳ ✔✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ t❡①t❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r
ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡ s②♠❜♦❧❡ ❄ ❙✐ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝✬❡st q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♥✬❛
♣❛s été ✭✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♦✉ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❝❡ q✉✬❡❧❧❡
r❡♣rés❡♥t❡✳

❊①❡♠♣❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❤r❛s❡ ✓ s♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ❀ s✐ n ❡st ♣❛✐r ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r k t❡❧ q✉❡ n = 2k ✔✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
n q✉✐ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉ ❞é❜✉t ♣♦rt❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ k ♣♦rt❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❛♣rès ❧❡ ✓ ❛❧♦rs ✔✳

❊①❡♠♣❧❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❤r❛s❡ ✓ s✐ a ❡t b s♦♥t t❡❧s q✉❡ p = ab ❛❧♦rs a = 1 ♦✉ b = 1 ✔ ✭q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ p ❡st
♣r❡♠✐❡r✮✳ ■❝✐ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s a✱ b ❡t p ♥✬❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♠❛✐s ♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s a ❡t b s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❛r ❧❛ ♣❤r❛s❡ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❡♥ ✓ s✐ a ❡t b
s♦♥t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ p = ab ❛❧♦rs✳✳✳ ✔✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ p ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♣❤r❛s❡ ❡t ❞♦✐t ❛✈♦✐r été ❞é✜♥✐❡ ❛✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s a ❡t b ❡st ✉♥ ♣❡✉ s✉❜t✐❧❡ ✿ ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s
❧❛ ♣❛rt✐❡ s✐ ❞❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ❧❡s ♠❡♥t✐♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❧♦rs✳ ■❝✐ ❛✉ss✐ ✐❧ ❢❛✉t r❡❢♦r♠✉❧❡r
❧❛ ♣❤r❛s❡ s❛♥s ❡♥ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ s❡♥s ♣♦✉r ❜✐❡♥ t✐r❡r ❛✉ ❝❧❛✐r ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ✿ ✓ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❀ s✐
p = ab ❛❧♦rs a = 1 ♦✉ b = 1 ✔✳

P❛r❢♦✐s ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣rès ❧❡✉r ✉s❛❣❡✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❧♦❝✉t✐♦♥s ♦ù ♦✉ ♣♦✉r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐❡r ♣❛✐r ♣♦✉rr❛✐t s✬é❝r✐r❡ ✿ ✓ n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣❛✐r s✐ n = 2k ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r k ✔✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✹ ❉❛♥s ❧❡s é♥♦♥❝és s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡r ❧❡ st❛t✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ♦✉
♣❛s✮✱ ❡t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳

✐✮ ❙✐ n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ n = 2k ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r k ❛❧♦rs n ❡st ♣❛✐r✳

✐✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs q ❡t r t❡❧s q✉❡ a = bq + r ❡t 0 ≤ r < b✳

✐✐✐✮ ▲❡ P●❈❉ ❞❡ a ❡t b ❡st ❧✬❡♥t✐❡r d t❡❧ q✉❡ ✿ d ❞✐✈✐s❡ a ❡t b ❡t d′ ≤ d ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r d′ q✉✐ ❞✐✈✐s❡ a ❡t b✳

✐✈✮ ❙✐ x ❡st ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ♥♦♥ ♥✉❧ ❛❧♦rs x = nx′ ♦ù n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t x′ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t❡❧ q✉❡ x′ < 1✳

✈✮ ❙♦✐❡♥t I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R✱ x0 ∈ I ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ I ❞❛♥s R ❀ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ x0 s✐
♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ α > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ I✱ s✐ |x− x0| < α ❛❧♦rs |f(x)− f(x0)| < ǫ✳

■❧ ❛rr✐✈❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❛ss❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡
❡st ✓ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡✳ ✔✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ f ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛s à ❧❛ ♣❤r❛s❡
♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ❞✐t r✐❡♥ ❞❡ f ❀ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s
❧❡ t❡①t❡ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦rté❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣❡♥r❡ ✓ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛
x✳✳✳ ✔ ♦✉ ✓ P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦♥ ♥♦t❡r❛ G ❧❡ ❣r♦✉♣❡✳✳✳ ✔✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ ✓ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs ♦♥ ♥♦t❡r❛ N ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ✔ ❀ ✐❝✐ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡
♥♦♠ N ❡t ❧✬♦♥ ❡♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦rté❡ ✿ t♦✉t ❧❡ ❝♦✉rs✳ ❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s
✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ♣♦rté❡ t♦✉t ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❝♦✉rs✳

◗✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣ré✈♦✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ∀ ❡t ∃✳
▲❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ∀ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦✉ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♦✉ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t
s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❀ ✐❧ s❡rt ❞♦♥❝ à ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ s❡r❛ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t
♦❜❥❡t✳ ▲❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ∀ ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✈❛t❛rs✱ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t ét❛♥t ❧✬✉s❛❣❡ ❞✉ ✈❡r❜❡ êtr❡ ❛✉ s✉❜❥♦♥❝t✐❢ ✿
✓ s♦✐t ✔ ♦✉ ✓ s♦✐❡♥t ✔ ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦♠s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✓ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ✔ ♦✉
✓ q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ✔✳

✽
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✓ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❀ s✐ n ❡st ♣❛✐r ❛❧♦rs n+1 ❡st ✐♠♣❛✐r ✔✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤r❛s❡ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞♦♥t ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❛♣♣❡❧❡r n✳ ➚ ♣❛rt ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❝❡t ♦❜❥❡t✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❛♣♣❡❧é
n✳ ▲❡ ♠ê♠❡ é♥♦♥❝é ♣♦✉rr❛✐t s✬é❝r✐r❡ ♣❧✉s s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ✿✓ ∀n ∈ N, s✐ n ♣❛✐r ❛❧♦rs n+ 1 ✐♠♣❛✐r ✔✳

▲❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ∃ s❡rt à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞♦♥t ♦♥ ❛✣r♠❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ✓ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ n ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ s❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ✔✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❛✉ss✐ ∃n ∈ N, n =

∑

d|n

d 6=n

d✳

✷✳✷✳✷ ❙♦♠♠❡s ❡t ♣r♦❞✉✐ts

▲❡ s✐❣♥❡
∑

♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ t❡r♠❡s t♦✉s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡✳ ❈❤❛q✉❡
t❡r♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛♣♣❡❧é ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝

∑

i∈I

xi

♦ù I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❧❡s xi s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❀ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r I✳

❘❡♠❛rq✉❡

▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❡ s♦♠♠❡ ❀ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st
❧✐♠✐té❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s♦✉s ❧❡ s✐❣♥❡ s♦♠♠❡✳

❙♦♠♠❡ ✈✐❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù I ❡st ✈✐❞❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ✈✐❞❡✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❧❛ s♦♠♠❡
✈✐❞❡ ❡st é❣❛❧❡ à 0 ✭❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✮✳
❚rès s♦✉✈❡♥t I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 1 ❡t n ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r n ✜①é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ é❝r✐t ✿

∑

1≤i≤n

xi =
n
∑

i=1

xi

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ n ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ 1✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ n = 0✱ ♦♥ ❛ ❛✛❛✐r❡
à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✈✐❞❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞♦♥❝ 0✳

❊①❡♠♣❧❡✳

▲❛ s♦♠♠❡ 1 + 2 + · · · + n s✬é❝r✐r❛
∑n

k=1 k✳ ▲❡ s✐❣♥❡ s♦♠♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐❝✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ k✱
♥♦♠♠é❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡t ✐♥❞✐q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐❝✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 1 ❡t n✳

❊①❡♠♣❧❡✳
∑n

i=0 2
i ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ i q✉✐ ♣r❡♥❞ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 0 ✭✐♥❝❧✉s✮

❡t n ✭✐♥❝❧✉s✮✳ ❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

n∑

i=0

2i = 20 + 21 + . . . 2n

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ♥♦♠ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t
∑n

k=0
2k =

∑n

i=0
2i =

∑n

α=0
2α✳

Pr♦❞✉✐t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❡①♣r✐♠❡r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ s②♠❜♦❧❡
∏

✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✺ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞✐r❡ q✉❡❧ ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡t réé❝r✐r❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ✿

✐✮
∑k

i=1
ik ❀

✾



✐✐✮
∏

1≤k≤n k

❊①❡r❝✐❝❡ ✻ ➚ q✉♦✐ ❡st é❣❛❧ ❧❛ s♦♠♠❡
∑p

n=1
1 ❄

❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ très ❝♦✉r❛♥t❡ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡s ✐♥❞❡①é❡s ❡st ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ré♥✉♠ér♦t❡r ✿

∑n+1

i=1
xi =

∑n

j=0
xj+1✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✼ ❖♥ ♥♦t❡ Sn =
∑n

k=1
k✳ ▼♦♥tr❡r✱ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ k ❡♥ n + 1 − k q✉❡

Sn = n(n+ 1)− Sn✳

❙♦♠♠❡ ♠✉❧t✐✲✐♥❞❡①é❡✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ s♦♠♠❡s✱ ♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s s♦♠♠❡s ❛✈❡❝
♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡✳

∑

0≤i≤n

0≤j≤p

2i+j =
n∑

i=0

p∑

j=0

2i+j

=
n∑

i=0

2i
p∑

j=0

2j

=
n∑

i=0

2i(2p+1 − 1)

= (2p+1 − 1)
n∑

i=1

2i

= (2p+1 − 1)(2n+1 − 1)

❊①❡r❝✐❝❡ ✽ ❙♦✐❡♥t f(x) =
∑n

i=0
aix

i ❡t g(x) =
∑p

j=0
bjx

j ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✳ ❈❛❧❝✉❧❡r
f(x)g(x)✳

✷✳✸ ▲❡s é♥♦♥❝és ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

▲❡s é♥♦♥❝és ♣❛r❧❡♥t ❞✬♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❧❡s ré❡❧s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs✱ ✳✳✳✮ ❡t ❡①♣r✐♠❡♥t
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✓ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✔ ❡st ✉♥ é♥♦♥❝é ❡①♣r✐♠❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♥♦♠♠é p✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✾ ➱❝r✐r❡ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ❧❡s é♥♦♥❝és ✿

✐✮ ∃k ∈ N, n = 2k ❀

✐✐✮ ∀n, p ∈ N, s✐ ∃k, l ∈ N t❡❧ q✉❡ n = 2k ❡t p = 2l ❛❧♦rs ∃m ∈ N t❡❧ q✉❡ n+ p = 2m ❀

✐✐✐✮ ∀a, b, c ∈ C, ∃z ∈ C t❡❧ q✉❡ az2 + bz + c = 0✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✵ ➱❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡ ❧❡s é♥♦♥❝és s✉✐✈❛♥ts ✿

✐✮ ▲❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛rrés ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❛✉❣♠❡♥té❡
❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t✳

✐✐✮ ▲❡ s✐♥✉s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛♥❣❧❡s ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✉ s✐♥✉s ❞❡ ❧✬✉♥ ♣❛r ❧❡ ❝♦s✐♥✉s ❞❡
❧✬❛✉tr❡✳

✐✐✐✮ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ❝❡t
✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❛❧♦rs s❛ ❞ér✐✈é❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳

✶✵



✐✈✮ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❡❧❧❡
♣r❡♥❞ t♦✉t❡s s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳

✈✮ ❉❡ t♦✉t❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❢❡r♠é ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✶ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≤ s✉r N2 ❡♥ ♣♦s❛♥t q✉❡ (x, y) ≤ (x′, y′) s✐ x = x′ ❡t y ≤ y′✳ ❉✐r❡ s✐ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s ✿

✐✮ ∀x, y ∈ N✱ (x, y) ≤ (x, y) ❀

✐✐✮ ∀x, y, x′, y′ ∈ N✱ s✐ (x, y) ≤ (x′, y′) ❡t (x′, y′) ≤ (x, y) ❛❧♦rs x = x′ ❡t y = y′ ❀

✐✐✐✮ ∀x, y, x′, y′, x′′, y′′ ∈ N✱ s✐ (x, y) ≤ (x′, y′) ❡t (x′, y′) ≤ (x′′, y′′) ❛❧♦rs (x, y) ≤ (x′′, y′′) ❀

✐✈✮ ∀x, y, x′, y′✱ s♦✐t (x, y) ≤ (x′, y′) s♦✐t (x′, y′) ≤ (x, y)✳

✷✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s é♥♦♥❝és ✉♥ ♣❡✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ♥✐ ✈r❛✐ ♥✐ ❢❛✉① ♠❛✐s s❡r✈❡♥t à ✐♥tr♦❞✉✐r❡
❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❈❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❡t ❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❛❜str❛✐ts ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧❡s ❞é✜♥✐r ❡♥ ❧❡s ♠♦♥tr❛♥t✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥
♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♦♥ ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✷ ♠ét❤♦❞❡s ✿
✕ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ✜❡r à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ♥✐ ❧❡s

❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✱ ♦♥ ✈❛ s❡ ✜❡r à ❧✬✐❞é❡ q✉✬♦♥ ❡♥ ❛✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛tt❡✐♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t s❡s
❧✐♠✐t❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r❢♦✐s ❞❡s ✐❞é❡s ❢❛✉ss❡s ♦✉ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❛♥❞ ❧❡s ♦❜❥❡ts
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és ✐❧ ❢❛✉t ❧❡✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ s✐♥♦♥ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝✳

✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡✱ q✉✐ ❡st ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❧✐st❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés

❞❡ ❧✬♦❜❥❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ❞é❝r✐t très ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✱
q✉❡❧❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐❧ ❡♥tr❡t✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♦❜❥❡ts ❞é❥à ❞é✜♥✐s✱ ❡t❝✳

❊①❡♠♣❧❡✳

✓ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣♦sé ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡
✶✳ ✔

■❝✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣♦sé✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ✐t❛❧✐q✉❡
❞✉ ♠♦t ✓ ❝♦♠♣♦sé ✔ ❀ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢♦r♠✉❧❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥
♣❧✉s s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✿ ✓✶ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r n ❡st ❞✐t ❝♦♠♣♦sé s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs a ❡t b t❡❧s q✉❡ ✿
a 6= 1, b 6= 1 ❡t n = ab ✔✳

▲❡s ♥♦♠s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦♥♥❡ ❛✉① ♦❜❥❡ts ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳

❊①❡♠♣❧❡✳

❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭❡t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s s②♠❜♦❧✐q✉❡✮ ❡st ✿ ✓ α ∈ N ❡st
❝♦♠♣♦sé ss✐ ∃n, p ∈ N, n 6= 1, p 6= 1 ❡t α = np ✔✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✷

✐✮ ❱✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣♦sé✱ 0 ❡st ✐❧ ❝♦♠♣♦sé ❄ ❡t 1 ❄✱ ❡t 2 ❄ ❡t 3 ❄ ❡t 4 ❄ ❡t 5 ❄ ❡t 6 ❄

✐✐✮ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ π ❡st✲✐❧ ❝♦♠♣♦sé ❄ ❊t 3
√
8 ❄

✐✐✐✮ ❙♦✐t n ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ n! ❡st✲✐❧ ❝♦♠♣♦sé ❄

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

✶✶



❊①❡♠♣❧❡✳

❱♦✐❝✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣♦sé q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ✿ ✓ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r ❡st ♣r❡♠✐❡r s✬✐❧ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ✶ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣♦sé ✔✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✸ ➱❝r✐r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s②♠❜♦❧✐q✉❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✹ 0 ❡st ✐❧ ♣r❡♠✐❡r ❄ ❡t 1 ❄✱ ❡t 2 ❄ ❡t 3 ❄ ❡t 4 ❄ ❡t 5 ❄ ❡t 6 ❄

❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✭❡t ♠ê♠❡ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ q✉✐
♣♦✉rr❛ ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✳

❊①❡♠♣❧❡✳

✓ ❙♦✐t a ❡t b ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ a ❡t ❞❡ b ❡t ♦♥ ♥♦t❡
pgcd(a, b) ♦✉ a∧ b ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r d t❡❧ q✉❡ d ❞✐✈✐s❡ a ❡t d ❞✐✈✐s❡ b✳ ✔

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡✉① ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳

✷✳✸✳✷ ❚❤é♦rè♠❡s

▲❡ ♠♦t t❤é♦rè♠❡ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ é♥♦♥❝é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ✈r❛✐ ❝❛r ♦♥ ❡♥ ❝♦♥♥❛✐t ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮
✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❀ ✐❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s é♥♦♥❝és ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥t ♦♥ ♣❡♥s❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ✈r❛✐s ♠❛✐s ❞♦♥t
♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t ♣❛s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s✳ ❊♥✜♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s é♥♦♥❝és ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥t
♦♥ ♣❡♥s❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ✈r❛✐s ♠❛✐s q✉✐ ✜♥❛❧❡♠❡♥t s✬❛✈èr❡♥t ❢❛✉① ✿ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ✭❡t ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ❝❡
s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥ts✮✳
▲❡ ♠♦t t❤é♦rè♠❡ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs s②♥♦♥②♠❡s ✿ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡♠♠❡✱ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ✳✳✳ ❯♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥ é♥♦♥❝é
✭♣r♦✉✈é✮ q✉✐ ♥❡ ♠ér✐t❡ ♣❛s ❧❡ t✐tr❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣♦♠♣❡✉① ❞❡ t❤é♦rè♠❡✱ s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st tr♦♣
❢❛❝✐❧❡✱ s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s très ✉t✐❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✭♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦rè♠❡s✮✳
❯♥ ❧❡♠♠❡ ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ q✉✐ s❡rt ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡✳ ❯♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❡st ✉♥
t❤é♦rè♠❡ q✉✐ s❡ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ t❤é♦rè♠❡✳

✷✳✹ ▲❡s ❞✐❢❢ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬é♥♦♥❝és ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

▲❡s é♥♦♥❝és ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s❡ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s é♥♦♥❝és s✐♠♣❧❡s ✭❞❡s ♣r♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s ✭✐♥✮é❣❛❧✐tés✮ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❀ ■❧ ② ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
q✉✬✐❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ✿

■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❡ s♦♥t ❧❡s é♥♦♥❝és ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✓ s✐ ✳✳✳ ❛❧♦rs ✳✳✳ ✔ ❀

❊①✐st❡♥❝❡ é♥♦♥❝és ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✓ ✐❧ ❡①✐st❡ ✳✳✳ t❡❧ q✉❡ ✳✳✳ ✔ ❀

➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ é♥♦♥❝és ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✓ ✳✳✳ ss✐ ✳✳✳ ✔✳

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✉♥ é♥♦♥❝é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ s❛✐s✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♣✉✐s ❞é❝♦♠♣♦s❡r
❧✬é♥♦♥❝é ❡♥ s♦✉s✲é♥♦♥❝és ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✭❧❡s ✳✳✳ ❝✐✲❞❡ss✉s✮ ❀ ♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦✉s✲é♥♦♥❝és✱ ❡t
❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❛rr✐✈❡r à ❞❡s é♥♦♥❝és ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s✳

✷✳✹✳✶ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▲❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s é♥♦♥❝és ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❀ ❞✉ r❡st❡ ♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧❡s ❡①✐st❡♥❝❡s
s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✷



❊①❡♠♣❧❡✳

✓ ❙✐ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✸ ❛❧♦rs p ❡st ✐♠♣❛✐r ✔✳ ❈❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡
♣r♦♣r✐été ✈r❛✐❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ✸✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é❝r✐r❡ ❝❡tt❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ✓ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r p✱ s✐ p ❡st ♣r❡♠✐❡r ❡t s✉♣ér✐❡✉r à ✸ ❛❧♦rs p ❡st ✐♠♣❛✐r ✔✳ ❖✉ ✉♥
♣❡✉ ♣❧✉s s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ✿ ✓ ∀p ∈ N, s✐ p ❡st ♣r❡♠✐❡r ❡t p ≥ 3 ❛❧♦rs p ❡st ✐♠♣❛✐r ✔✳
✓ ❙✐ x ❡t y s♦♥t ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✱ ❛❧♦rs x2 + y2 ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥✉❧ ✔✳ ❈❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❛r❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❀ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧✬é❝r✐r❡ s❡r❛✐t ✿ ✓ ♣♦✉r t♦✉s x✱ y✱ s✐ x ❡t y s♦♥t ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❛❧♦rs x2 + y2 ≥ 0 ✔✱ ♦✉ ♠ê♠❡ ✓ ♣♦✉r t♦✉s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s x ❡t y✱ x2 + y2 ≥ 0 ✔✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈♦✐t ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜❥❡ts✳ ■♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ✭♣r❡sq✉❡✮ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✓ ♣♦✉r t♦✉t ✔✱ ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♠❛♥✐èr❡s ✿
✕ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✐♥❞é✜♥✐ ✓ ✉♥ ✔ ✿ ✓ s✐ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳✳✳ ✔ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ✓ ♣♦✉r t♦✉t p ∈ N✱ s✐ p ❡st ♣r❡♠✐❡r✳✳✳ ✔ ❀

✕ ❛✉ tr❛✈❡rs ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡s ❛❞❥❡❝t✐❢s ✓ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✔ ♦✉ ✓ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✔ ✿ ✓ s✐ p ❡st ✉♥❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❜✐✲

tr❛✐r❡✳✳✳ ✔ ❀
✕ ❛✉ tr❛✈❡rs ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧✬❛❞❥❡❝t✐❢ ✓ t♦✉t ✔ ✿ ✓ ❚♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ❡st t❡❧ q✉❡✳✳✳ ✔ ❀
✕ ❡t❝✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ✓ s✐ ✳✳✳ ❛❧♦rs ✳✳✳ ✔ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r ❧❡s r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ♠❛❧❣ré t♦✉t✳

❊①❡♠♣❧❡✳

▲❡s ❞❡✉① ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ✿ ✓ t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r s✉♣ér✐❡✉r à ✸ ❡st ✐♠♣❛✐r ✔ ❡t
✓ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛rrés ❞❡ ❞❡✉① ré❡❧s ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡ ✔✳

■❧ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ s❛✈♦✐r r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✐✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❧♦rs✱ ❧❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡③♦✉t ✿

❙✐ a ❡t b s♦♥t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❡t d ❡st ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ a ❡t b ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs u ❡t v t❡❧s q✉❡
ua+ vb = d✳

❉❛♥s ❝❡t é♥♦♥❝é ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ✿
✕ a ❡t b s♦♥t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✱
✕ d ❡st ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ a ❡t b ❀
❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs u ❡t v t❡❧s q✉❡ ua + vb = d✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❝❡❧❛ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ✿

∀a, b ∈ N, ∃u, v ∈ N, ua+ vb = pgcd(a, b)

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐✱ ❡♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t ❞✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✿ ✓ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✱ ✐❧s ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs é❣❛❧❡ à ❧❡✉r
♣❣❝❞ ✔✳
❱♦✐❝✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✿
✕ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ❡♥t✐❡r ❡t d ❧❡✉r ♣❣❝❞✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs u ❡t v t❡❧s q✉❡ ua+ vb = d✳
✕ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs a ❡t b ❡t d ❧❡✉r ♣❣❝❞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs u ❡t v t❡❧s q✉❡ ua+ vb = d✳
✕ P♦✉r t♦✉s ❡♥t✐❡rs a ❡t b✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs u ❡t v t❡❧s q✉❡ ua+ vb = d ♦ù d ❡st ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ a ❡t b✳
✕ ❙♦✐t d ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs q✉❡❧❝♦♥q✉❡s a ❡t b✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs u ❡t v t❡❧s q✉❡ ua+ vb = d✳
✕ ❙✐ d ❡st ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡s ❡♥t✐❡rs a ❡t b ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ u ❡t v t❡❧s q✉❡ ua+ vb = d✳
✕ ■❧ s✉✣t q✉❡ d s♦✐t ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ a ❡t b ♣♦✉r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs a ❡t b t❡❧s q✉❡ ua+ vb = d✳
✕ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs u ❡t v t❡❧s q✉❡ ua+ vb = d ♣♦✉r t♦✉s ❡♥t✐❡rs a ❡t b✱ ♦ù d ❡st ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ a ❡t ❞❡ b✳
✕ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs u ❡t v t❡❧s q✉❡ ua + vb = d ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ d s♦✐t ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ ❞❡✉①
❡♥t✐❡rs a ❡t b

▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡s ♠❛✐s très ♠❛❧❛❞r♦✐t❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s❡♠❜❧❡♥t ✐♥✈❡rs❡r ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ✓ B ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r A ✔ ❡st ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❞✐r❡
✓ s✐ A ❛❧♦rs B ✔✳

✶✸



❘❡♠❛rq✉❡

■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r r❡❝♦♥♥❛îtr❡ q✉❡❧❧❡s s♦♥t s❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❡t q✉❡❧❧❡ ❡st s❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿

❙♦✐t A ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ C✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x ∈ AΩ ❡t f ∈ H(Ω)✳ ❆❧♦rs
σ(f̃(x)) = f(σ(x))✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ✭❛♣♣❡❧é t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡t q✉✐ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ s♣❡❝✲
tr❛❧❡✮ ❡st ✐♥❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉✐ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❝❡ q✉❡ ❞é♥♦t❡ AΩ✱ ❡t❝✳
▼❛✐s s❛ str✉❝t✉r❡ s✐ ✳✳✳ ❛❧♦rs ✳✳✳ ❡st ❝❧❛✐r❡ ❀ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❧✉s s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ✿

∀A ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤, ∀Ω ♦✉✈❡rt ❞❡ C, ∀x ∈ AΩ, ∀f ∈ H(Ω), σ(f̃(x)) = f(σ(x))

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ✿
✕ A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❀
✕ Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ C ❀
✕ x ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Ω ❀
✕ f ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H(Ω)✳
❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❧✬é❣❛❧✐té ✿ σ(f̃(x)) = f(σ(x))✳

P♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s
♥♦t❛t✐♦♥s✳

❊①❡♠♣❧❡✳

✓▲❡s ♠é❞✐❛tr✐❝❡s ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ s❡ ❝♦✉♣❡♥t ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t ✔✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡
❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ t♦✉s ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s✳ P♦✉r ❜✐❡♥ ❡♥ ❞é❣❛❣❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛
❧❡ réé❝r✐r❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ♥♦♠s ❛✉① ♦❜❥❡ts ✿ ✓ s♦✐❡♥t A✱ B✱ C tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♣❧❛♥✱ a ❧❛ ♠é❞✐❛tr✐❝❡ ❞✉
s❡❣♠❡♥t [BC]✱ b ❧❛ ♠é❞✐❛tr✐❝❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t [AC] ❡t c ❝❡❧❧❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t [AB]✳ ❆❧♦rs ❧❡s tr♦✐s ❞r♦✐t❡s a✱ b✱
❡t c s❡ ❝♦✉♣❡♥t ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t O✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♣♦✐♥t O ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t ✭❝❡r❝❧❡ ♣❛ss❛♥t
♣❛s ❧❡s tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ABC✮ ✔✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✺ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s é♥♦♥❝és s✉✐✈❛♥t ✿

✐✮ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❙✐ a ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r p ❛❧♦rs ap−1 ≡ 1(p)✳

✐✐✮ ❉❛♥s ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛rrés ❞❡s ❝ôtés ❛❞❥❛❝❡♥ts à ❧✬❛♥❣❧❡ ❞r♦✐t ❡st é❣❛❧ ❛✉ ❝❛rré
❞❡ ❧✬❤②♣♦té♥✉s❡✳

✐✐✐✮ ❚♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré ❛ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

✐✈✮ ▲✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐✈✐s❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳

■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛✉ss❡✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ❚♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ✈r❛✐s✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ré❢✉té❡ ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥
tr♦✉✈❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❢❛✉ss❡✳

❊①❡♠♣❧❡✳

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ♠❛✐s ❡♥ ♦✉❜❧✐❛♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✿ ✓ s✐ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧♦rs
p ❡st ✐♠♣❛✐r ✔✳ ❈❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✉ss❡ ❝❛r s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ p = 2 ❛❧♦rs p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐s p
♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣❛✐r✳

❉❡ ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ♣❡t✐t ♣❡✉ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✿ ✓ s✐ x ❡t y s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

✭❡t ♥♦♥ ♣❛s ré❡❧s✮ ❛❧♦rs x2 + y2 ≥ 0 ✔✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ é♥♦♥❝é ❢❛✉① ❀ ❡♥ ❡✛❡t s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ x = 0 ❡t y = i
❛❧♦rs x2 + y2 = 02 + i2 = 0− 1 = −1 ♥✬❡st ♣❛s ♣♦s✐t✐❢✳

■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡t ❝♦♥tr❛♣♦sé❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❀ ❧❛ ❝♦♥tr❛✲
♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐
❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ s❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❡st ✉♥
♥♦✉✈❡❧ é♥♦♥❝é q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ t♦✉t ❛✉tr❡ ❝❤♦s❡ ❀ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈r❛✐❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t ✈r❛✐❡✳

✶✹



❊①❡♠♣❧❡✳

❘❡♣r❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ✓ s✐ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ✸ ❛❧♦rs p
❡st ✐♠♣❛✐r ✔✳ ❙❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ✓ s✐ p ❡st ✐♠♣❛✐r ❛❧♦rs p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ✸ ✔ q✉✐
❡st ✈✐s✐❜❧❡♠❡♥t ❢❛✉ss❡ ♣✉✐sq✉❡ 1 ❡st ✐♠♣❛✐r ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r s✉♣ér✐❡✉r à ✸ ✭❡①❡r❝✐❝❡ ✿
tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✮✳

▲❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ ❡st ✓ s✐ p ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣❛✐r ❛❧♦rs p ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r s✉♣ér✐❡✉r à ✸ ✔✱ ❛✉tr❡♠❡♥t
❞✐t ✓ s✐ p ❡st ♣❛✐r ❛❧♦rs p ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r s✉♣ér✐❡✉r à ✸ ✔ ❀ ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ ♥❡ ❞✐t r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡
q✉❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

❊①❡♠♣❧❡✳

✭❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❡♠♣r✉♥té ❛✉ ❧✐✈r❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ▲✶ ❬❇❇❊+✵✼❪✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é♥♦♥❝é ✿ ✓ s♦✐t n ✉♥
❡♥t✐❡r✱ s✐ n2 ❡st ✐♠♣❛✐r ❛❧♦rs n ❡st ✐♠♣❛✐r ✔✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✓ n ❡st ✐♠♣❛✐r ✔
❡st ✓ n ❡st ♣❛✐r ✔✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ ❞❡ ❝❡t é♥♦♥❝é ❡st ✓ s♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ s✐ n ❡st ♣❛✐r ❛❧♦rs n2

❡st ♣❛✐r ✔✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡ ✿ ✓ s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r ❛❧♦rs n2 ❡st
✐♠♣❛✐r ✔✳

◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❢❛✉ss❡✱ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❧♦❣✐q✉❡ s✉r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
à ❜✐❡♥ ❛✈♦✐r ❡♥ têt❡✳ P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬é♥♦♥❝é ✿ ✓ s✐ n ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 4 ❛❧♦rs n ❡st ♣❛✐r ✔ ✷

❈❡t é♥♦♥❝é ❡st ✈r❛✐✱ ❡t ✐❧ ❧✬❡st ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ n✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r n = 1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❀ ♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡
❝❛s n ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 4✳ P♦✉rt❛♥t ❧✬é♥♦♥❝é ✓ s✐ ✶ ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✹ ❛❧♦rs ✶ ❡st ♣❛✐r ✔ ❡st ✈r❛✐✳
❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✿ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ s❛t✐s❢♦♥t t♦✉t❡s
❧❡s ♣r♦♣r✐étés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❡st ♣❛✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡t é♥♦♥❝é ❞✐t q✉❡ ✓ s✐ x
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❛❧♦rs x ❡st ♣❛✐r ✔✳ ▼❛✐s ✓ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ✔ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❢❛✉①
♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳✳✳ ❡st ✈✐❞❡ ✦ ❉♦♥❝ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡✳

✷✳✹✳✷ ➱♥♦♥❝és ❞✬❡①✐st❡♥❝❡

▲❡s é♥♦♥❝és ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été✳

❊①❡♠♣❧❡✳

✓ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❛❞♠❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ✔ ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿ ✓ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❡♥t✐❡r z t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ♦♥ ❛ n+ z = z + n = n ✔✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✈r❛✐✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ z = 0✳

▲❡s é♥♦♥❝és ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣r❡♥♥❡♥t s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ ✓ ♣♦✉r t♦✉t ✳✳✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✳✳✳ ✔✳

❊①❡♠♣❧❡✳

✓ ❚♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❛ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ✔✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿ ✓ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ x✱ s✐ x ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ y t❡❧ q✉❡ xy = yx = 1 ✔✳

❖♥ ✈♦✐t q✉✬✉♥ é♥♦♥❝é ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té✳ ■❧ ❛rr✐✈❡ s♦✉✈❡♥t q✉✬✉♥ é♥♦♥❝é ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ s♦✐t r❡♥❢♦r❝é ❡♥ ✉♥ é♥♦♥❝é ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t
❞✬✉♥✐❝✐té✳ ❯♥ é♥♦♥❝é ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❞❡✉① é♥♦♥❝és ✿ ❧✬✉♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱
❧✬❛✉tr❡ ❧✬✉♥✐❝✐té✳

❊①❡♠♣❧❡✳

✓ ▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ✔✳ ✓ ❚♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧
❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ ✔✳

❙②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té s❡ ♥♦t❡ ∃!✳

✷✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❡♠♣r✉♥té à ❧✬❡①❝❡❧❧❡♥t ❧✐✈r❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❉❛♥✐❡❧ ▲❛s❝❛r ❡t ❘❡♥é ❈♦r✐ ❬▲❈✾✸❪✳

✶✺



❊①❡♠♣❧❡✳

✓ ∃!z ∈ N, ∀n ∈ N, n+ z = z + n = n ✔✱ ✓ ∀x ∈ R, s✐ x 6= 0 ❛❧♦rs ∃!y ∈ R t❡❧ q✉❡ xy = yx = 1 ✔✳

▲✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ s✐ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥✐❝✐té✱ ❛❧♦rs ✐❧s s♦♥t é❣❛✉①✳

❊①❡♠♣❧❡✳

▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬é❧❡♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❡st ✿ s✐ z ❡t z′ s♦♥t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥❡✉tr❡s ♣♦✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❛❧♦rs z = z′✳ ❙✐ ♦♥
é❝r✐t s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∃z ∈ N (∀n ∈ N, n+ z = z + n = n ❡t ∀z′ ∈ N s✐ ∀n ∈ N, n+ z′ = z′ + n = n ❛❧♦rs z′ = z)

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❡♥t✐❡r z t❡❧ q✉❡ ✿ z ❡st ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r t♦✉t z′ s✐ z′ ❡st ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r
❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❧♦rs z′ = z✳
▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ✿ s✐ x ❡st ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t y ❡t y′ s♦♥t ❞❡✉① ✐♥✈❡rs❡s ❞❡ x✱ ❛❧♦rs y = y′✳
❙✐ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ s✉r ❧❡s ré❡❧s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∀x ∈ R, s✐ x 6= 0 ❛❧♦rs ∃y ∈ R t❡❧ q✉❡ (xy = yx = 1 ❡t ∀y′ ∈ R s✐ xy′ = y′x = 1 ❛❧♦rs y′ = y)

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✻ ▼♦♥tr❡r ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥✐❝✐té✳

✷✳✹✳✸ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

▲✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ❝❛✉s❛❧✐té ✿ ✓ s✐ A ❛❧♦rs B ✔ ❞✐t q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ A✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
B ❛✉ss✐ ✭✓ B ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r A ✔✮✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ s❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♥❡
❧✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♠❛✐s ✐❧ ❛rr✐✈❡ q✉❡ ç❛ s♦✐t ❧❡ ❝❛s✱ ❡t ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s ❛✈♦✐r
A s❛♥s B ♥✐ B s❛♥s A✳
❯♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ✓ A ss✐ B ✔ ❡st ✉♥❡ ❛❜❜ré✈✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✓A
s✐ B ❡t s✐ A ❛❧♦rs B ✔✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✓ s✐ B ❛❧♦rs A ✔ ❡t ✓ s✐ A ❛❧♦rs B ✔✳
❖♥ ❞✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✓ A ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r B ✔✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✼ ❊①♣❧✐❝✐t❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é♥♦♥❝és s✉✐✈❛♥ts ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✿ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❣✐q✉❡
❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ ♦✉ ❧❡s ✭❝❧❛ss❡s ❞✬✮ ♦❜❥❡ts ❞♦♥t ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥✳

✐✮ ▲❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞✬✉♥ ❧♦s❛♥❣❡ s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳

✐✐✮ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❡st ♣❛✐r❡ ❞ès q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛r✐té✳

✐✐✐✮ ◗✉❛♥❞ ❧✬✉♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❡st ♣❛✐r✱ ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✳

✐✈✮ ❚♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡✳

✈✮ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥ 0 ≤ ρ < 1 ❡①✐st❡ ❡t ❡st 1/(1− ρ)✳

✈✐✮ ▲✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✳

✈✐✐✮ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s✐❣♥❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛ ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ✉♥ ③ér♦✳

✈✐✐✐✮ ❚♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
♣r❡♠✐❡rs✳

✷✳✺ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✭❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✮✳
❈❤❛q✉❡ t❤é♦rè♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐❞é❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r êtr❡ ❞é♠♦♥tré ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
♠♦②❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ♦✉ ❝❡s ✐❞é❡s✳
P♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✈♦✐r ❧❡s ✐❞é❡s ❝❧❛✐r❡s s✉r ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞é♠♦♥tr❡r✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
♣r♦❝é❞❡r à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ❜✐❡♥ r❡♣ér❡r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡♥ é♥♦♥❝és s✐♠♣❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❡t❝✳
■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❡t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥♥❛îtr❡✳

✶✻



✷✳✺✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✱ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
à ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é à ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♠è♥❡r❛ ❛✉ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳ ❊t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ✉♥ rés✉❧t❛t
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡t ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳
➚ t♦✉t ✐♥st❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ✿ ❝❡❧❧❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡
q✉✐ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✉ rés✉❧t❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s q✉❡
♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ❞❡✉① ét❛♣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✿
❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐ q✉❛♥❞ n = 0 ❀ ♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ n = 0✳ P✉✐s ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r n ❡❧❧❡ ❧✬❡st ♣♦✉r n+ 1✳ P❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡
ét❛♣❡ ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s q✉❡ n = 0 ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r n✳
▲♦rsq✉❡ ❝❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ♣r♦✉✈és✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t n✳

✷✳✺✳✷ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ♦✉ ❝❛❧❝✉❧

❯t✐❧✐sé ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ é❣❛❧✐té✱ ♠❛✐s ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t✐ss❛♥t
❛✉ rés✉❧t❛t ❝❤❡r❝❤é✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t
♣❛r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❝♦♥♥✉❡ ♦✉ ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

❊①❡♠♣❧❡✳

▼♦♥tr♦♥s ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ✿ s♦✐❡♥t ❞♦♥❝ z ❡t z′ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
♥❡✉tr❡s ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ♦♥ ❛ z+n = n+ z = n ❡t z′+n = n+ z′ = n✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ ✿

z = z + z′ ❝❛r z′ ❡st ♥❡✉tr❡ à ❞r♦✐t❡

= z′ ❝❛r z ❡st ♥❡✉tr❡ à ❣❛✉❝❤❡

❊①❡♠♣❧❡✳

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ cos(x+ y) = cosx cos y− sinx sin y✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▼♦✐✈r❡ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ eix = cosx+ i sinx
♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿ ei(x+y) = cos(x+ y) + i sin(x+ y) ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

ei(x+y) = eixeiy ♣r♦♣r✐été ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

= (cosx+ i sinx)(cos y + i sin y) ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▼♦✐✈r❡

= cosx cos y − sinx sin y + i(cosx sin y + sinx cos y) ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❡t ré♦r❣❛♥✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

❉♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s cos(x+y)+i sin(x+y) ❡t cosx cos y−sinx sin y+i(cosx sin y+sinx cos y)
s♦♥t é❣❛✉① ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡✉rs ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s s♦♥t é❣❛❧❡s✱ s♦✐t ✿

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y

sin(x+ y) = cosx sin y + sinx cos y

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✽

✐✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ x✱ y ❡t z s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s t❡❧s q✉❡ x+ z = y + z ❛❧♦rs x = y✳

✐✐✮ ◗✉❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ x✱ y ❡t z s♦♥t ❞❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s t❡❧s q✉❡ xz = yz
❛❧♦rs x = y ❄

✐✐✐✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♣❛✐rs ❡st ♣❛✐r❡ ❡t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ✐♠♣❛✐rs ❡st
♣❛✐r❡✳

✐✈✮ ❉é♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ s✉r ❧❡s ré❡❧s✳

✶✼



✷✳✺✳✸ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❝❛s✱ t✐❡rs✲❡①❝❧✉s

▲❡ t✐❡rs✲❡①❝❧✉s ❡st ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❞✐t q✉❡✱ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ t♦✉t é♥♦♥❝é ❡st s♦✐t ✈r❛✐✱ s♦✐t ❢❛✉①✳ ❖♥
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❞❡✉① ❝❛s ✿ ❝❡❧✉✐ ♦ù ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳ ❙✐ ♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré❡✳

❊①❡♠♣❧❡✳

❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❝❛s✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ a ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
a(a2 − 1) ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r a q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❛✉
♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❡♥t✐❡rs a✱ a+ 1 ♦✉ a+ 2 ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸✳
❙✐ a ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸ ❛❧♦rs a = 3a′ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ a′✱ ❞♦♥❝ a(a2 − 1) ❂ 3a′(a2 − 1) = 3(a′(a2 − 1))
❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸✳
❙✐ a+1 ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸ ❛❧♦rs a+1 = 3a′ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ a′✱ ❞♦♥❝ a = 3a′ − 1✱ a2 = 9a′

2 − 6a′ +1 ❡t
a2 − 1 = 9a′

2 − 6a′ = 3(3a′
2 − 2a′) ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸✳ ❉♦♥❝ a(a2 − 1) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸✳

❙✐ a+2 ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸ ❛❧♦rs a+2 = 3a′ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ a′✳ ❉♦♥❝ a = 3a′ − 2✱ a2 = 9a′
2 − 12a′ +4

❡t a2−1 = 9a′
2−12a′+3 = 3(a′

2−4a′+1) ❀ ❝✬❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸ ❞♦♥❝ a(a2−1) ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡
❞❡ ✸✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❝❛s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré ♣♦✉r t♦✉t a✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✾ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ a ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛❧♦rs ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs a✱ a + 1 ♦✉ a + 2 ❡st ✉♥
♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸✳

❊①❡♠♣❧❡✳

❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t✐❡rs✲❡①❝❧✉s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✐rr❛✲
t✐♦♥♥❡❧s a ❡t b t❡❧s q✉❡ ab ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧ ✭✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ s✐ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s r❛t✐♦♥♥❡❧✮✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ x =
√
2
√
2
✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st s♦✐t r❛t✐♦♥♥❡❧✱ s♦✐t ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ✭t✐❡rs✲❡①❝❧✉s✮✳

❙✐ x ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧ ❛❧♦rs ♦♥ ❝❤♦✐s✐t a = b =
√
2 ❀ ❝♦♠♠❡

√
2 ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✱ a ❡t b s♦♥t ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s ❡t

ab = x ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳

❙✐ x ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ❛❧♦rs ♦♥ ❝❤♦✐s✐t a = x ❡t b =
√
2✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ab = x

√
2 = (

√
2
√
2
)
√
2 =

√
2
√
2
√
2
=√

2
2
= 2 ❡st ❞♦♥❝ r❛t✐♦♥♥❡❧✳ ▼❛✐s a ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❡t b é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ b =

√
2✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ tr♦✉✈é a ❡t b ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s t❡❧s q✉❡ ab ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✵ ▼♦♥tr❡r q✉❡
√
2 ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳

✷✳✺✳✹ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ ♦✉ ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♦♥ ❧❛ s✉♣♣♦s❡ ❢❛✉ss❡ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st
✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à r❛✐s♦♥♥❡r ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡st ❢❛✉ss❡ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ❢❛✉ss❡✳

✷✳✺✳✺ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ très ♣✉✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❯♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ré✲
❝✉rr❡♥❝❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ✷ ♣❛rt✐❡s ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù n = 0 ✭♦✉ ♣♦✉r
n = 1✮ ❀ ♣✉✐s ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✈r❛✐❡ ♣♦✉r n ❡t ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬❛❧♦rs
❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉r n+ 1✳

❊①❡♠♣❧❡✳

❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ✭❡t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✮ ✿ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥
✈✐❞❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❛ ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t✳ ➱❝r✐t s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ✿ ∀X ⊂ N, s✐ X 6= ∅ ❛❧♦rs ∃n0 ∈
X t❡❧ q✉❡ ∀n ∈ X, n0 ≤ n✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡X s♦✐t ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ♥✬❛✐t ♣❛s ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t✳ ❖♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r n q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ❡t ♣♦✉r t♦✉t p < n✱ p ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à X✳ ❉❡ ❧à ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ X
❡st ✈✐❞❡ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✳

✶✽



❘❡♠❛rq✉❡

■❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ X ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t
❛❧♦rs X ❡st ✈✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

❈❛s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ n = 0 ❀ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ p < n✱ ❞♦♥❝ t♦✉t p < n
♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à X ✭♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✐❝✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✈✉ ✶✺ q✉✬✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ ❞ès q✉❡ ❧✬✉♥❡
❞❡ s❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ❢❛✉ss❡✮✳
P♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p < n✱ p 6∈ X✳ ❆❧♦rs n 6∈ X s✐♥♦♥ n s❡r❛✐t ❧❡
♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ X ❡t ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛✈❛✐t ♣❛s✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t p < n + 1 ♦♥ ❛
p 6∈ X✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

✶✾



✷✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s

❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t♦✉t ♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st s♦✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡✱ s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ✈❛ s✬❛tt❛❝❤❡r à ✈♦✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs✳

✸✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡s

❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❧❡s ♣❧✉s ♣r✐♠✐t✐❢s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭❝❡rt❛✐♥s ❧❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t
♠ê♠❡ ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ♣r✐♠✐t✐❢s q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s✮✳ ▲❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❡st ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❡t ❛❜str❛✐t❡✮ ❡t ❡st
à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ très ❜❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
P♦✉r ❝❡ ❝♦✉rs ♦♥ ✈❛ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ s❛♥s tr♦♣ ❝❤❡r❝❤❡r à ❛❧❧❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ✿ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❡t s❛♥s ré♣ét✐t✐♦♥s ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❙✐ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t x ✉♥ ♦❜❥❡t
♦♥ ♥♦t❡ x ∈ X ♣♦✉r ✓ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à X ✔✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ ❛✉ss✐ ✓ x ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ X ✔✳
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ s✐ ♦♥ s❛✐t ré♣♦♥❞r❡ à ❝♦✉♣ sûr à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ t❡❧ ♦❜❥❡t x ❛♣♣❛rt✐❡♥t✲✐❧ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❄
■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❊♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✿ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ❀ ♦♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❛❝❝♦❧❛❞❡s ✿
{1, 2, 3} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥✜♥✐s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✿ {1, 2, 3, . . .} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s✳

❊♥ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ✿ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ q✉✐ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡✉①✲❧à ✶✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, 2, 3} s❡ ❞é✜♥✐t ❡♥ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs
❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✸ ✭✐♥❝❧✉s✮ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ {n ∈ N, 1 ≤ n ≤ 3}✳

➱❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❉❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t é❣❛✉① s✐ ✐❧s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❉♦♥❝ {1, 2, 3} =
{n ∈ N, 1 ≤ n ≤ 3} = {3, 1, 2}✳
❊①❡r❝✐❝❡ ✶ ➱❝r✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠❡s ❡♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {n ∈ N, n2 ≤ 12}✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st✲✐❧
é❣❛❧ à {n ∈ N, n3 ≤ 34} ❄ ❡t à {n ∈ N, n ❞✐✈✐s❡ 6} ❄

■♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✳ ❙✐ n ❡t p s♦♥t ❞❡s
❡♥t✐❡rs✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [n, p] ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {k ∈ Z t❡❧ q✉❡ n ≤ k ≤ p} = {n, n + 1, . . . , p}✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, 2, 3} ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1, 3]✳
■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✐♥tér❡ss❛♥ts à ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
✕ s✐ n = p ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [n, p] = [n, n] ❡st ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ à ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✮ {n} ❀

✶✳ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ✉♥ ♣❡✉ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ❞❡s ♣❛r❛❞♦①❡s ❀ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t
❝✬❡st ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛❞♦①❡s q✉✐ ❛ ♠♦t✐✈é ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡♥
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♥❡ ♣♦s❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭s❛✉❢ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s t♦r❞✉s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝é❧è❜r❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❘✉ss❡❧ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s
❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ ♥❡ s✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à ❡✉①✲♠ê♠❡✮✳

✷✶



✕ s✐ p < n ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [n, p] ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳

❘❡♠❛rq✉❡

❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✿ [a, b] ❞és✐❣♥❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❢❡r♠é
❞❡s ré❡❧s ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ a ❡t b✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs ❡t s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♥❡
❞és✐❣♥❡r❛ q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs✳

■♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ❡st ✐♥❝❧✉s ♦✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Y ✭♥♦t❛t✐♦♥ ✿ X ⊂ Y ✮ q✉❛♥❞
t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ X ❡st ❛✉ss✐ é❧é♠❡♥t ❞❡ Y ✳ ◗✉❛♥❞ X ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ Y ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st str✐❝t❡

✭♥♦t❛t✐♦♥ ✿ X ( Y ✮✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷ ❙♦✐❡♥t X✱ Y ✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ X = Y ss✐ X ⊂ Y ❡t Y ⊂ X✳

❘❡♠❛rq✉❡

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ très ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t é❣❛✉①✳

✸✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❊♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ♥♦té ∅ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ x ∈ ∅ ❄✱
❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♥♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❡♥ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣❛r ✿ ∅ = {x, x 6= x}✳
❊①❡r❝✐❝❡ ✸ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❙✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✳

❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t Y ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X ❀ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ Y ❞❛♥s X ❡st
❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ Y c = {x ∈ X t❡❧ q✉❡ x 6∈ Y }✳
❘❡♠❛rq✉❡

❖♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ Y ❞❛♥s X✱ ♣♦✉rt❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Y c ♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ♣❛s X✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
♣❛r❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ré❢ér❡♥t ♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❧❛✐ssé ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥✳

❘é✉♥✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
▲✬✉♥✐♦♥ ♦✉ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ X ❡t Y ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t s♦✐t à X✱ s♦✐t à Y ✿ X ∪ Y = {x, x ∈
X ♦✉ x ∈ Y }✳
❊①❡r❝✐❝❡ ✹ ❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ X ❡t Y s♦♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s X ∪ Y ❡t q✉❡ s✐ Z
❝♦♥t✐❡♥t X ❡t Z ❝♦♥t✐❡♥t Y ❛❧♦rs Z ❝♦♥t✐❡♥t X ∪ Y ✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✺ ▼♦♥tr❡r q✉❡ X ⊂ Y ss✐ X ∪ Y = Y ✳

❙♦✐❡♥t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ❡t X1✱ ✳ ✳ ✳✱ Xn ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s Xi ❡st ♥♦té❡ X1 ∪ · · · ∪Xn ♦✉ ❡♥❝♦r❡
⋃n

i=0
Xi✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù n = 0✱ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s Xi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ✿

⋃0

i=1
Xi = ∅✳

■♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ X ❡t Y ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à X ❡t à Y ✿ X ∩ Y =
{x, x ∈ X ❡t x ∈ Y }✳
❊①❡r❝✐❝❡ ✻ ▼♦♥tr❡r q✉❡ X ∩ Y ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s X ❡t ❞❛♥s Y ✱ ❡t q✉❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s X ❡t
❞❛♥s Y ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s X ∩ Y ✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✼ ▼♦♥tr❡r q✉❡ X ⊂ Y ss✐ X ∩ Y = X✳

❙♦✐❡♥t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t X1✱ ✳ ✳ ✳✱ Xn ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s Xi ❡st ♥♦té❡ X1 ∩ · · · ∩ Xn ♦✉
❡♥❝♦r❡

⋂n

i=0
Xi✳

✷✷



❊♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❙✐ X ❡t Y s♦♥t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
t❡❧s q✉❡ X ∩ Y = ∅✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ X ❡t Y s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳

❙♦✉str❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ X\Y ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s Y ✳ ❙②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ✿
X\Y = {x ∈ X, x 6∈ Y }✳
❊①❡r❝✐❝❡ ✽ ▼♦♥tr❡r q✉❡ X\Y ∩ Y = ∅ ❡t X\Y ∪ Y = X ∪ Y ✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✾ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ Y ⊂ X ❛❧♦rs X\Y ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ Y ❞❛♥s X✳

❙✐ x ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ X ❛❧♦rs X\{x} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ x ❀ ♦♥ ♦✉❜❧✐❡ s♦✉✈❡♥t
❧❡s ❛❝❝♦❧❛❞❡s ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ X\x✳ ❙✐ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✭N✱ Z✱ Q✱ R ♦✉ C✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X\0 ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦té X∗✳

P❛rt✐❡s✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ X ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s X✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ X ❡st ♥♦té P(X)✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✵ ❙♦✐❡♥t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t Y ✱ Y ′ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ X✳

✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ (Y ∪ Y ′)c = Y c ∩ Y ′c ❡t q✉❡ (Y ∩ Y ′)c = Y c ∪ Y ′c✳

✐✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✕ Y ⊂ Y ′ ❀
✕ Y ∩ Y ′ = Y ❀
✕ Y ∪ Y ′ = Y ′ ❀
✕ Y ∩ Y ′c = ∅ ❀
✕ Y c ∪ Y ′ = X

✐✐✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ Y \Y ′ = Y ∩ Y ′c✳

P❛rt✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❀ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ P ❞❡ ♣❛rt✐❡s ♥♦♥
✈✐❞❡s ❞❡ X ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t ❞♦♥t ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❡st X t♦✉t ❡♥t✐❡r ✿
✕ s✐ A,B ∈ P ✱ A 6= B ❛❧♦rs A ∩B = ∅ ❀
✕ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ A ∈ P t❡❧ q✉❡ x ∈ A✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ P s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡✳

❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ X = N ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r X ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✿ ❧❡s ♣❛✐rs ❡t ❧❡s ✐♠♣❛✐rs✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s
♦♥ ❛ P = {{2n, n ∈ N}, {2n+ 1, n ∈ N}}✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ p ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉t
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r N ❡♥ p ❝❧❛ss❡s ✿ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ p✱ ❧❡✉rs s✉❝❝❡ss❡✉rs✱ ❧❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❡✉rs s✉❝❝❡ss❡✉rs✱
❡t❝✳ ✿ P = {{kp, k ∈ N}, {kp+ 1, k ∈ N}, . . . , {kp+ p− 1, k ∈ N}}✳
❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ N ❞❛♥s N s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥
0 ✿ P = {{f : N → N, f(0) = 0}, {f : N → N, f(0) = 1}, {f : N → N, f(0) = 2}, . . .}✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✶ ➱❝r✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, 2}✱ ♣✉✐s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, 2, 3}✳

✸✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s

❖♥ ❧✬❛ ❞é❥à ❞✐t ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs ❧❡s t❡r♠❡s ✓ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✔ ❡t ✓ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✔ s♦♥t s②♥♦♥②♠❡s✳
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r tr♦✐s ❝❤♦s❡s ✿ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é é❣❛❧❡♠❡♥t s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt

♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ x✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ x✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r D ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s A ❡t ♦♥ ♥♦t❡ f : D → A ❀ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f ❡♥ x ❡st ♥♦té❡ f(x)✳

✷✸



❊①❡♠♣❧❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✐❡❧❧❡ : N → N q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r n! = n(n − 1) . . . 2 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n ∈ N✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝❛rré : R → R q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r x2 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❡❧ x✱ ❡t❝✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ 0 : R → R q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ré❡❧ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0 ✿ 0(x) = 0 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R✳

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ D ❡t ❞✬❛rr✐✈é❡ A ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ s♦♥ t②♣❡ ✭❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❝❡❧❛ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ t②♣❡ ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é✳

➱❣❛❧✐té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❉❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f : D → A ❡t f ′ : D′ → A′ s♦♥t é❣❛❧❡s s✐ ❡❧❧❡s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ D = D′ ❡t A = A′ ❡t s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ D ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ x ♣❛r f ❡t f ′ s♦♥t é❣❛❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
f(x) = f ′(x)✳

❘❡♠❛rq✉❡

■❧ ② ❛ s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥✉s
♣❡✉t✲êtr❡ ✈✉❡ s♦✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R✱ s♦✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−1, 1] ❀ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥✉s ♠❛✐s ✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞❡ ❞❡✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s ✭❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡✮✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ✈✐❞❡✳ ❙✐ D ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ D ❞❛♥s A ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❡t
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ ♣❛r❢♦✐s ∅✳
❘❡♠❛rq✉❡

P❛r ❝♦♥tr❡ s✐ A ❡st ✈✐❞❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ D ❞❛♥s A✱ s❛✉❢ s✐ D ❡st ✈✐❞❡ ❛✉ss✐✳

❘❡♠❛rq✉❡

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté r❡❧❡✈é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ré❛❧✐té ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ A✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈✐❞❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s A ❡t t♦✉t❡s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈✐❞❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❀ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té s✉r X ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ IdX : X → X ❞é✜♥✐❡
♣❛r IdX(x) = x ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✳

❘❡♠❛rq✉❡

❚rès s♦✉✈❡♥t ♦♥ ♦✉❜❧✐❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ X ❡♥ ✐♥❞✐❝❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ Id ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r X✳

❘❡♠❛rq✉❡

❱♦✐❝✐ ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ✿ s♦✐t X ❡t
Y ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s t❡❧s q✉❡ X ⊂ Y ✳ ❈♦♠♠❡ X ⊂ Y ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ i : X → Y
♣❛r i(x) = x ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✳ ❙✐ X ❡t Y s♦♥t é❣❛✉①✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r X ✭❧❡s
❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♥t ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✮✳ ▼❛✐s s✐ X 6= Y ❛❧♦rs ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ D ❞❛♥s A ❡st ♥♦té AD ✭❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥
❛♣♣❛r❛îtr❛ ❜✐❡♥tôt✮✳

❘❡♠❛rq✉❡

❙✐ D ❡st ✈✐❞❡ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ D ❞❛♥s A✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈✐❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s AD ❡st ✉♥
s✐♥❣❧❡t♦♥✳

✸✳✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❙♦✐❡♥t f : D → A ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

■♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❙✐ E ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ D ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ E ♣❛r f ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ E ✿ f(E) = {f(x), x ∈ E}✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ D ✭q✉✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✮
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ f ❡t ♣❛r❢♦✐s ♥♦té❡ im f ✳

✷✹



❘❡♠❛rq✉❡

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ✐♠❛❣❡ ✔ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r s♦✐t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ D✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f
❡♥ ❝❡t é❧é♠❡♥t✱ s♦✐t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ D✳

❉❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ f ❞és✐❣♥❡ s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ D ❞❛♥s A✱ s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ P(D) ❞❛♥s P(A)✳
❊♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r ❝♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❧❡✉r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♥♦♠s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ f̄ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳

❈❡❧❛ ❞✐t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✿ s✐ ♦♥ é❝r✐t f(x) ♦ù x ∈ D ♦♥ ♣❛r❧❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❡t s✐ ♦♥ é❝r✐t f(x) ♦ù x ⊂ D✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✷ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❄

■♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ❙✐ B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ A✱ ♦♥ ♥♦t❡ f−1(B) ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ B✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ D ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s x ∈ D ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞❛♥s B ✿ f−1(B) = {x ∈ D, f(x) ∈ B}✳
❊①❡r❝✐❝❡ ✶✸ ❙♦✐t f : D → A ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f−1(A) = D✳

✐✐✮ ❙♦✐t E ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ A ❀ s❡ ♣❡✉t✲✐❧ q✉❡ f−1(E) = ∅ ❄
✐✐✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ y 6= y′ ∈ A ❛❧♦rs f−1({y}) ∩ f−1({y′}) = ∅✳

❘❡♠❛rq✉❡

❈❡t ❡①❡r❝✐❝❡ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {f−1({y}), y ∈ A} ✭❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ r❡t✐ré ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✮ ❡st ✉♥❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ D✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✹ ❙♦✐t f : D → A ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ E ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ D ❡t F ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ A✳

✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ E ⊂ f−1(f(E))✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st str✐❝t❡✳

✐✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f(f−1(F )) ⊂ F ✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st str✐❝t❡✳

❘❡str✐❝t✐♦♥✳ ❙✐ E ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ D ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ f à E ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f |E : E → A ❞é✜♥✐❡
♣❛r f |E(x) = f(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E✳

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t f : A→ B ❡t g : B → C ❀ ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ f ❡t g ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ◦ f : A→ C ❞é✜♥✐❡
♣❛r g ◦ f(x) = g(f(x))✳

❘❡♠❛rq✉❡

❆tt❡♥t✐♦♥ à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ f ❡t g s❡ ♥♦t❡ g ◦ f ❡t ♥♦♥ ♣❛s f ◦ g✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✺ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t g ❞❡ R ❞❛♥s R s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ f ◦ f(x)✱
g ◦ g(x)✱ f ◦ g(x)✱ g ◦ f(x) ✿

✐✮ f(x) = −x✱ g(x) = |x| ❀
✐✐✮ f(x) =

√

|x|✱ g(x) = x2✳

✐✐✐✮ f(x) = x3✱ g(x) = 2x+ 1 ❀

✐✈✮ f(x) = 1/(x2 + 1)✱ g(x) = x2 + 1✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✻ ❙♦✐t f : A→ B ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f ◦ IdA = IdB ◦f = f ✳

✐✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✿ s✐ g : B → C ❡t h : C → D s♦♥t ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❛❧♦rs h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ✳

✷✺



■tér❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t f : A → A ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r A ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐téré❡ n ❢♦✐s ❞❡ f ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n ✿ f0 = IdA ❡t fn+1 = f ◦ fn✳
❊①❡r❝✐❝❡ ✶✼ ◆♦t♦♥s fn ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r A ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣❛r ✿ f0 = IdA ❡t fn+1 = fn ◦ f ✳
▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ♦♥ ❛ f ◦ fn = fn+1✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ fn = fn ♣♦✉r t♦✉t n✳

✸✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

■♥❥❡❝t✐♦♥✳ ❙♦✐t f : D → A ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ D ♦♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❙②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ✿

f : D → A ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ss✐ ∀x, y ∈ D, s✐ x 6= y ❛❧♦rs f(x) 6= f(y)

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥tr❛♣♦s❡r ❝❡t é♥♦♥❝é ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

f : D → A ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ss✐ ∀x, y ∈ D, s✐ f(x) = f(y) ❛❧♦rs x = y

❈✬❡st s♦✉✈❡♥t ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✽ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ∅ ❞❛♥s N ❡st✲❡❧❧❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❄

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✾

✐✮ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ f : N → N t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N ♦♥ ❛✐t f(2k + 1) < 2k + 1✳

✐✐✮ ❙♦✐t f : N → N✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ✈ér✐✜❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N s✐ n > 0 ❛❧♦rs f(n) < n✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f
♥✬❡st ♣❛s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✵ ❙♦✐t f : D → A ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡t E ⊂ D ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f |E ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

✐✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡ D ♦♥ ❛ f−1(f(E)) = E✳

✐✐✐✮ ▼♦♥tr❡r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ✿ s✐ f−1(f(E)) = E ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡ D✱ ❛❧♦rs f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✶ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f : A→ B ❡t g : B → C s♦♥t ✐♥❥❡❝t✐✈❡s ❛❧♦rs g ◦ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✷ ❙♦✐t f : A→ B ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❀ ♠♦♥tr❡r q✉❡ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ♣❛rt✐❡s X ❡t Y ❞❡
A ♦♥ f(X ∩ Y ) = f(X) ∩ f(Y )✳

❙✉r❥❡❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → A ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ s✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ D ❡st é❣❛❧❡ à A✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♣♦✉r t♦✉t
é❧é♠❡♥t y ❞❡ A ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ x ∈ D t❡❧ q✉❡ y = f(x)✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ f ❡st ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ D s✉r A✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✸ ▼♦♥tr❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✹ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ∅ ❞❛♥s N ❡st✲❡❧❧❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❄

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✺ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f : A→ B ❡t g : B → C s♦♥t s✉r❥❡❝t✐✈❡s ❛❧♦rs g◦f ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✻

✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N∗ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r
k t❡❧ q✉❡ 2k ≤ n < 2k+1✳

✐✐✮ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ log2 : N∗ → N ♣❛r log2(n) = k t❡❧ q✉❡ 2k ≤ n < 2k+1✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ log2 ❡st
s✉r❥❡❝t✐✈❡✳

✷✻



❊①❡r❝✐❝❡ ✷✼ ❙♦✐t f : X → Y ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

✐✮ ◆♦t♦♥s f ′ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Y → P(X) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f ′(y) = f−1({y}) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ y ∈ Y ✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ f
❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❛❧♦rs f ′ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

✐✐✮ ➚ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f−1 : P(Y ) → P(X) ❡st✲❡❧❧❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❄

✐✐✐✮ ➚ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f−1 : P(Y ) → P(X) ❡st✲❡❧❧❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❄

❇✐❥❡❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡t s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳

✸✳✶ ❚❤é♦rè♠❡
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : A→ B ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ : B → A t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ◦f = IdA ❡t f ◦ϕ = IdB ✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r f ✭❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ψ : B → A ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
t❡❧❧❡ q✉❡ ψ ◦ f = IdA ❡t f ◦ ψ = IdB ❛❧♦rs ψ = ϕ✮✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ f−1 ❡t ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ f ✭❜❡❛✉❝♦✉♣
❞✬❛✉t❡✉rs ❛♣♣❡❧❧❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t f−1 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ f✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f−1 ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ B ❞❛♥s A
❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st f ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ (f−1)−1 = f✮✳
❙✐ ❞❡ ♣❧✉s g : B → C ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❛❧♦rs g ◦ f ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ g ◦ f ❡st f−1 ◦ g−1✳

❘❡♠❛rq✉❡

❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ✭❡t ç❛ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡✮ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ s✐
B0 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ B ❛❧♦rs f−1(B0) ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ B0 q✉✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ A✳ ❙✐ y ❞és✐❣♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ B✱ ❛❧♦rs f−1(y) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ y ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡
❞❡ f ✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♦♥ ♥✬❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s✉r f ♣♦✉r ❞é✜♥✐r f−1(B0) ❛❧♦rs
q✉❡ f−1(y) ♥✬❡st ❞é✜♥✐ q✉❡ s✐ f ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

❆tt❡♥t✐♦♥ à ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rs✳ ■❧ ❡st ❢réq✉❡♥t ❞✬❛♣♣❡❧❡r ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡
❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧♦rsq✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ q✉✐ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡
♣❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 1/f ❡st s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ f ✳ ❈❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s
❝♦♥t❡①t❡s✱ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs ♦ù ❧✬♦♥ s✬❡♥ t✐❡♥❞r❛ à ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❘❡♠❛rq✉❡

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ X ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ IdX ❡st ✉♥❡
❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ X s✉r X✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✽ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ IdX ❄

✸✳✷ ❚❤é♦rè♠❡
❙♦✐t f : A→ B ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❀ ♥♦t♦♥s B0 = f(A) ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r f ❞❡ A ❡t s♦✐t f0 : A→ B0 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞é✜♥✐❡ ♣❛r f0(x) = f(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ A✳ ❆❧♦rs f0 ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ A ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡ g : B → A t❡❧❧❡ q✉❡ g ◦ f = IdA✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝♦♠♠❡ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱
♣♦✉r t♦✉t y ∈ B ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ x ∈ A t❡❧ q✉❡ f(x) = y✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ x0 ∈ A ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t g : B → A ♣❛r
g(y) = ❧❡ x t❡❧ q✉❡ f(x) = y s✐ ✐❧ ② ❡♥ ❛ ✉♥✱ x0 s✐♥♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ g(f(x)) = x ♣♦✉r t♦✉t x ∈ A✳ ❉❡ ♣❧✉s g ❡st
s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ A ✐❧ ② ❛ ✉♥ y ∈ B t❡❧ q✉❡ g(y) = x ❀ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ y = f(x)✳

❘❡♠❛rq✉❡

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ très s♦✉✈❡♥t ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ f : A→ B ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡
f ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ A ❡t f(A)✳ ❊♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✭♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s
♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✮ ♠❛✐s ✐❝✐ ❛✉ss✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ ♣♦✉r ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ✭♣❛s très✮
❞✐✛ér❡♥ts✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✾ P♦✉rq✉♦✐ ❢❛✉t✲✐❧ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡s A 6= ∅ ❞❛♥s ❧❛ ✷è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❄

✷✼



✸✳✸ ❚❤é♦rè♠❡
❙♦✐t f : A→ B ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ g : B → A t❡❧❧❡ q✉❡ f ◦ g = IdB ✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ y ∈ B ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ f−1({y}) = {x ∈ A t❡❧ q✉❡ f(x) = y} ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳
❙♦✐t xy ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❀ ❞é✜♥✐ss♦♥s g : B → A ♣❛r g(y) = xy✳ ❆❧♦rs f ◦ g(y) = f(xy)✳ ▼❛✐s ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ xy ∈ f−1({y})✳ ❉♦♥❝ f(xy) = y ❡t ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ f ◦ g(y) = y ♣♦✉r t♦✉t y ∈ B✳
❉❡ ♣❧✉s s✐ y 6= y′ ❛❧♦rs f−1({y}) ∩ f−1({y′}) = ∅ ❞♦♥❝ xy 6= xy′ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ g ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

▲♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s A ❡t B ♦♥ ❞✐t q✉❡ A ❡t B s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♦✉ q✉✬✐❧s s♦♥t
éq✉✐♣♦t❡♥ts✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t rés✉♠❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ✉t✐❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✸✳✹ ❚❤é♦rè♠❡
❙♦✐❡♥t f : A→ B ❡t g : B → C ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❙✐ f ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❛❧♦rs g ◦ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✮ ss✐ g ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ s✉r❥❡❝t✐✈❡✱
❜✐❥❡❝t✐✈❡✮✳
❙✐ g ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❛❧♦rs g ◦ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✮ ss✐ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ s✉r❥❡❝t✐✈❡✱
❜✐❥❡❝t✐✈❡✮✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✸✵ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞✐r❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❡t✴♦✉ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ✿

f1 : N → N

x 7→ 0
f2 : N → N

x 7→ x
f3 : N → Z

x 7→ x
f4 : N → N

x 7→ x+ 1
f5 : Z → Z

x 7→ x+ 1
f6 : Z → Z

x 7→ −x

f7 : Z → Z

x 7→ |x|
f8 : Z → N

x 7→ |x|
f9 : Z → Z

x 7→ 2x
f10 : Q → Q

x 7→ 2x
f11 : Q∗ → Q∗

x 7→ 1/x

f12 : Q → Q+

x 7→ x2
f13 : Q+ → Q+

x 7→ x2
f14 : R → R+

x 7→ x2
f15 : R+ → R+

x 7→ x2
f16 : R → R

x 7→ x3

f17 : R → R

x 7→ sinx
f18 : R → [−1, 1]

x 7→ sinx
f19 : [−π/2, π/2] → R

x 7→ sinx
f20 : [−π/2, π/2] → [−1, 1]

x 7→ sinx

❊①❡r❝✐❝❡ ✸✶ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞✐r❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❡t✴♦✉ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳

✐✮ f : N → N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
✕ f(n) = n/2 s✐ n ❡st ♣❛✐r ❀
✕ f(n) = (n− 1)/2 s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✳

✐✐✮ f : Z → N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
✕ f(n) = 2n s✐ n ≥ 0 ❀
✕ f(n) = −2n− 1 s✐ n < 0✳

✐✐✐✮ f : N → N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
✕ f(n) = n s✐ n ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸ ❀
✕ f(n) = n+ 1 s✐ n ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 3k + 1 ❀
✕ f(n) = n− 1 s✐ n ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 3k + 2✳

✐✈✮ f : N2 → N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(n, p) = (n+ p)(n+ p+ 1)/2 + p✳

✈✮ f : N → N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
✕ f(0) = 0 ❀
✕ s✐ 10k ≤ n < 10k+1 ❛❧♦rs f(n) = b1 + b210 + · · · + bk10

k−1 + b010
k ♦ù ❧❡s bi s♦♥t ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡

❞❡ n ❡♥ ❜❛s❡ ✶✵✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ n = b0 + b110 + · · ·+ bk10
k✳

✷✽



✸✳✷✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s
✸✳✺ ❚❤é♦rè♠❡
❙✐ X1 ❡t X2 s♦♥t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ ❡t Y1 ❡t Y2 s♦♥t ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛❧♦rs ✿

Pr♦❞✉✐t X1 × Y1 ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ X2 × Y2 ❀ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ k✱ X
k
1 ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ Xk

2 ✳

P❛rt✐❡s P(X1) ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ P(X2)✳

❋♦♥❝t✐♦♥s Y X1

1 ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ Y X2

2

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ♥❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ✭❢♦♥❝t✐♦♥s✮✱ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♥t ❧❛✐ssé❡s ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✳ ❙♦✐t ϕ : X1 → X2

✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡t ψ : Y1 → Y2 ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❀ ❧❡s ❞❡✉① ❡①✐st❡♥t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t f ∈ Y X1

1

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X1 ❞❛♥s Y1✳ ❆❧♦rs ψ ◦ f ◦ϕ−1 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X2 ❞❛♥s Y2✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Y X2

2 ✳

◆♦t♦♥s Φ : Y X1

1 → Y X2

2 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Ψ(f) = ψ ◦ f ◦ ϕ−1✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠ê♠❡ Ψ′ : Y X2

2 → Y X1

1 ♣❛r
Ψ′(g) = ψ−1 ◦ g ◦ ϕ✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs ♦♥ ❛ Ψ′(Ψ(f)) = Ψ′(ψ ◦ f ◦ ϕ−1) = ψ−1 ◦ ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ = f ❡t ❞❡ ♠ê♠❡
Ψ(Ψ′(g)) = g✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ′ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ Ψ✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳

❋♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❚♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ F ❞❡ E ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❢♦♥❝t✐♦♥ χF : E → {0, 1} ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ F ❞❛♥s E ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ χF (x) = 1 s✐ x ∈ F ✱
0 s✐♥♦♥✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✸✷

✐✮ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❄ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E t♦✉t ❡♥t✐❡r ❄

✐✐✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E = N ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛✐rs ❄ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛rrés ♣❛r❢❛✐ts ❄

✐✐✐✮ ❙♦✐❡♥t F ❡t G ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ E ❡t χF ✱ χG ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ χF ❡t χG✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ F c ❄ ❞❡ F ∪G ❄ ❞❡ F ∩G✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ χ : E → {0, 1}✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ Eχ ❞❡
E ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ Eχ = {x ∈ E t❡❧ q✉❡ χ(x) = 1}✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s✐ ♦♥ ♥♦t❡ D ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {0, 1}✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡
❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ DE ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ E ❞❛♥s D✮ ❞❛♥s P(E)✳

Pr♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥✳ ❙♦✐❡♥t X1✱ ✳ ✳ ✳✱ Xn ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡s Xi ♥♦té X1 × · · · ×Xn ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s c : [1, n] → X1 ∪ · · · ∪ Xn t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r i = 1, . . . , n ♦♥ ❛✐t c(i) ∈ Xi✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ n✲✉♣❧❡t ❀ s✐ c(i) = xi ♣♦✉r i = 1, . . . , n✱ ❧❡ n✲✉♣❧❡t c ❡st ♥♦té (x1, . . . , xn)✳

❘❡♠❛rq✉❡

❙✐ ❧✬✉♥ ❞❡s Xi ❡st ✈✐❞❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ c t❡❧❧❡ q✉❡ c(i) ∈ Xi✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ X1×Xn

❡st ✈✐❞❡✳

❘❡♠❛rq✉❡

❙✐ n = 0 ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs ✿ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ ✵ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ [1, 0] ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ✭❝❛r ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s Xi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✮ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ [1, 0] ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❡st ré❞✉✐t à ❧✬✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ∅ ❞❛♥s ∅✳ ❈❡tt❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st
♥♦té❡ ()✳

❙✐ n = 2✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♣r♦❞✉✐ts ❝❛rtés✐❡♥ X1 ×X2 s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s✳ ❙✐ n = 3 ❝❡ s♦♥t ❞❡s tr✐♣❧❡ts✳
❙✐ X1 = · · · = Xn = X ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ X1 × . . . Xn ❡st ♥♦té Xn✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✸✸ ❙♦✐❡♥t n ❡t p ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳

✐✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ [1, n]× [1, p] ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ [1, np]✳

✐✐✮ ❖♥ ♥♦t❡ [1, n] + [1, p] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {0} × [1, n] ∪ {1} × [1, p]✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ [1, n] + [1, p] ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
❛✈❡❝ [1, n+ p]✳

✷✾



❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ très ✉t✐❧✐sé❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣❧✐✲
❝✐t❡♠❡♥t✱ ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r R2✳

❘❡♠❛rq✉❡

▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♦✉ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r N2✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ R2 ❡st ❞é✜♥✐
s✉r (R2)2✳

❋♦♥❝t✐♦♥s s✉r❥❡❝t✐✈❡s ❡t ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❙♦✐❡♥t f : X → Y ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✐♠❛❣❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Y ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ X ✿ {f−1({y}), y ∈ Y }✳

✸✵


