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Planche 5
Relations d’équivalence

Soit E un ensemble ; une relation ~ sur E est dite relation d’équivalence si elle est :
réflexive : Ve € E, x ~ x
symétrique : Vz € E\Vy e E,siz~yalorsy ~ =z
transitive : Vz € E,Vy € E\Vz € E,six ~y et y ~ z alors z ~ z.

1 Exemples simples de relations d’équivalence

Précisez si les relations suivantes sont des relations d’équivalence. Si les relations ne le sont pas, précisez laquelle
(ou lesquelles) des trois propriétés de définition n’est pas remplie.

EXERCICE 1 (Relations sur E =R )

1. z~yssi|lz—y| <1

2. z~yssiz—yeQ.

3. z~yssiz+yeQ.

EXERCICE 2 (Relations sur F = Z.)

L. z~yssi 5% € Zou 5 € Z.

2. z~yssiz+y=2.

3. x~yssidpeZ,dqeZ xP = yi.

EXERCICE 3 (Relations sur ’ensemble F des droites du plan )

1. d1 ~ dQ ssi d1 Hdg

2. dl ~ dg ssi dl 1 d2.

EXERCICE 4 (Relations sur 'ensemble F des applications f : R — R)
1. f~ gssi Pensemble Ef,:={z € R: f(z) # g(x)} est fini.

2. f ~ gssi l'ensemble Ey , est vide ou a un seul élément.

2 Construction de relations d’équivalence a partir des applications
ou d’autres relations

Il est parfois possible de construire une relation d’équivalence utile & partir d’une application ou & partir d’une

autre relation (d’équivalence ou non). Les exercices de cette section proposent plusieurs situations de ce type.

EXERCICE 5

Soit E et F' deux ensembles, et f : ¥ — F une application. On définit le relation ~ sur &/ comme suit :

x~pyssi f(x) = f(y).
Prouvez que ~ est une relation d’équivalence.

EXERCICE 6
Soit E = {a, b, ¢, d} et la relation ~ sur E dont ’ensemble suivant donne la liste de tous les couples (x,y) tels
que T~y :

G. ={(a,a), (a,b), (a,c), (b,b), (b,a), (c,c), (¢,a), (c,b), (d,d)}.

1. Laquelle (ou lesquelles) des trois propriétés définissant une relation d’équivalence n’est pas respectée par ~ 7

2. Rajouter a I’ensemble G.. un couple (z,y) € E x E de sorte que la nouvelle relation ainsi formée soit une
relation d’équivalence.
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EXERCICE 7
Soit F un ensemble, et ~1, ~9, deux relations d’équivalence sur E. On définit la réunion des relations ~1 et ~q
comme étant la relation % sur E :

x U yssi(x~1youx~sgy),

et I'intersection des relations ~1 et ~o comme la relation . sur E :
xS yssi(x~yetx~yy).

1. Est-ce que % est une relation d’équivalence ?

2. Méme question pour .&.

3 Classe d’équivalence d’un élément

Soit F un ensemble et ~ une relation d’équivalence sur E. Pour tout élément = € E, le sous-ensemble

[l ={yeE: z~y}

de F s’appelle la classe d’équivalence de x dans E. On a les propriétés :

— Vz € E,x € [z],

— Yz e E\Vy e E, x ~yssi [z] = [y],

— Vz € E,Vy € E, non(xz ~ y) ssi [x] N [y] = 0.
Les exercices suivants (8-12) sont des cas particuliers de la construction d’une relation d’équivalence décrite a
Pexercice 5.

EXERCICE 8
Soit la relation ~ sur R? définie par :
(,y) ~ (2',y) ssiz =2
1. Trouvez une application f : R2 — R telle que la relation ~ soit de la forme ~ -
2. Déterminer [(xg,%0)], la classe d’équivalence d’un élément (zq, yo) de R2.

EXERCICE 9
Soit la relation ~ sur C (I’ensemble des nombres complexes) définie par :

2z~ 2 ssi|z| = |2,

1. Trouvez une application f: C — R telle que la relation ~ soit de la forme ~;.
2. Déterminer [z], la classe d’équivalence d’un élément zo de C.

EXERCICE 10

Soit la relation ~ sur R définie par :

Y.

r~yssiz
1. Trouvez une application f : R — R telle que la relation ~ soit de la forme ~ .
2. Déterminer [1], la classe d’équivalence du nombre réel 1.
3. Trouvez tous les a € R dont la classe d’équivalence [a] est un ensemble qui ne contient qu’un seul élément.
EXERCICE 11
Soit la relation ~ sur R définie par :

x ~y ssi xe¥ = ye®.

1. Trouvez une application f : R — R telle que la relation ~ soit de la forme ~ .
2. Déterminer [1], la classe d’équivalence de 1, et [—1], la classe d’équivalence de —1.

3. Trouvez tous les € R dont la classe d’équivalence est un ensemble qui ne contient qu'un seul élément.
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EXERCICE 12
Soit E I’ensemble des applications f : R — R, et la relation ~ sur E définie par :

f~gssida,b>0,af(x) <glx) <bf(x) Ve e R.

1. Prouvez que ~ est une relation d’équivalence.

2. Trouver toutes les constantes s telles que s + arctan € [1], la classe d’équivalence de l'application

1:R—-R I(x)=1 VzeR

4 Ensemble quotient et application induite
Soit E un ensemble et ~ une relation d’équivalence sur F. L’ensemble
E/~={[z]: z € E}

s’appelle I’ensemble quotient de E par ~.
Soit F' un ensemble. Une application f : E — F' est dite compatible avec ~ si

Vi€ EVyeE x~y= f(z)=f(y).
Si f : E — F est compatible avec ~, on définit f, I"application induite par f sur E/~ comme étant I’application :

JiB/~—F, () = f(z), Vo € B.

EXERCICE 13
Soit f : ' — F une application, et ~; la relation d’équivalence définie & 1’exercice 5.

1. L’application f est compatible avec ~¢.
2. Le quotient de f par ~; met ensemble £/~ en bijection avec Im(f) = {f(z) : = € E}.

EXERCICE 14
Soit la relation d’équivalence ~ sur R définie par :

x ~yssi sin(x) = sin(y).

1. Prouvez que I’ensemble quotient R/~ est en bijection avec Pensemble [—1, 1].

2. Parmi les applications suivantes, laquelle (ou lesquelles) est (ou sont) compatibles avec ~ :

cos:R—>R, sin2:R—R, exp:R—R?

EXERCICE 15
Soit la relation d’équivalence ~ sur R définie par :

r~yssiz—yeZ.

1. Prouvez que I’ensemble quotient R/~ est en bijection avec ’ensemble U de tous les nombres complexes de
module 1.

2. Est-ce que l'application f : R — R, f(z) = sin(z) est compatible avec ~? Et 'application g : R — R,
g(x) = sin(2mx) ?

EXERCICE 16
Soit E l’ensemble des droites du plan. On définit la relation d’équivalence ~ sur E par :

d1 ~ dg ssi d1|| dg.

1. Prouvez que I'ensemble quotient F/~ est en bijection avec 'ensemble des droites passant par l'origine.

2. Prouvez aussi que ’ensemble F/~ est en bijection avec ’ensemble R U {oo}.
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5 Partition d’un ensemble

Soit E un ensemble non-vide. Une partition de F est un sous-ensemble P de &?(FE), avec les propriétés suivantes :
i 0gP
ii. YA\ Be P, A=BouANB=10
ili. Jpep A=E.
En d’autres mots, une partition de E est un ensemble de sous-ensembles de E de telle sorte qu’aucun de ces

sous-ensembles ne soit vide, qu’ils soient deux a deux disjointes, et que leur réunion soit égale a E.
La propriété suivante fait le lien entre partitions d’un ensemble et relations d’équivalence.

EXERCICE 17
Soit P une partition de F.
Alors la relation x ~ y ssi (3A € P, z,y € A) est une relation d’équivalence, dont P est ’ensemble quotient.

EXERCICE 18
Soit E = {1,2,3}. Combien de partitions de F existe-t-il ?

EXERCICE 19
Soit a, b, ¢ trois nombre réels. A quelles conditions sur a, b, ¢, les trois ensembles | — o0, b], 0, a[ et [¢, +00[ forment
ils une partition de R 7.

EXERCICE 20
Soit E un ensemble non-vide. Peut-on trouver A, B C E tels que A, AN B et B soit une partition de F 7

6 Un cas particulier : Z/nZ

Dans les exercices qui suivent, n est un nombre naturel plus grand ou égal & 2, fixé une fois pour toutes.

EXERCICE 21

Soit la relation ~ sur Z définie comme :
T —

Yen.

T~y ssi

1. Prouvez que x ~ y si et seulement si x et y ont le méme reste a la division euclidienne par n (on dit aussi
que z et y sont égaux modulo n).

2. Démontrez que ~ est une relation d’équivalence, et que I’addition et la multiplication sur Z sont compatibles
avec ~.

EXERCICE 22
Notons Z/nZ I’ensemble quotient de Z par ~.
Combien d’éléments posséde 1'ensemble Z/nZ?

EXERCICE 23
Dans cet exercice (et dans cet exercice seulement) on pose n = 12.

1. Donner la liste de tous les couples (\,n) € {0, 1, 2, 3, ..., 11}? tels que

2. Résoudre I’équation

dans z € {0, 1, 2, 3, ..., 11}.

7 Exercices complémentaires

EXERCICE 24 (Relations sur I’ensemble E = 22(S) des parties d’un ensemble non-vide S)
1. Onfixe KCS,K#0. A~Bssi ANK =BNK.
2. A~BssidKC S, K#0 AnNK =BNK.
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EXERCICE 25

Soit E, F' et G trois ensembles, ~ une relation d’équivalence sur F, f : F' — FE une application de F' dans F,
et g : E — G une application de F dans G.

On définit la relation . de F' dans F' :

7 yssif(x) ~ f(y),
et la relation % de G dans G :

xU yssi(Gu,veE u~v, x=g(u), y=g)).
1. Est-ce que . est une relation d’équivalence ?

2. Méme question pour % .

EXERCICE 26
Soit la relation ~ sur R définie par :

x ~yssi sin?(z) + cos?(y) = 1.
1. Trouvez une application f:R — R telle que la relation ~ soit de la forme ~;.

2. Déterminer [0], la classe d’équivalence du nombre réel 0.

EXERCICE 27
Soit E = Z(R), 'ensemble des parties de R. On définit une relation ~ sur Z(R) par :

A~ Bssi AU[0, 1] =BU]J0, 1].
1. Trouvez une application f : E — FE telle que la relation ~ soit de la forme ~ .
2. Déterminer [{0}], la classe d’équivalence de I’élément {0} de Z(R).

EXERCICE 28
Soit les relations d’équivalence des exercices 8-12.

1. Déterminer un ensemble qui peut étre identifié avec le quotient de la relation.
Les deux exercices suivants donnent les constructions de Z a partir de N (exercice (29)) et de Q a partir de Z
(exercice (30)).

EXERCICE 29
Soit £ =N x N, on définit sur £ deux opérations : une addition

(a,b)® (¢, d) =(a+¢, b+d) VY(a,b), (c,d) €E,
et une multiplication
(a, b) ® (¢, d) = (ac + bd, ad + be) V(a, b), (¢, d) € E.
On considére la relation ~ de E dans E par :

(a,b) ~ (¢, d)ssia+d=b+ec.

1. Prouvez que ~ est une relation d’équivalence, et que I’ensemble quotient F/~ est en bijection avec l’ensemble
Z des nombres entiers.

2. Prouvez que les opérations @ et ® sont compatibles avec ~, et que leur quotients sont les opérations
d’addition et multiplication (classiques) sur Z.

EXERCICE 30
Soit =7 x 7Z*, on définit sur F¥ deux opérations : une addition

(a, b) ® (¢, d) = (ad + be, bd) V(a, b), (¢, d) € E,
et une multiplication
(a, b) ® (¢, d) = (ac, bd) ¥(a, b), (¢, d) € E.
On considére la relation d’équivalence ~ de E dans F par :

(a, b) ~ (¢, d) ssi ad — be = 0.

1. Prouvez que la relation ~ est une relation d’équivalence, et que ’ensemble quotient £/~ est en bijection
avec I’ensemble Q des nombres rationnels.

2. Prouvez que les opérations @ et ® sont compatibles avec ~, et que leurs quotients sont les opérations
d’addition et de multiplication (classiques) sur Q.
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EXERCICE 31
Soit n un nombre naturel.

1. Combien de solutions x € {0, 1, 2, 3, ..., n — 1} a ’équation

2. Méme question pour I’équation

[2] x [x] = [1]
(les réponses dépendent de la parité de n).
EXERCICE 32
(Théoréme de Bézout). Soit 'équation
[a] > [z] = [1],
aveca € {0,1,2,3,...,n—1}.
Prouvez que cette équation admet une solution € {0, 1, 2, 3, ..., n—1} si et seulement si a et n sont premiers

entre eux.



