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Documents et calculatrices non autorisés. Prévoir environ 20 minutes par exo, 30 minutes au (grand)
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Exercice 1 Rappeler les définitions de :

i)  partie d'un ensemble;

Réponse. Une partie d'un ensemble X est un ensemble Y tel que Y C X, c’est-a-dire telle que Vy € Y,y € X.

ii) fonction injective, surjective et bijective;

Réponse. Une fonction f : X — Y est injective si tout élément de Y a au plus un antécédent par f. Autrement
dit :
Va,2' € X, si f(z) = f(z') alors ¢ = 2.

Elle est surjective si tout élément de Y a au moins un antécédent par f. Autrement dit :
VyeY, Jxe X, y= f(z).

Elle est bijective si elle injective et surjective. Autrement dit, tout élément de Y a exactement un antécédent par

1.

Exercice 2 Dans chacun des énoncés suivants, préciser le type de I’énoncé (définition ou proposition),
les hypotheéses et conclusions s’il s’agit d’une proposition, 'objet défini s’il s’agit d’une définition ; puis
donner le type de chaque symbole utilisé dans I’énoncé.

i) Si X C Net X # (), alors il existe n € X tel que n > p pour tout p € X.

Réponse. L’énoncé est une proposition. Les hypotheses sont « X C N » et « X # 0 ». La conclusion est « il
existe ... ».

Types des symboles : N, X : ensembles d’entiers; n, p : entiers; C : relation entre ensembles d’entiers ; # : relation
entre ensembles d’entiers; € : relation entre entiers et ensembles d’entiers; > : relation entre entiers.

REMARQUE

Cet énoncé est faux : il dit que tout ensemble d’entiers naturels a un plus grand élément. Il y a un
énoncé similaire qui est vrai : tout ensemble d’entiers naturels a un plus petit élément (que faut-il
changer ci-dessus pour obtenir cet énoncé 7).

ii) Sif:X — Y est une bijection, alors il existe g : Y — X telle que g(f(z)) = = pour tout x dans
X, et f(g(y)) =y pour tout y dans Y.

Réponse. L’énoncé est une proposition ; 'hypothése est que f : X — Y est une bijection, la conclusion qu’il
existe g...

X,Y : ensembles; f : fonction de X vers Y'; g : fonction de Y vers X ; z : élément de X ; y : élément de Y ; = :
relation entre éléments de X ou entre éléments de Y.

iii) SizC Neta e P(z) alors pour tout y € z, y € z.

Réponse. L’énoncé est une proposition. Les hypothéses sont « 2 C N » et « © € P(z) ». La conclusion est « pour
tout ... ».
Types des symboles : N, z, z : ensembles d’entiers; y : entier; P(z) : ensemble d’ensembles d’entiers.

iv)  Une partition de X est un ensemble P tel que pour tout A, B € P, si A# B alors ANB = () et
pour tout z € X il existe un A € P tel que z € A.



Réponse. L’énoncé est une définition de la notion de partition. Dans cette définition, la partition est P.

Types des symboles : X, A, B, : ensembles; P : ensemble d’ensembles; x : ¢lément de X ; N : opération sur les
ensembles; %, = : relations entre ensembles; € : relation entre éléments et ensembles (ou entre entre ensembles
et ensembles d’ensembles).

REMARQUE

Cette définition n’est pas tout a fait correcte ; il faut préciser que P est un ensemble de parties de
X ; dans ce cas on les lettres A et B dénotent des parties de X.

Exercice 3 Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer si elle est injective, surjective, bijective.
Si la fonction n’est pas injective, on dira pourquoi, et de méme si elle n’est pas surjective. Si la fonction
est bijective on donnera son inverse.

i) f:N=N, f(z)=2x;
Réponse. f est injective, mais pas surjective : 1 n’a aucun antécédent.
i) f:R—=R, f(x) =2x;
Réponse. f est bijective : sa fonction inverse f~' : R — R est définie par f~!(z) = /2.
iii) f:N—=N, f(z) =2?;
Réponse. f est injective, mais pas surjective : 2 n’a aucun antécédent.
iv) f:Z—7Z, f(x)=2%;
Réponse. f n’est ni injective, ni surjective : 1 a deux antécédents, et 2 n’en a aucun.
v) f:R—=RT f(z)=2%;
Réponse. f est surjective, mais pas injective : 1 a deux antécédents.
vi) fiN? =N, f(z,y) =2 +y;
Réponse. f est surjective, mais pas injective : 1 a deux antécédents, les couples (0,1) et (1,0).
vii)  f:N?2 = N2 f(z,y) = (2 +y,2);

Réponse. [ est injective, mais pas surjective : (0,1) n’a aucun antécédent (et plus généralement (n,p) n’a pas
d’antécédent dés que n < p).

viii) £ N2 = N2 f(z,y) = (y,2);

Réponse. f est bijective : sa fonction inverse f~!: N? — N? est f elle-méme.

Exercice 4 Soit S et D deux ensembles d’entiers naturels. Les éléments de S seront appelés les
entiers secrets et ceux de D seront appelés les entiers discrets. Ecrire formellement les énoncés ci-dessous
en suivant le modéle : « tout entier secret, est discret » devient « Vn € N, sin € S alorsn € D ».

i) aucun entier discret n’est secret ;

Réponse. Yn €N, sine€ D alorsn ¢ S.
Variante : Yn € D,n ¢ S.

ii) il y a des entiers discrets qui sont secrets;

Réponse. IneN,ne DetneS.
Variante : 3n € D,n € S.

iii) il y a au plus un entier discret qui est secret ;

Réponse. ¥Vn,pe N, sin,p€ D et n,p € S alors n = p.
Variante : Vn,p € D, sin,p € S alors n = p.

iv) il y a un unique entier secret qui n’est pas discret (on évitera d’utiliser la notation 3!);



Réponse. IneNneSetné¢ DetVpeN, sipe Setpd¢ D alors p=n.
Variante : In € SSsn ¢ Det Vp e S, sip ¢ D alors p=n.
v)  pour tout entier secret, il y a un entier discret qui lui est supérieur ;
Réponse. YneN, sine€ SalorspeN,pe Detp>n.
Variante : Vn € S, 3p € D,p > n.
vi) il y a un entier discret qui majore tous les entiers secrets ;
Réponse. IneN,ne DetVpeN, sipeSalors n>p.
Variante : dn € D, Vp € S,n > p.
vii)  si deux entiers distincts sont discrets alors au moins l'un des deux est secret ;
Réponse. Vn,pe N, sin,pe Detn#palorsne SoupesS.
Variante : Vn,p € D, sin#palors n € Soup € S.
viil)  un entier est secret si il est discret et toutes ses puissances sont discrétes.

Réponse. YneN, sine DetVpe N nP e D alorsn e S.
Variante : Vn € D, si Vp € Nyn? € D alors n € S.



