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Documents et calculatrices non autorisés. Prévoir environ 20 minutes par exo, 30 minutes au (grand)
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Exercice 1 On dé�nit les deux ensembles d'entiers relatifs P = {2n, n ∈ Z} et T = {3n, n ∈ Z}.
i) Donner les dé�nitions de P et T en français : P est l'ensemble des..., T est l'ensemble des...

ii) Donner une caractérisation simple des éléments de P ∩ T .

iii) Montrer que P ∪ T 6= Z.

On dé�nit S = {2n + 3p, n, p ∈ Z}.
iv) Montrer que P ∪ T ⊂ S.

v) Montrer en utilisant un théorème du cours (que l'on énoncera) que S = Z.

Exercice 2

i) Donner la dé�nition du coe�cient binomial
(
n
p

)
(c'est le nombre de...) puis la formule explicite et

la relation de récurrence.

ii) Montrer que
∑n

k=0

(
n
k

)
= 2n.

iii) Montrer que
∑n

k=0 k
(
n
k

)
= n2n−1.

Exercice 3 Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a
∑n

k=1 k2 = n(n+1)(2n+1)/6

Exercice 4 On rappelle que si n est un entier naturel, [0, n] désigne l'ensemble des entiers compris
entre 0 et n. Si n et p sont deux entiers et p est non nul, on note n mod p le reste de la division euclidienne
de n par p.

i) Écrire les ensembles [0, 2], [0, 3] et [0, 2]× [0, 3] en extension.

On dé�nit une fonction f : [0, 11]→ [0, 2]× [0, 3] par f(x) = (x mod3, xmod4).
ii) Donner la valeur de f(x) pour chaque x ∈ [0, 11].
iii) La fonction f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

On dé�nit maintenant une fonction g : [0, 11]→ [0, 1]× [0, 5] par f(x) = (x mod2, xmod6).
iv) Donner la valeur de g(x) pour chaque x ∈ [0, 11].
v) Donner les images réciproques par g des ensembles {(0, 2)}, {(1, 2)} et {(0, 2), (1, 2)}.
vi) La fonction g est-elle injective ? surjective ? bijective ?

vii) Comment expliquer les di�érences observées entre f et g ?


