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Do
uments et 
al
ulatri
es non autorisés. Prévoir environ 30 minutes par exo,

Exer
i
e 1 Soit f : Z → Z une fon
tion. Sans utiliser les notations � ∃! �, � Im(f) �, � f(A) � et

� f−1(A) � ave
 A ∈ P(Z), é
rire en langage formel les assertions suivantes :

i) f est 
onstante ;

ii) f est inje
tive ;

iii) f n'est pas inje
tive ;

iv) f est 
roissante ;

v) f n'est pas dé
roissante ;

vi) f est majorée ;

vii) f est non bornée ;

viii) les anté
édents de 1 par f sont négatifs ou nuls ;

ix) il existe au moins un entier relatif dont l'image par f est stri
tement positive ;

x) il y a au plus un entier relatif dont l'image par f est stri
tement positive.

Exer
i
e 2 Soit n un entier naturel. On rappelle que la notation [1, n] désigne l'ensemble des entiers


ompris entre 1 et n et que la notation |E| = n signi�e que E est un ensemble �ni de 
ardinal n.

i) Que vaut le 
ardinal de [1, 2n] ?

Soit p un entier naturel tel que p ≤ n.

ii) Donner la dé�nition en français du 
oe�
ient binomial
(

n

p

)

.

iii) Donner l'expression du 
oe�
ient binomial
(

n

p

)

en fon
tion de n et p.

iv) Quelle relation lie les 
oe�
ients binomiaux
(

n

p

)

et
(

n

n−p

)

? Justi�er votre réponse.

v) Soient A,B, deux parties de [1, 2n] telles que

|A| = |B| = n et A ∪ B = [1, 2n].

Cal
uler |A ∩ B|. En déduire que {A,B} est une partition de [1, 2n] en deux 
lasses. Exprimer B en

fon
tion de [1, 2n] et de A au moyen d'opérations ensemblistes.

vi) Combien y-a-t-il de partitions di�érentes de [1, 2n] en deux 
lasses A,B telles que |A| = |B| = n ?

vii) Soit k un entier naturel inférieur ou égal à n. Cal
uler le nombre de parties A de [1, 2n] telles
que : |A| = n et A 
ontient exa
tement k éléments inférieurs ou égaux à n.

viii) En déduire que l'on a
n

∑

k=0

(

n

k

)(

n

n − k

)

=

(

2n

n

)

puis la valeur de la somme
n

∑

k=0

(

n

k

)2

.

ix) Par un raisonnement analogue, montrer que pour tout 
ouple (p, q) d'entiers naturels tels que

p + q = 2n et p ≤ n, on a
p

∑

k=0

(

p

k

)(

q

n − k

)

=

(

2n

n

)

.
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Exer
i
e 3 Soit X un ensemble quel
onque et f : X → X une appli
ation quel
onque.

i) Montrer que si f est inje
tive alors il existe une appli
ation g telle que g ◦ f = Id.

ii) Montrer que si f est surje
tive alors f ◦ f est surje
tive.

iii) On suppose que f véri�e :

f ◦ f ◦ f = f.

Montrer que si f est inje
tive alors f est bije
tive ; quelle est alors sa fon
tion ré
iproque ?

iv) Donner un exemple d'appli
ation qui véri�e f ◦ f ◦ f = f mais qui n'est pas inje
tive.

Indi
ation : On pourra 
her
her un exemple dans le 
as où X est un ensemble �ni ayant peu d'éléments.


