
Ces notes sont inspirées du support o�iel du ours : �Méthodes mathématiques pour l'informatique �, deJaques Vélu, hez Dunod. Rappels et notationsOn suppose onnue les notions d'ensembles, de fontions, de relations, d'entiers naturels. On note ∅ l'ensemblevide. Les éléments d'un ensemble X sont souvent appelés les points de X .Ensembles d'entiers. On note N l'ensemble des entiers naturels. Soient p et q deux entiers tels que q ≥ p.On note [p, q]N ou plus simplement [p, q] l'ensemble des entiers ompris au sens large entre p et q :
[p, q] = {n ∈ N, p ≤ n ≤ q}.On onvient que si q < p alors [p, q] est vide. Cette onvention est ompatible ave le fait que l'ensemble

[1, n] ontient exatement n entiers pour tout entier n, en partiulier pour n = 0.Fontion vide. On onvient que pour tout ensemble X il y a exatement une fontion de l'ensemble videdans X , appelée la fontion vide.Tuples, ouples, produit artésien. Soit X un ensemble et n un entier. Un n-uple d'éléments de Xest une suite de n points de X , 'est à dire une fontion de l'ensemble [1, n] dans X . Conformément àl'usage en matière de suites, si x est un n-uple, on note xi (au lieu de x(i)) l'image de l'entier i et on érit
x = (x1, . . . , xn). Un n-uple est don omme un ensemble à n éléments sauf que les éléments sont numérotéset peuvent apparaître plusieurs fois. On note Xn l'ensemble des n-uples d'éléments de X . Un ouple est un
2-uple.Dans le as où n = 0 il y a exatement un 0-uple, le uple vide, qui est la fontion vide de [1, 0] dans X . Paronséquent X0 est un singleton.Soient X et Y deux ensembles. Le produit artésien de X et Y noté X × Y est l'ensemble des ouplesd'éléments de X ∪ Y dont le premier élément appartient à X et le seond à Y :

X × Y = {(x, y) ∈ (X ∪ Y )2 tel que x ∈ X, y ∈ Y }.Dans le as où X = Y on a X ×X = X2. Plus généralement Xn = X × · · · ×X .Ensemble des parties. Soit X un ensemble. Une partie P de X est un sous-ensemble de X , 'est à direun ensemble dont tous les éléments sont éléments de X ; on érit alors P ⊂ X . On note P(X) l'ensemble desparties de X :
P(X) = {P, P ⊂ X}.Ensemble des fontions. Dans es notes, les termes fontion et appliation sont synonymes. Soient Xet Y deux ensembles. On note Y X l'ensemble des fontions de X dans Y .RemarqueOn a vu que un n-uple de points de X est une fontion de [1, n] dans X, don que Xn est l'ensemble desfontions de [1, n] dans X. Ave la notation que l'on vient d'introduire on a don Xn = X [1,n].Cardinal d'un ensemble �ni. Soit X est un ensemble �ni. On note |X | le ardinal de X , 'est à direle nombre d'éléments de X . Voii un ertain nombre de résultats onnus sur les ardinaux : soient X et Ydeux ensembles �nis et n un entier ;� ∣∣Y X

∣
∣ = |Y ||X| ;� |X × Y | = |X | . |Y | ; 1



� |Xn| = |X |n ;� |P(X)| = 2|X|.Ces équations sont vraies, y ompris quand X et/ou Y sont vides, grâe à notre onvention sur la fontionvide (en adoptant toutefois la onvention arithmétique que pour tout entier n on a n0 = 1).RemarqueLa première équation justi�e la notation Y X pour l'ensemble des fontions de X dans Y .À ause de la dernière équation on trouve souvent la notation 2X pour l'ensemble des parties de X. Onverra plus loin que ette équation se justi�e par le fait qu'une partie de X est omplètement déterminéepar sa fontion aratéristique qui est une fontion de X dans {0, 1}, un ensemble à deux éléments.Opérations n-aire. Étant donnée une opération binaire assoiative, par exemple l'addition, on dé�nit engénéral une notation pour la version n-aire de l'opération ; par exemple la version n-aire de l'addition estdénotée par le signe ∑. Dans le as où n = 0 la onvention est toujours de prendre l'élément neutre del'opération : par exemple si n = 0 alors
n∑

i=1

xi = 0,

n∏

i=1

xi = 1,

n⋃

i=1

xi = ∅,
n⋂

i=1

xi = X.Dans le as de l'intersetion on suppose que elle-i est dé�nie sur P(X) où X est un ensemble �xé.
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Chapitre 1Calul booléen 1.1 TreillisEnsembles ordonnés, borne supérieure et inférieure, treillis. Soit X un ensemble ordonné et x, ydeux éléments de X . On dit que z est la borne supérieure de x et y si :� z majore x et y, 'est à dire z ≥ x et z ≥ y ;� z est le plus petit majorant de x et y, 'est à dire : pour tout u, si u ≥ x et u ≥ y alors u ≥ z.On a de même la dé�nition de la borne inférieure de x et y en remplaçant ≥ par ≤.1.1 Dé�nition (Treillis, treillis distributif)Si toute paire d'éléments de X admet une borne inférieure et une borne supérieure on dit que X est untreillis.Si de plus la borne supérieure distribue sur la borne inférieure et réiproquement, 'est à dire si l'on a :
x∨(y∧ z) = (x∨ y)∧(x∨ z)

x∧(y∨ z) = (x∧ y)∨(x∧ z)alors le treillis est dit distributif.Exemple.L'ensemble N des entiers naturels ordonné par la relation � divise � (p divise n si il existe q tel que
n = pq) est un treillis : la borne inférieure est le pgd et la borne supérieure est le ppm ; le plus grandélément est 0 et le plus petit est 1. Est-il distributif ?Si X est une ensemble, l'ensemble des parties de X ordonné par inlusion est un treillis distributif :la borne supérieure est la réunion et la borne inférieure est l'intersetion. Le plus grand élément est Xlui-même, et le plus petit est l'ensemble vide.L'ensemble des parties �nies de X est également un treillis distributif, mais il n'a pas de plus grandélément.L'ensemble (d'ensembles d'entiers) {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2, 3}} est un treillis pour l'inlusion mais il n'estpas distributif.1.2 PropositionSoit X un treillis. On a alors :� la borne supérieure (ou inférieure) de x et y est unique ; on la notera désormais x∨ y (ou x∧ y) ;� la borne supérieure et la borne inférieure sont des opérations ommutatives et assoiatives : x∨ y =
y∨x et (x∨ y)∨ z = x∨(y∨ z) ; 3



� si X a un plus grand élément, alors elui-i est unique ; on le notera ⊤ ou 1 selon le ontexte. S'il existe,le plus grand élément est neutre pour la borne inférieure (x∧⊤ = x pour tout x) et absorbant pour laborne supérieure (x∨⊤ = ⊤ pour tout x).De même si X a un plus petit élément (noté ⊥ ou 0), elui-i est neutre pour la borne supérieure etabsorbant pour la borne inférieure.Groupes, anneaux. Un groupe ommutatif ou abélien est un ensemble G muni d'une opération + om-mutative, assoiative, admettant un élément neutre dans G noté 0 et telle que tout élément x de G a unopposé −x. L'élément neutre s'il existe est unique, de même pour l'opposé.Un anneau ommutatif est un ensemble A muni d'une opération d'addition + telle que A est un groupeommutatif pour + et d'une opération de multipliation assoiative, ommutative et distributive sur + :
x(y + z) = xy + xz.Si la multipliation admet un élément neutre, noté 1, l'anneau est dit unitaire.1.2 Algèbre de Boole1.3 Dé�nition (algèbre de Boole)Soit B un treillis distributif ave plus grand et plus petit élément. Supposons que tout élément x de B a unomplémentaire y véri�ant :

x∨ y = ⊤

x∧ y = ⊥On dit alors que B est une algèbre de Boole ou un treillis de Boole.Exemple.L'ensemble N ordonné par � divise � n'est pas une algèbre de Boole.L'ensemble ordonné {0, 1} est une algèbre de Boole.Soit X un ensemble. On a déjà vu que l'ensemble des parties de X est un treillis distributif, 'est égalementune algèbre de Boole en dé�nissant le omplémentaire omme on l'imagine.Par ontre l'ensemble des parties �nies de X n'est pas une algèbre de Boole. En revanhe l'ensemble desparties �nies ou o�nies de X est une algèbre de Boole (une partie o�nie de X est une partie de X dontle omplémentaire est �ni).Si B est une algèbre de Boole alors le omplémentaire de tout élément x de B est unique. On le notera xc.1.4 Proposition (Loi de de Morgan)Pour tout x et y dans l'algèbre de Boole B on a :
(xc)c = x

(x∨ y)c = xc ∧ yc

(x∧ y)c = xc ∨ yc1.5 Dé�nition (Anneau de Boole)Soit A un anneau ommutatif unitaire. On dit que A est un anneau de Boole si tous ses éléments sontidempotents pour la multipliation, 'est à dire si :
xx = xpour tout x dans A. 4



Exemple.L'ensemble {0, 1} en dé�nissant l'addition par : 0+0 = 1+1 = 0 et 1+0 = 0+1 = 1, et la multipliationde la manière naturelle est un anneau de Boole. Cet anneau est aussi onnu sous le nom de Z/2Z et 'estle seul anneau de Boole qui soit également un orps.L'ensemble des parties de X en prenant la di�érene symétrique pour l'addition et l'intersetion pour lamultipliation.Par ontre l'ensemble des entiers naturels ave l'addition et la multipliation usuelles n'est pas un anneaude Boole : sauf 0 et 1, auun entier n'est idempotent.Soit A un anneau de Boole.1.6 PropositionPour tout x dans A, l'opposé de x est x, 'est à dire x+ x = 0. Par onséquent on a x(1 + x) = 0 pour tout
x.Preuve. On montre que x + x = 0 en alulant (1 + x)2. Par idempotene on a (1 + x)2 = 1 + x mais en développant(puisque la multipliation distribue sur l'addition) on a (1 + x)2 = 1 + x + x + x2 = 1 + x + x + x, don

1 + x = 1 + x + x + x et en ajoutant l'opposé de 1 + x de haque �té on obtient 0 = x + x.On dé�nit une relation x ≤ y sur A par :
x ≤ y ssi x = xy.1.7 ThéorèmeLa relation ≤ ainsi dé�nie est une relation d'ordre. Muni de ette relation, l'anneau de Boole A est unealgèbre de Boole.Preuve. On dé�nit x∨ y = x+ y +xy et x∧ y = xy. On peut alors véri�er que x∨ y est bien la borne supérieure de xet y, que x∧ y est bien la borne inférieure et que A est distributif. Le omplémentaire est donné par xc = 1+x.1.8 PropositionDans un anneau de Boole A, on a pour tous x et y

x ≤ 1 + y ssi xy = 0.Soit maintenant B une algèbre de Boole. On dé�nit deux opérations d'addition et de multipliation sur B :
x+ y = (x∨ y)∧(x∧ y)c

xy = x∧ yRemarqueEn jouant ave les lois de de Morgan et la distributivité, on voit que l'on a :
x + y = (x∨ y)∧(xc ∨ yc)

= (x∧ yc)∨(y∧xc)1.9 ThéorèmeMuni de es opérations l'algèbre de Boole B est un anneau de Boole.Une algèbre de Boole peut don indi�éremment être vue omme un treillis de Boole ou un anneau de Boole.
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Isomorphismes. On va �nir ette setion ave un petit théorème très utile. Un isomorphisme entre deuxensembles ordonnés X et Y est une paire d'appliations ϕ : X 7→ Y et ψ : Y 7→ X , inverse l'une de l'autreet preservant l'ordre, 'est à dire telles que :
ϕ(x) ≤Y ϕ(x′) ssi x ≤X x′

ψ(y) ≤X ψ(y′) ssi y ≤Y y′1.10 ThéorèmeSoit A une algèbre de Boole et X un ensemble ordonné. S'il existe un isomorphisme d'ordre entre X et A,alors X est également une algèbre de Boole.1.3 Théorème de Stone1.11 Théorème (Stone �ni)Soit B une algèbre de Boole �nie. Il existe un ensemble �ni X tel que B est isomorphe à P(X), l'ensembledes parties de X .Avant de prouver le théorème on va établir quelques lemmes.1.12 LemmeSoit B une algèbre de Boole et b0 ∈ B ; on note B0 l'ensemble des minorants de b0 dans B. Alors B0 est unealgèbre de Boole dont le plus petit élément est ⊥, le plus grand est b0 et dans laquelle le omplémentaired'un élément b est bc ∧ b0.Preuve. Par dé�nition on a
B0 = {b ∈ B tel que b ≤ b0}.Comme B0 est un sous-ensemble de B, B0 est ordonné ; son plus grand élément est b0 et le plus petit est ⊥.Soient b et b′ deux éléments de B0. On véri�e très failement que b∧ b′ est la borne inférieure dans B0 de b et

b′. De plus omme b ≤ b0 et b′ ≤ b0 on a b∨ b′ ≤ b0 ; on en déduit que b∨ b′ est la borne supérieure dans B0 de
b et b′. L'ensemble B0 est don un treillis.Comme B est distributif et omme les bornes inférieure et supérieure dans B0 sont elles de B, on voit que B0est également distributif.Finalement si b ∈ B0 montrons que b′ = bc ∧ b0 est son omplémentaire dans B0 :� tout d'abord il est lair que b′ ≤ b0 don b′ ∈ B0 ;� on a b∧ b′ = b∧(bc ∧ b0) = ⊥∧ b0 = ⊥ ;� de même b∨ b′ = b∨(bc ∧ b0) = (b∨ bc)∧(b∨ b0) = ⊤∧ b0 ar b ≤ b0. Comme ⊤ est le plus grand élémentde B, on a ⊤∧ b0 = b0, don b∨ b′ = b0 qui est le plus grand élément de B0.
B0 est don un treillis distributif, muni d'un plus petit et d'un plus grand élément et omplémenté : 'est unealgèbre de Boole.1.13 LemmeSoit B une algèbre de Boole �nie à deux éléments au moins. Alors B est atomique, 'est à dire que B ontientau moins un élément a qui est un suesseur de ⊥ ; un tel élément est appelé un atome.Preuve. Par dé�nition un atome de B est don un élément a ∈ B tel que :� a 6= ⊥ ;� pour tout x ∈ B, si ⊥ ≤ x ≤ a alors x = ⊥ ou x = a.On montre par réurrene sur le nombre d'éléments de B que B est atomique.Si B n'a que deux éléments, alors un seul d'entre eux est di�érent de ⊥ : il s'agit de ⊤. Dans e as partiulieril est lair que ⊤ est un atome (pourquoi ?).Supposons maintenant que B a stritement plus que deux éléments et soit b0 un élément di�érent de ⊥ etdi�érent de ⊤. Notons B0 l'ensemble des minorants de b0. D'après le théorème préédent, B0 est une algèbrede Boole. 6



Comme b0 6= ⊤, ⊤ 6∈ B0 don B0 a stritement moins d'éléments que B et on peut lui appliquer l'hypothèse deréurrene : il y a don un atome a0 dans B0. Reste à voir que 'est aussi un atome dans B. Soit don x ∈ Btel que ⊥ ≤ x ≤ a0. Comme a0 ∈ B0 on a a0 ≤ b0, don x ≤ b0 et don x ∈ B0. Mais omme a0 est un atomedans B0 ei entraine que x = ⊥ ou x = a0. Don x est bien un atome dans B également.RemarqueL'algèbre de Boole P(X) des parties d'un ensemble X est atomique (même si X est in�ni) ; ses atomessont les singletons.Si b est un élément d'une algèbre de Boole �nie B, on note b̄ l'ensemble des atomes de B qui minorent b :
b̄ = {a ∈ B tel que a est un atome et a ≤ b}1.14 LemmeSoit B une algèbre de Boole �nie et soient b et b′ deux éléments B. On a b ≤ b′ ssi b̄ ⊂ b̄′.Preuve. Si b ≤ b′ alors tout minorant de b est aussi un minorant de b′ don en partiulier b̄ ⊂ b̄′.Réiproquement supposons que b̄ ⊂ b̄′. Soit b0 = b∧ b′c ; on va montrer que b0 = ⊥. Si b0 6= ⊥ alors onsidérons

B0 l'algèbre de Boole des minorants de b0 ; elle-i est �nie et ontient au moins deux éléments, don elleontient un atome a0. Comme a0 ≤ b0, on a en partiulier a0 ≤ b, 'est à dire a0 ∈ b̄. Mais b̄ ⊂ b̄′ et omme a0est un atome de B0 don de B (pourquoi ?), on a a0 ∈ b̄′, 'est à dire a0 ≤ b′. Mais a0 ≤ b0 entraine égalementque a0 ≤ b′c. Don on a a0 ∧ b′ = a0 ∧ b′c = a0 don a0 = (a0 ∧ b′)∧(a0 ∧ b′c) = ⊥, e qui est impossible ar a0est un atome.Don b0 = ⊥, 'est à dire b∧ b′c = ⊥ d'où l'on déduit b ≤ b′ (omment ?).Montrons en�n le théorème de Stone.Preuve. Puisque B est �nie on sait qu'elle a des atomes. Notons A l'ensemble des atomes de B ; A est don �ni. Ononsidère la fontion :
ϕ : B 7→ P(A)

b → b̄Soit b et b′ tels que b̄ = b̄′. Le lemme i-dessous nous assure alors que b = b′ ; la fontion ϕ est don injetive.Soit β = {a1, . . . , ak} une partie de A et onsidérons l'élément b = a1 ∨ . . .∨ ak (on rappelle que dans le aspartiulier où k = 0, 'est à dire si β est la partie vide, par dé�nition b = ⊥). On va montrer que b̄ = β d'oùl'on déduit que la fontion ϕ est surjetive.Soit a un atome de B et supposons que a ≤ b ; on a don a∧ b = a. Mais a∧ b = (a∧ a1)∨ . . .∨(a∧ ak). Si aest di�érent de haque ai alors on a a∧ ai = ⊥ pour haque i, dont a∧ b = ⊥∨ . . .∨⊥ = ⊥. D'autre part si
a est égal à l'un des ai alors on a a∧ b = ⊥∨ . . .∨ ai ∨ . . .∨⊥ = ai, don a ≤ b. Autrement dit on vient demontrer que a ≤ b ssi a est égal à l'un des ai ; e qui revient exatement à dire que b̄ = β.En�n le lemme nous assure que la fontion est un morphisme d'ordre ; il s'agit don bien d'un isomorphismeet le théorème est démontré.1.15 CorollaireSi B est une algèbre de Boole �nie alors le nombre d'éléments de B est 2n où n est le nombre de d'atomesde B. 1.4 Fontions booléennesÀ partir de maintenant on note B l'algèbre de Boole {0, 1}. Les éléments de B sont appelés des bits.Soit n un entier positif ; on rappelle que Bn est l'ensemble des n-uplets de bits. Par exemple B2 est l'ensembledes ouples de bits, soit :

B2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}.
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L'ensemble Bn. Comme on va beauoup utiliser les n-uplets de bits, on allège la notation en supprimantles parenthèses et les virgules. Par exemple le ouple (0, 1) s'érit diretement 01, le triplet (1, 0, 1) s'érit 101,et. Un n-uplet de 0 et de 1 s'appelle aussi un mot de longueur n sur l'alphabet {0, 1}. Ave ette notation
B2 s'érit :

B2 = {00, 01, 10, 11}.On rappelle que Bn a exatement 2n éléments1. On va onvenir une fois pour toute d'une énumération de
Bn, 'est à dire d'une manière de numéroter haque élément de Bn en ommençant par 0 :Numéro n-uplet

0 0 . . . 000
1 0 . . . 001
2 0 . . . 010
3 0 . . . 011... ...

2n − 2 1 . . . 110
2n − 1 1 . . . 111Autrement dit l'élément numéro k de Bn est l'ériture en base 2 de k sur n hi�res. Ou réiproquement, lenuméro du n-uplet (b1, . . . , bn) est :

n−1∑

k=0

bn−k2k =
n∑

k=1

bk2n−k.Ainsi le numéro du n-uplet (0, . . . , 0) est 0, elui de (1, . . . , 1) est ∑n−1
k=0 2k = 2n − 1, omme indiqué sur letableau i-dessus.RemarqueIl existe bien d'autres manières d'énumérer Bn. Ii on a hoisit de lire les n-uplets omme des entiersen base 2 où le bit de poids faible est à droite. On pourrait hoisir le bit de poids faible à gauhe ; parexemple pour n = 3 le triplet de numéro 0 serait 000, elui de numéro 1 serait 100 (au lieu de 001),elui de numéro 2 serait 010, elui de numéro 3 serait 110 (au lieu de 011), et. Dans e as le n-uplet

(b1, . . . , bn) aurait pour numéro :
n−1
X

k=0

bk+12
k =

n
X

k=1

bk2k−1.On pourrait également hoisir de grouper les n-uplets par nombre de 1 : par exemple pour n = 3 :Nombre de 1 = 0
0 000

Nombre de 1 = 1
1 100

2 010

3 001

Nombre de 1 = 2
4 110

5 101

6 011

Nombre de 1 = 3
7 111L'inonvénient de ette dernière méthode est de ne pas fournir de formule simple permettant de retrouverle numéro d'un n-uplet.Il existe enore bien d'autres énumérations de Bn ; par exemple les odes de Gray énumèrent les n-upletsde manière à e que un seul bit hange entre deux n-uplets onséutif (exo : trouver un ode de Graypour n = 3).1En partiulier B0 a un élément : le mot vide que l'on note souvent ǫ, 'est à dire le seul 0-uplet : ().
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Fontions booléennes. Une fontion booléenne d'arité n est une fontion de Bn dans B. On note Fnl'ensemble des fontions booléennes d'arité n.Comme il y a 2n n-uplets de bits, l'ensemble Fn ontient 22n fontions booléennes d'arité n. Par exemple
F1 ontient 4 = 221 éléments f1, f2, f3, f4 dé�nies par :

b f1(b) f2(b) f3(b) f4(b)
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1De même F2 ontient 16 = 222 fontions booléennes d'arité 2, et.1.16 ThéorèmeL'ensemble Fn des fontions booléennes d'arité n ordonné par :

f ≤ g ssi pour tout (b1, . . . , bn) dans Bn, f(b1, . . . , bn) ≤ g(b1, . . . , bn)forme une algèbre de Boole. Les opérations d'algèbre (et d'anneau) de Boole sont données par :
(f ∧ g)(b1, . . . , bn) = f(b1, . . . , bn)∧ g(b1, . . . , bn)

(f ∨ g)(b1, . . . , bn) = f(b1, . . . , bn)∨ g(b1, . . . , bn)

(f + g)(b1, . . . , bn) = f(b1, . . . , bn) + g(b1, . . . , bn)

f c(b1, . . . , bn) = (f(b1, . . . , bn))cet le plus petit élément de Fn est la fontion identiquement nulle, le plus grand élément est la fontiononstante 1.La preuve est une simple véri�ation des di�érentes propriétés d'algèbre de Boole. En fait on a un théorèmeun peu plus général :1.17 ThéorèmeSi X est un ensemble non vide alors l'ensemble FX des fontions de X dans B ordonné par
f ≤ g ssi pour tout x ∈ X , f(x) ≤ g(x)est une algèbre de Boole.Pour voir ela on montre le lemme :1.18 Lemme

FX est isomorphe à P(X), l'ensemble des parties de X . Plus préisément les appliations ϕ : FX 7→ P(X)dé�nie par :
x ∈ ϕ(f) ssi f(x) = 1et ψ : P(X) 7→ FX dé�nie par :
ψ(A)(x) = 1 ssi x ∈ Asont réiproques l'une de l'autre et préservent l'ordre :
f ≤ g ssi ϕ(f) ⊂ ϕ(g)

A ⊂ B ssi ψ(A) ≤ ψ(B)Étant donnée une partie A de X , l'appliation ψ(A) : X 7→ B est appelée la fontion aratéristique de A.9



Tables de vérité. Il existe plusieurs méthodes pour dérire omplètement une fontion booléenne. Lapremière est de donner sa table de vérité, 'est à dire la liste des valeurs de la fontion pour haque n-upletde bits. Par exemple la table de vérité de la fontion identiquement nulle sur B2 est :
00 0
01 0
10 0
11 0et elle de la fontion : (b1, b2) 7→ b1 + b2 est :
00 0
01 1
10 1
11 0RemarqueComme annoné, on a listé les éléments de B2 selon le prinipe énoné au début de la setion.Par dé�nition la table de vérité d'une fontion booléenne d'arité n ontient 2n lignes e qui n'est pastrès éonomique ; par exemple ii on a beauoup plus vite fait de dérire la fontion en disant qu'elle estidentiquement nulle dans le premier as, ou qu'il s'agit de la somme dans l'anneau de Boole B dans leseond as. L'un des problèmes prinipaux à propos des fontions booléennes est de trouver des manièreséonomiques de les dérire et de les aluler.On va ommener par voir que toutes les fontions booléennes peuvent être dérites en utilisant uniquementles opérations binaires de l'algèbre de Boole B.1.5 Formes normalesVariables. On appelle variables de Fn les n fontions de Fn notées x1, . . ., xn dé�nies par :

xi(b1, . . . , bn) = bi.RemarqueSoit f une fontion booléenne d'arité p, f1, . . ., fp des fontions booléennes d'arité n et g la fontionbooléenne d'arité n dé�nie par :
g(b1, . . . , bn) = f(f1(b1, . . . , bn), . . . , fp(b1, . . . , bn))qui est simplement la omposée de f ave les fi. Quand g est dé�nie ainsi on érit souvent

g = f(f1, . . . , fp).Supposons maintenant que f est d'arité n ; par dé�nition des xi on a :
f(b1, . . . , bn) = f(x1(b1, . . . , bn), . . . , xn(b1, . . . , bn))e qui ave la notation que l'on vient d'introduire s'érit :

f = f(x1, . . . , xn).C'est pour ette raison que les fontions booléennes xi sont appelées des variables. Il faut bien garderà l'esprit que l'objet noté f(x1, . . . , xn) est un élément de Fn alors que f(b1, . . . , bn) (où les bi sont desbits) est un élément de B.Les variables sont les fontions de base à partir desquelles, et au moyen des opérations de l'algèbre de Boole
Fn, on va pouvoir exprimer toutes les fontions de Fn. Par exemple on peut maintenant érire la fontionsomme de F2 : (b1, b2) 7→ b1 + b2 omme x1 + x2. En e�et, on a :

(x1 + x2)(b1, b2) = x1(b1, b2) + x2(b1, b2)

= b1 + b210



Littéraux. Si xi est une variable, on appelle négation de xi la fontion booléenne xc
i :

xc
i (b1, . . . , bn) = (xi(b1, . . . , bn))c = bci .Les variables et leurs négations sont appelées les littéraux de Fn. Il y a exatement 2n littéraux dans Fn :

x1 et xc
1, . . ., xn et xc

n. Les littéraux xi et xc
i sont dits d'indie i et on les note li.On va maintenant voir que toutes les fontions de Fn peuvent s'érire omme des ombinaisons de littérauxau moyen des opérations ∨ et ∧.Atomes. On appelle atome de Fn une fontion qui prend la valeur 1 pour exatement un n-uplet de Bn.RemarqueDans le livre de J. Vélu, les atomes de Fn sont appelés des mintermes.Comme toutes les fontions booléennes d'arité n, les atomes sont des fontions aratéristiques de sous-ensembles de Bn. Mais omme par dé�nition ils ne prennent la valeur 1 que pour un seul n-uplet, e sont lesfontions aratéristiques des singletons inlus dans Bn.RemarqueLa table de vérité d'un atome de Fn ontient exatement une ligne portant la valeur 1. Comme haquetable de vérité a 2n lignes, il y a 2n atomes dans Fn.1.19 ThéorèmeSoit m une fontion booléenne d'arité n. Les deux onditions suivantes sont équivalentes :� m est un atome ;� il existe des littéraux l1 d'indie 1, l2 d'indie 2, . . ., ln d'indie n tels que :

m = l1 ∧ . . .∧ ln.En général on utilise plut�t la notation produit des anneaux de Boole :
m = l1 . . . ln.Pour ette raison les atomes de Fn sont aussi appelés des mon�mes.Preuve. Le fait qu'un produit de littéraux est un atome est une simple véri�ation. Réiproquement supposons que

m est un atome et soit (b1, . . . , bn) l'unique n-uplet tel que m(b1, . . . , bn) = 1. Pour i = 1, . . . , n on dé�nit unlittéral li d'indie i par :
li =

(

xi si bi = 1,

xc
i sinon.Par dé�nition des li on a :

li(b1, . . . , bn) = 1 pour i = 1, . . . , n.Soit f la fontion booléenne d'arité n dé�nie par f = l1 ∧ . . .∧ ln. On a
f(b1, . . . , bn) = l1(b1, . . . , bn)∧ . . .∧ ln(b1, . . . , bn) = 1.Si maintenant on prend un n-uplet (c1, . . . , cn) distint de (b1, . . . , bn) alors il y a au moins un i tel que ci estdi�érent de bi et par dé�nition de li on a li(ci) = 0 ; mais alors

f(c1, . . . , cn) = l1(c1, . . . , cn)∧ . . .∧ li(c1, . . . , cn)∧ . . .∧ ln(c1, . . . , cn) = 0.Don f prend une valeur non nulle sur le seul n-uplet (b1, . . . , bn) e qui montre que f = m, 'est à dire :
m = l1 ∧ . . .∧ lnomme annoné.Formes normales. Soit f une fontion booléenne d'arité n. On onsidère l'ensemble des n-uplets où f estnon nulle. À haque tel n-uplet on sait assoier un atome ; notons eux-i m1, . . . ,mp. Alors on a :

f = m1 ∨ . . .∨mp.L'ériture de f sous ette forme est appelée forme normale disjontive anonique.11



RemarqueLe nombre p i-dessus est égal au nombre de lignes de la table de vérité de f portant la valeur 1. Pour un
f quelonque 'est en moyenne la moitié des lignes, soit 2n−1 atomes. Chaque atome mi s'érit ommeune borne inférieure de n littéraux. Au total la taille de la forme normale anonique est n2n−1, 'est unpeu plus de la moitié de la taille du tableau de vérité entier.On pourrait penser que l'on a fait beauoup d'e�ort pour un résultat un peu faible. En fait on a obtenuune hose très importante : on a montré que l'on pouvait exprimer f au moyen des seuls opérations desup, inf, omplémentaire et des variables, e qui n'était pas évident à priori. On va pouvoir maintenantemployer toutes les propriétés des algèbres de Boole pour tenter de simpli�er l'expression de f . De plusette expression fournit en soit une méthode pour aluler la valeur de f sur les n-uplets.Formes normales onjontives. Soit f une fontion booléenne d'arité n. Considérons la fontion f c quenous pouvons érire en forme anonique disjontive :

f c = m1 ∨ . . .∨mpoù les mi sont des atomes. En passant au omplémentaire, omme (f c)c = f et en utilisant les lois de deMorgan on voit que :
f = mc

1 ∧ . . .∧m
c
p.Un atome est une fontion qui prend la valeur 1 pour exatement un n-uple. Le omplémentaire d'un atomeest don une fontion qui prend la valeur 0 pour exatement un n-uple. On appellera de telles fontionsdes o-atomes (J. Vélu les appelle des maxtermes). Toujours grâe aux lois de de Morgan on voit que touto-atome h peut s'érire :

h = l1 ∨ . . .∨ lnoù pour i = 1, . . . , n, li est un littéral d'indie i. Cette expression de f omme inf de o-atomes, où haqueo-atome est un sup de littéraux, est appelée la forme normale onjontive anonique de f .1.6 Formules du alul propositionnelOn va �nir e hapitre sur le alul booléen ave une rapide présentation de l'algèbre de Boole des propositions.On ommene par dé�nir le alul propositionnel. Il n'y a pas à proprement parler un seul alul propositionnelar la dé�nition dépend d'un ertain nombre de données détaillées i-dessous.On se donne un ensemble V �ni ou dénombrable2. Les éléments de V sont appelés les variables proposition-nelles et on utilisera les lettres p et q pour les dénoter. On se donne également un ensemble �ni C ontenantau moins trois éléments distingués notés ¬, ∨ et ∧. Les éléments de C sont appelés des onneteurs. On sedonne en�n une fontion d'arité a : C 7→ N qui assoie un entier (possiblement nul) à haque onneteur(appelé l'arité du onneteur) et telle que l'arité du onneteur ¬ est 1, elles de ∧ et ∨ sont toutes deuxégales à 2.RemarqueLes onneteurs ¬, ∨ et ∧ sont appelés respetivement négation, disjontion et onjontion. En généralon trouve d'autres onneteurs dans C : l'impliation noté → et d'arité 2, les onstantes vrai et fauxnotées tt et � d'arité 0 ('est pourquoi on les appelle des onstantes), l'équivalene notée ↔, . . .Ces données seront omplétées au début de la setion 1.6 par la dé�nition des fontions de vérité assoiéesà haque onneteur.2On rappelle qu'un ensemble D est dénombrable si il existe une bijetion ϕ : D 7→ N ou autrement dit si haque élément de
D peut se voir a�eter un numéro unique.
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Formules. Pour haque entier n on dé�nit par réurrene sur n un ensemble Tn dont les éléments sontappelés les formules de hauteur au plus n :� T0 est l'ensemble V des variables propositionnelles auquel on ajoute tous les onneteurs d'arité 0 de Cs'il y en a (les onstantes propositionnelles) :
T0 = V ∪ {c ∈ C tel que a(c) = 0}.� Tn+1 est Tn auquel on ajoute pour haque k > 0 l'ensemble des k+ 1-uplets (c, A1, . . . , Ak) où c est unonneteur d'arité k et A1, . . ., Ak sont des éléments de Tn :

Tn+1 = Tn ∪
⋃

k≥1

{(c, A1, . . . , Ak) ∈ C × Tn × · · · × Tn tel que a(c) = k}.Remarquons que par dé�nition on a toujours Tn ⊂ Tn+1 et don Tn ⊂ Tp dès que n ≤ p. En�n on note T laréunion de tous les Tn :
T =

⋃

n≥0

Tn.Les éléments de T sont appelées les formules propositionnelles et sont en général dénotés par les lettres A,
B, C, . . .RemarqueSi on prend V vide et C = {¬,∨,∧} alors l'ensemble T est vide ! En e�et T0 est vide puisque V est videet il n'y a auun onneteur d'arité 0 dans C ; mais alors T1 est vide aussi puisque il n'y a auune formuledans T0 ; et T2 est vide aussi, ainsi que T3, et. Finalement T est une réunion d'ensembles vides, donest vide.Pour ette raison, à partir de maintenant on supposera que V est hoisi non vide.Hauteur d'une formule. Comme T est la réunion des Tn, pour tout élément A de T il existe un entier
n tel que A ∈ Tn. On appelle hauteur de la formule A le plus petit entier h tel que A ∈ Th. La hauteur de Aest notée |A|. Par dé�nition de la hauteur, si A appartient à Tn alors sa hauteur est inférieure ou égale à n.RemarqueEn utilisant le langage de la théorie des graphes, les formules propositionnelles sont des arbres �nis donthaque n÷ud est étiqueté par un onneteur de C et doit respeter l'arité de e onneteur, et dont lesfeuilles sont étiquetés par des variables ou des onstantes propositionnelles. C'est pour ela que l'on parlede hauteur d'une formule.Soit A une formule de hauteur h. Si h = 0 alors A appartient à T0 et don A est soit une variable proposi-tionnelle, soit une onstante propositionnelle.Si h = h′ + 1 alors, par dé�nition de la hauteur, A appartient à Th′+1, mais pas à Th′ . Don on a A =
(c, A1, . . . , Ak) pour un onneteur c d'arité k et des formules A1, . . ., Ak de Tn. On a don le lemme :1.20 LemmeSoit A une formule de hauteur h + 1 ; il existe un (unique) onneteur c de C, d'arité k, et des (uniques)formules A1,. . ., Ak dont les hauteurs sont toutes inférieures ou égales à h tel que :

A = (c, A1, . . . , Ak).L'uniité est immédiate puisque si A = (c, A1, . . . , Ak) et A = (c′, B1, . . . , Bm) alors (c, A1, . . . , Ak) =
(c′, B1, . . . , Bm). Remarquons que par dé�nition de la hauteur, l'une au moins des formules Ai doit avoir lahauteur h.On dit que c est le onneteur prinipal de la formule A et que les Ai sont les sous-formules immédiates de
A. 13



Substitution et instanes de formules. Soient n un entier, A, B1, . . ., Bn des formules, p1, . . ., pn des va-riables propositionnelles. On dé�nit par réurrene sur la hauteur de A une formule notéeA[B1/p1, . . . , Bn/pn]appelée � A dans laquelle les variables pi sont substituées par les formules Ai � (ou enore � A dans laquelleles Ai sont substituées aux pi �) :� si |A| = 0 alors A est une formule ou une onstante propositionnelle p et il y a deux as :� p est égale à l'une des variables pi auquel as A[B1/p1, . . . , Bn/pn] = Bi ;� sinon A[B1/p1, . . . , Bn/pn] = p.� si |A| = h+1 alors A = (c, A1, . . . , Ak) où c est un onneteur d'arité k et A1, . . ., Ak sont des formulesde hauteurs au plus h ; dans e as
A[B1/p1, . . . , Bn/pn] = (c, A1[B1/p1, . . . , Bn/pn], . . . , Ak[B1/p1, . . . , Bn/pn]).La formule A[B1/p1, . . . , Bn/pn] est appelée une instane de la formule A.RemarqueSoit A une formule et p1, . . ., pn des variables propositionnelles. Dé�nissons la fontion α : T n 7→ T par

α(B1, . . . , Bn) = A[B1/p1, . . . , Bn/pn]. Dans le as où A est la variable propositionnelle pi, la dé�nitioni-dessus nous donne α(B1, . . . , Bn) = Bi. Autrement dit, vue omme une fontion de T n dans T , lavariable propositionnelle pi est une fontion projetion, exatement omme, dans le as des fontionsbooléennes, on appelait variable les fontions xi de projetion de Bn dans B : xi(b1, . . . , bn) = bi.Notations des formules. Lorsque l'on manipule des formules propositionnelles, il est souvent malom-mode de les érire omme des tuples. C'est pourquoi on introduit une notation plus pratiable. Si c est unonneteur unaire (la négation) et A une formule alors on note c(A) la formule (c, A) ; dans le as où A estde hauteur 0, on fait même l'éonomie des parenthèses : par exemple la formule (¬, p) où p est une variablepropositionnelle s'érit ¬p.Si c est un onneteur binaire et A et B sont deux formules alors on érit (A) c(B) pour la formule (c, A,B)et on fait même l'éonomie des parenthèses si il n'y a pas d'ambigüité : par exemple la formule (∨, p, (¬, q))s'érit p∨¬q.En�n, toujours dans l'idée d'éonomiser l'usage des parenthèses, on onvient que le onneteur d'impliationassoie à droite : 'est à dire que si A, B et C sont des formules, la formule (→, A, (→, B, C)) qui devraits'érire A→(B→C), s'érit plus simplement A→B→C. Par ontre la formule (→, (→, A,B), C) s'érit
(A→B)→C et on ne peut lui enlever de parenthèses sans la onfondre ave la préédente.1.7 Valeurs de véritéInterprétation des onneteurs. Pour terminer la dé�nition de l'algèbre de Boole des propositions, onva se donner une interprétation booléeenne des onneteurs. À haque onneteur c d'arité k de C on assoieune fontion booléenne c̄ d'arité k appelée la fontion de vérité de c. Voii les interprétations des onneteursusuels :� si les onstantes � et tt appartiennent à C, leurs fontions de vérité sont les onstantes booléennes 0et 1 (une onstante est une fontion d'arité 0) ;� la fontion de vérité de ¬ est dé�nie par ¬̄(b) = bc ;� les fontions de vérité de ∨ et ∧ sont dé�nies par : ∨̄(b1, b2) = b1 ∨ b2 et ∧̄(b1, b2) = b1 ∧ b2 ;� si → est dans C, sa fontion de vérité est donnée par : →̄(b1, b2) = bc1 ∨ b2 ;� si ↔ est dans C, sa fontion de vérité est donnée par : ↔̄(b1, b2) = (b1 + b2)

c.
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RemarqueLa dé�nition de la fontion de vérité de l'impliation peut sembler ontraditoire ave l'intuition quel'impliation exprime une relation de ause à e�et. Par exemple ave ette dé�nition il est vrai le théorèmedes valeurs intermédiaires en analyse implique le théorème de déomposition en fateurs premiers enarithmétique, alors que es deux théorèmes n'ont pas grand hose à voir. Il est également vrai, ave ettedé�nition, qu'un énoné faux implique un énoné faux : par exemple 0 = 1 implique � je suis le pape �(exemple dû à David Hilbert, grand mathématiien et logiien de la �n du XIXème - début du XXèmesièle).On peut néanmoins se onvainre que l'on a pas le hoix sur les valeurs de vérité de l'impliation enonsidérant par exemple l'énoné : pour tout entier n, si n est un multiple de 4 alors n est pair. Il ne faitguère de doute que et énoné est vrai, et partant, il doit l'être quel que soit le hoix de n. Si on prend
n = 2, 3 ou 4 on verra apparaître tous les as de vérité de l'impliation : � faux implique vrai �, � fauximplique faux � et � vrai implique vrai � (ette disussion est largement inspirée de elle de Lasar etCori dans le hapitre � Calul propositionnel � de leur ours � Logique Mathématique � publié hezMasson ; je leur ai en partiulier emprunté e dernier exemple.)Valuation, valeur de vérité d'une formule. On appelle valuation ou distribution de valeurs de véritéune fontion ρ : V 7→ B assoiant à haque variable propositionnelle de V une valeur de vérité appartenantà B (l'algèbre de Boole {0, 1}).Soit ρ une valuation et A une formule. La valeur de vérité de A relativement à ρ est l'élément de B noté

[[A]]ρ dé�ni par réurrene sur la hauteur de A :� si |A| = 0 alors il y a deux as :� A est une variable propositionnelle p, dans e as [[A]]ρ = ρ(p) ;� A est une onstante propositionnelle c, dans e as [[A]]ρ = c̄ ;� sinon |A| = h+1 et il existe un onneteur c d'arité k et des formules A1, . . ., Ak, de hauteurs inférieuresou égales à h tels que A = (c, A1, . . . , Ak). On dé�nit alors :
[[A]]ρ = c̄([[A1]]ρ, . . . , [[Ak]]ρ).Substitution et valeur de vérité. Soit ρ une valuation et p1, . . ., pn des variables propositionnelles deuxà deux distintes, b1, . . ., bn des bits. On note ρ[p1 = b1, . . . , pn = bn] la valuation λ dé�nie par :

λ(p) =

{

bi si p = pi pour un i = 1, . . ., n ,
ρ(p) si p est une variable propositionnelle distinte de tous les pi .1.21 Théorème (Substitution)Soient A une formule, p1, . . ., pn des variables propositionnelles deux à deux distintes, B1, . . ., Bn desformules et ρ une valuation. Alors on a :

[[A[B1/p1, . . . , Bn/pn]]]ρ = [[A]]ρ[p1=[[B1]]ρ,...,pn=[[Bn]]ρ].Preuve. Notons λ la valuation ρ[p1 = [[B1]]ρ, . . . , pn = [[Bn]]ρ] et A′ la formule A[B1/p1, . . . , Bn/pn]. Ave es nota-tions, il faut montrer que [[A′]]ρ = [[A]]λ.La démonstration se fait par réurrene sur la hauteur de A. Si |A| = 0 alors il y a trois as :� A est une onstante propositionnelle c ; dans e as [[A]]σ = c̄ pour toute valuation σ, don l'égalitéi-dessus est bien réalisée.� A est une variable propositionnelle p distinte de haque pi. Dans e as on a A′ = A par dé�nition dela substitution, et λ(p) = ρ(p) par dé�nition de λ, don, omme [[A′]]ρ = ρ(p) et [[A]]λ = λ(p), enore unefois l'égalité est réalisée.� A est l'une des variables propositionnelles pi. Dans e as on a A′ = Bi par dé�nition de la substitution,don [[A′]]ρ = [[Bi]]ρ. Mais on a [[A]]λ = [[pi]]λ = λ(pi) = [[Bi]]ρ par dé�nition de λ. Don l'égalité est enorevéri�ée. 15



Si maintenant |A| = h + 1 alors il existe un onneteur c d'arité k et des formules A1, . . ., Ak de hauteurs infé-rieures ou égales à h telles que A = (c, A1, . . . , Ak). Pour i = 1, . . . , k notons A′

i la formule Ai[B1/p1, . . . , Bn/pn].Comme les Ai sont toutes de hauteurs inférieures ou égales à h, on peut leur appliquer l'hypothèse de réur-rene : on a don [[A′

i]]ρ = [[Ai]]λ pour i = 1, . . ., k. Par dé�nition de la substitution on a A′ = (c, A′

1, . . . , A
′

k),don [[A′]]ρ = c̄([[A′

1]]ρ, . . . , [[A′

k]]ρ) = c̄([[A1]]λ, . . . , [[Ak]]λ) = [[A]]λ et l'égalité est démontrée.Tautologies, formules satisfaisables, insatisfaisable. Une tautologie est une formule dont la valeurde vérité est toujours égale à 1, quelle que soit la valuation hoisie. Par exemple p∨¬p est une tautologie.Une formule A est satisfaisable si il existe une valuation ρ telle que [[A]]ρ = 1 ; par exemple p est une formulesatisfaisable. Si la formule A n'est pas satisfaisable, elle est dite insatisfaisable ou que 'est une antilogie.1.22 ThéorèmeSoit A une tautologie et A′ une instane de A. Alors A′ est une tautologie.Preuve. Par dé�nition d'instane, il y a des variables propositionnelles p1, . . ., pn et des formules B1, . . ., Bn telles que
A′ = A[B1/p1, . . . , Bn/pn]. Soit ρ une valuation quelonque et λ la valuation ρ[p1 = [[B1]]ρ, . . . , [[Bn]]ρ]. D'aprèsle théorème de substitution on a [[A′]]ρ = [[A]]λ mais omme A est une tautologie [[A]]λ = 1, don [[A′]]ρ = 1.Conséquene logique et équivalene logique. Soit A et B deux formules. On dit que B est onséquenelogique de A, ou que A entraîne logiquement B si pour toute valuation ρ on a :

[[A]]ρ ≤ [[B]]ρ.Autrement dit A entraîne logiquement B si [[B]]ρ vaut 1 dès que [[A]]ρ vaut 1.Deux formules A et B sont dites logiquement équivalentes si pour toute valuation ρ on a :
[[A]]ρ = [[B]]ρ.1.23 ThéorèmePour toutes formules A et B, A entraîne logiquement B ssi la formule A→B est une tautologie ; A et Bsont logiquement équivalentes ssi la formule A↔B est une tautologie.Algèbre de Boole des propositions. L'algèbre de Boole des propositions est l'ensemble des formules dualul propositionnel ordonné par la relation d'impliation logique. Notons que ette relation n'est qu'unerelation de préordre (elle ne satisfait pas l'antisymétrie) et qu'il faut don quotienter T par la relationd'équivalene logique pour en faire un ensemble ordonné. C'est à dire que l'on onsidére les formules àéquivalene logique près : deux formules équivalentes sont onsidérées omme égales dans l'algèbre de Booledes propositions et en partiulier toutes les tautologies sont égales à la onstante propositionnelle tt .
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Chapitre 2GraphesDans e hapitre on va introduire les dé�nitions et propriétés de base des graphes. Les graphes sont des objetsextrêmement ourant, dans la vie en générale, et dans les mathématiques en partiulier. Un plan de métro est(une représentation d') un graphe, mais également le réseau internet, ou la arte des départements français ;dès que l'on ommene à dessiner un ensemble d'objets (des départements) et à les relier par des traits poursigni�er des relations entre eux (ils sont limitrophes), on dessine un graphe. La notion intuitivement laire estdon elle de dessin de graphe. Cette notion n'est toutefois pas ommode pour faire des mathématiques sur lesgraphes. Tout omme les objets de la géométrie ne sont pas des dessins mais des espaes a�nes ou vetoriels,des transformations linéaires, isométriques, et. les graphes demandent une dé�nition plus opératoire quejuste � des objets dessinés et reliés par des traits ou des �èhes �.2.1 DéfinitionGraphe. Un graphe G est la donnée de deux ensembles SG et AG et d'une fontion δG : AG 7→ S2
G.Terminologie. Les éléments de SG sont appelés les sommets du graphe G (en anglais vertex/verties) eton utilisera les lettres a, b, c, i, j, m, n, p, q, r, s, t pour les dénoter ; les éléments de AG sont les arêtes oules �èhes de G (edges ou arrows) et on utilisera les lettres f , g, h ou α, β pour les dénoter. La fontion δGest parfois appelée fontion d'inidene. Elle indique pour haque arête le ouple de sommets reliés par ettearête.Fontions soure et but. On dé�nit deux fontions sG et bG assoiant un sommet à haque arête : si

δ(f) = (s, b) est le ouple de sommets assoié à l'arête f alors sG(f) = s et bG(f) = b, 'est à dire que pourtoute arête f , sG(f) et bG(f) sont dé�nies par :
(sG(f), bG(f)) = δG(f).Le sommet sG(f) est appelé soure de l'arête f , et le sommet bG(f) est le but de l'arête f .Soit a et b deux sommets (possiblement égaux) d'un graphe G. On note G(a, b) l'ensemble des arêtes desoure a et de but b :

G(a, b) = {f ∈ AG tel que sG(f) = a et bG(f) = b}.RemarqueLes arêtes d'un graphe G sont orientées de leur soure vers leur but et 'est pourquoi on les appelle aussides �èhes. Dans la littérature on trouve souvent la terminologie graphe orienté pour e type de graphe.Il faut aussi bien voir que entre deux sommets il peut y avoir plusieurs arêtes et même qu'il peut y avoirplusieurs arêtes dont la soure et le but sont le même sommet ; on les appelle des boules.17



Graphes simples et relations. Un graphe G est dit simple si entre haque paire de sommets il y a auplus une arête, 'est à dire si pour tout s, t dans SG, l'ensemble G(s, t) est vide ou est un singleton. Notonsqu'un graphe simple peut ontenir des boules.Les graphes simples sont importants ar ils servent à représenter des relations. Soit S un ensemble et Rune relation binaire sur S. On peut onstruire un graphe simple G qui représente la relation R sur S de lamanière suivante : les sommets de G sont les éléments de S, 'est à dire SG = S. Les arêtes de G sont lesouples (s, t) de sommets tels que s R t. La soure d'une arête (s, t) est le sommet s et son but est le sommet
t. Par dé�nition il y a don 0 ou une arête entre toute paire de sommet et don G est simple.Réiproquement si l'on a un graphe simple G, on peut dé�nir une relation R sur les sommets de G par :
s R t ssi il existe une arête de soure s et de but t dans AG. Ainsi on a une orrespondane bi-univoqueentre les graphes simples et les relations binaires.Exemple.Le diagramme de Hasse d'une relation d'ordre sur un ensemble �ni S n'est pas autre hose que le grapheassoié à la relation de suesseur : t est un suesseur de s si t est plus grand que s mais qu'il n'y aauun point stritement ompris entre s et t :

s < t et pour tout u dans S, si s ≤ u ≤ t alors u = s ou u = t.Graphe �ni. On dit que le graphe G est �ni si les deux ensembles SG de sommets et AG d'arêtes sont�nis (possiblement vides). L'ordre d'un graphe �ni G est le nombre de ses sommets, 'est à dire le ardinalde SG.À partir de maintenant tous les graphes onsidérés seront supposés �nis.Arête émergente, inidente. Soit G un graphe (�ni don). Si a est une arête de soure s (sG(a) = s),on dit que a est émergente en s ; si a est une arête de but s (bG(a) = s) on dit que a est inidente en s. Sideux arêtes f et g sont émergentes en un même sommet s on dit qu'elles sont o-émergentes en s et si f et
g ont le même but t on dit que f et g sont o-inidentes en t.Une même arête peut très bien être à la fois émergente et inidente en un même sommet, auquel as on parlede boule.Degré d'un sommet, d'un graphe. Soit G un graphe. Le degré émergent ou sortant d+

G(s) d'un sommet
s de G est le nombre d'arêtes émergentes en s :

d+
G(s) = |{f ∈ AG, sG(f) = s}| .Le degré inident ou entrant d−G(s) du sommet s est le nombre d'arêtes inidentes en s :
d−G(s) = |{f ∈ AG, bG(f) = s}| .En�n le degré dG(s) de s est la somme de son degré sortant et de son degré entrant :

dG(s) = d+
G(s) + d−G(s).Remarquons que les arêtes qui sont à la fois émergentes et inidentes en s sont omptées deux fois.Le degré d(G) du graphe G est la somme des degrés de haun de ses sommets.2.1 ThéorèmeSoit G un graphe. Le degré de G est égal à deux fois le nombre d'arêtes de G :

d(G) =
∑

s∈SG

dG(s) = 2 |AG|Ce théorème a pour orollaire le théorème suivant :2.2 ThéorèmeSoit G un graphe. Le nombre de sommets de G de degré impair est pair.18



2.2 Graphes non orientésPaires. Soit S un ensemble. On note S(2) l'ensemble des paires d'éléments de S :
S(2) = {{p, q}, p ∈ S, q ∈ S}.Autrement dit S(2) est l'ensemble des ouples d'éléments de S (usuellement noté S2) mais dans lequel onidenti�e haque ouple (s1, s2) ave son opposé (s2, s1).Graphes non orientés. Un graphe non orienté G est la donnée de deux ensembles SG et AG et d'unefontion δG : AG 7→ S

(2)
G .La terminologie sur les graphes non orientés est la même que dans le as orienté, à ei près que les deuxsommets assoiés à une arêtes sont ses extrémités, 'est à dire que l'on ne distingue plus un sommet soureet un sommet but, et que l'on ne parle plus d'arêtes émergentes : une arête d'extrémité s est inidente en s.Degré dans le as non orienté. Si G est un graphe non orienté, le degré d'un sommet s est le nombred'arêtes inidentes en s, en omptant pour 2 les boules en s :

d(s) = |{f ∈ AG, s ∈ δG(f) et |δG(f)| = 2}| + 2 |{f ∈ AG, δG(f) = {s}}| .Les boules sont omptées double a�n de retrouver dans le as non orienté, le même théorème de parité queelui des graphes orientés.Graphe non orienté sous-jaent. Soit G un graphe (orienté don). On onstruit Ḡ, le graphe non orientésous-jaent de G de la manière suivante : les sommets et les arêtes de Ḡ sont les mêmes que eux de G, 'està dire SḠ = SG et 1Ḡ = AG, et la fontion d'inidene δḠ est donnée par :
δḠ(f) = {sG(f), bG(f)}.2.3 Chemins dans les graphesMorphismes de graphes Soient G et H deux graphes. Un morphisme de graphe φ de G dans H est unepaire d'appliation φS : SG 7→ SH et φA : AG 7→ AH respetant les appliations soure et but, 'est à direvéri�ant :

sH(φA(f)) = φS(sG(f)) et bH(φA(f)) = φS(bG(f))pour toute arête f de G.Cas non orienté. Si G et H sont maintenant des graphes non orientés, un morphisme de G dans H estune paire d'appliations φS et φA ompatibles ave la les fontions d'inidene :
δH(φA(f)) = {φS(s), s ∈ δG(f)}RemarqueEn général lorsque s est un sommet de G on note φ(s) pour φS(s) et lorsque f est une arête de G onnote φ(f) pour φA(f).Isomorphisme de graphes. Un morphisme φ de graphes orientés ou non est un isomorphisme lorsqueles deux appliations φS et φA sont des bijetions.Chemins, onnexité, yles 19



Composabilité, as orienté. Soit G un graphe et a, b deux sommets de G. On dit que a et b sontadjaents si il existe une arête f reliant a à b, 'est à dire telle que sG(f) = a et bG(f) = b.Soient deux arêtes f et g de G. On dit que f et g sont adjaentes ou omposables en s si le but de f et lasoure de g sont tous deux le sommet s : bG(f) = sG(g) = s.Composabilité, as non orienté. Soient maintenant G un graphe non orienté. On dit que deux sommets
a et b de G sont adjaents si il existe une arête f d'extrémités a et b : δG(f) = {a, b}.Soient f et g deux arêtes ; on dit que f et g sont adjaentes ou omposables en s si elles ont une extrémitéommune s : s ∈ δG(f) ∩ δG(g).Chemins. Soit G un graphe orienté ou pas et n un entier. Un hemin de longueur n dans G est une suitealternée (s0, f1, s1 . . . , fn, sn) où les si sont des sommets de G, les fi sont des arêtes et pour haque i < nles arêtes fi et fi+1 sont omposables en si. On dit que le hemin va de s0 à sn ou qu'il relie s0 à sn. On ditégalement que s0 et sn sont onnetés et que sn est aessible à partir de s0.RemarqueTout sommet s est aessible à partir de lui même grâe au hemin de longueur 0 : (s)RemarqueDans un graphe non orienté, dès qu'il y a un hemin de a vers b, il y a aussi un hemin inverse de b vers

a ; ei est faux dans un graphe orienté.2.3 ThéorèmeSoient G et H deux graphes et φ un morphisme de G dans H . Si deux arêtes f et g de G sont omposablesdans G alors φ(f) et φ(g) sont omposables dans H . Si γ = (s0, f1, . . . , fn, sn) est un hemin de G alors
φ(γ) = (φ(s0), φ(f1), . . . , φ(fn), φ(sn)) est un hemin de H .Connexité. Soit G un graphe orienté ou pas. On dit G est étoilé si il existe un un sommet s0 de G telque tout sommet s de G est aessible à partir de s0. On dit que G est onnexe si pour tout ouple (a, b) desommets de G, il existe un hemin de a à b.2.4 ThéorèmeUn graphe non orienté est onnexe ssi il est étoilé.Composition de hemins. Soit γ = (s0, f1, . . . , fn, sn) et δ = (t0, g1, . . . , gm, tm) deux hemins dans ungraphe G orienté ou pas. On dit que γ et δ sont omposables si sn = t0, et dans e as on dé�nit le heminomposé ;

γδ = (s0, f1, . . . , fn, sn, g1 . . . , gm, tm)L'opération (partielle) de omposition de hemins ainsi dé�nie est lairement assoiative et on notera γ1 . . . γnla omposition de n hemins γ1, . . ., γn.Cyles Un yle ou iruit dans un graphe G orienté ou non est un hemin de longueur non nulle
(s0, f0, s1, . . . , fn, sn+1) tel que :� s0 = sn+1 ;� pour i = 0, . . . , n− 1, si fi = fi+1 alors fi est une boule.
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RemarqueLa seonde ondition, qui peut sembler un peu étrange, est là pour assurer, dans le as d'un graphe nonorienté, qu'un hemin de la forme (a, f, b, f, a) où a et b sont les extrémités de l'arête f , n'est pas unyle. Dans le as d'un graphe orienté, ette seonde ondition est toujours réalisée et est don inutile.Cyles élémentaires. On appelle yle élémentaire dans un graphe G (orienté ou non) un hemin delongueur non nulle de la forme (s0, f0, . . . , fn, sn+1) où :� s0 = sn+1 ;� pour tout i, j = 0, . . . , n on a si 6= sj et fi 6= fj .Autrement dit un yle élémentaire est un yle qui ne passe pas deux fois par la même arête ou le mêmesommet (en dehors de son sommet de départ et d'arrivée).2.5 Théorème (Déomposition des yles)Soit G un graphe orienté ou non et γ un yle de G. Si γ est élémentaire alors γ est un yle minimal, 'està dire que γ ne ontient auun yle : pour tout hemins γ0, γ1 et tout yle σ, si γ = γ0σγ1 alors γ0 et γ1sont des hemins de longueurs nulles et γ = σ.Si γ n'est pas élémentaire alors il existe des hemins γ0, . . ., γn et des yles σ0, . . ., σn tels que :� pour i = 0, . . . , n− 1, le hemin γi est omposable ave haun des hemins γi+1 et σi ;� le hemin omposé γ0 . . . γn est un yle élémentaire ;� γ = γ0σ0γ1σ1 . . . γnσn.RemarqueComme σi est un yle et que γi est supposé omposable ave σi et γi+1 on voit que σi est égalementomposable ave γi+1, e qui fait que la omposition de hemins i-dessus est bien dé�nie.Ciruit eulérien. Soit G un graphe orienté ou non. Un iruit eulérien dans G est une iruit dans lequeltoute arête de G apparaît exatement une fois. Le fameux problème des ponts de Königsberg se ramène àelui de trouver un iruit eulérien dans le plan de la ville.2.6 ThéorèmeUn graphe orienté G admet un iruit eulérien ssi G est onnexe et pour tout sommet s de G on a :
d+(s) = d−(s)Un graphe non orienté G admet un iruit eulérien ssi G est onnexe et pour tout sommet s de G, le degréde s est pair.RemarqueC'est en remarquant que ette dernière propriété (parité du degré des sommets) est néessaire qu'Eulerdémontra l'impossibilité de résoudre le problème des ponts de Königsberg, posant ainsi la première pierrede e qui devait devenir la théorie des graphes.Ciruit hamiltonien. Soit G un graphe orienté ou non. Un iruit hamiltonien dans G est une iruitdans lequel haque sommet de G apparaît exatement une fois. Contrairement aux iruits eulériens, on neonnait pas de ondition néessaire et su�sante assurant l'existene d'un iruit hamiltonien.2.4 Matries d'adjaeneNumérotation des sommets. Soit G un graphe d'ordre n. On se donne une numérotation des sommetsde G, 'est à dire une bijetion de SG dans [1, n]. Désormais on notera i le sommet de numéro i.21



Matrie d'adjaene. La matrie d'adjaene est la matrie arrée A d'ordre n donnée par :
Aij = |{f ∈ AG, δG(f) = (i, j)}| .Autrement dit le oe�ient sur la ième ligne, jème olonne est le nombre d'arêtes de soure le sommet (denuméro) i et de but le sommet (de numéro) j.Si G est non orienté, sa matrie d'adjaene est donnée par une formule similaire :
Aij = |{f ∈ AG, δG(f) = {i, j}}| .Dans e as la matrie d'adjaene est symétrique.RemarqueLorsque le graphe est simple, les oe�ients de la matrie d'adjaene sont tous égaux à 0 ou 1. Engénéral les oe�ients sont des entiers positifs.2.7 ThéorèmeSoit A la matrie d'adjaene du graphe G et k un entier. Le oe�ient de la ième ligne, jème olonne de lamatrie Ak est le nombre de hemins de longueur k du sommet (de numéro) i au sommet (de numéro) j.Graphes étiquetés. Soit G un graphe et R un ensemble. On appelle étiquetage de G par R une appliation

w : AG 7→ R. On dit aussi que les arêtes sont étiquetées ou pesées par les éléments de R et l'élément w(f)de R assoié à l'arête f est appelé l'étiquette ou le poids de l'arête f .Si R est muni d'un produit assoiatif ('est à dire si R est un monoïde, voir hapitre suivant), alors on peutétendre la notion de poids aux hemins. Soit γ = (s0, f1, . . . , fn, sn) un hemin dans G. Le poids de γ estdonné par :
w(γ) = w(f1) . . . w(fn)'est à dire que le poids de γ est le produit des poids des arêtes de γ.Si R est un semi-anneau, 'est à dire si R dispose d'une addition ommutative et d'un produit distribuantsur l'addition, par exemple si R est un des ensembles de nombres N, Z, Q, R ou C, ou enore si R est unanneau de Boole, alors on peut assoier au graphe étiqueté (G,w) une matrie de poids W dé�nie, ommepour la matrie d'adjaene par :
Wij =

∑

f :δG(f)=(i,j)

w(f)et l'on trouve alors une généralisation du théorème préédent :2.8 ThéorèmePour tout entier k, le oe�ient de la ième ligne, jème olonne de la matrie W k est la somme des poids deshemins du sommet i au sommet j.RemarqueCe théorème généralise le préédent. En e�et la matrie d'adjaene de Gs'obtient en donnant le poids 1à toutes les arêtes, et dans e as, le poids d'un hemin de longueur non nulle est toujours égal à 1.Graphes probabilistes. Voii un exemple partiulièrement important de graphe étiqueté : un grapheprobabiliste est un graphe pesé par des réels positifs tel que pour tout sommet s, la somme des poids desarêtes émergentes en s est égale à 1. Le poid d'une arête f de soure s est interprété omme la probabilité,lorsqu'on se trouve en s, de quitter s par l'arête f . La matrie de poids de G est une matrie probabiliste,et sa puissane k donne, pour haque sommets i et j, la probabilité pour, partant de i, arriver en j par unhemin de longueur k. 22



Chapitre 3Langages réguliers3.1 MonoïdesDé�nitionMonoïde. Un monoïde est un ensemble muni d'une opération binaire assoiative admetant un élémentneutre. On utilise en général la notation multipliative pour dénoter l'opération et l'élément neutre. Unmonoïde satisfait don les équations suivantes :
u1 = 1u = u,

(uv)w = u(vw).Exemple.En fait il est di�ile de trouver un exemple d'une struture qui ne soit pas un monoïde. En e�et qua-siment toutes les opérations usuelles en mathématiques (addition, multipliation, omposition, produitde onvolution, produit vetoriel, produit tensoriel, et.) sont assoiatives. Il est vrai que ertaines (leproduit vetoriel) n'ont pas d'élément neutre.Pour un exemple d'opération non assoiative (qui ne donne don pas la struture de monoïde) on peutprendre l'ensemble des arbres binaires �nis munis de l'opération de onstrution d'arbre : étant donnésdeux arbres a et b, on note a.b l'arbre dont le �ls gauhe est a et le �ls droit est b. Cette opération n'estpas assoiative (mais elle a un élément neutre, à savoir l'arbre vide).Produits d'arité quelonque. Soit M un monoïde et n un entier. On dé�nit par réurrene sur n leproduit d'arité n dans M qui est une fontion de Mn dans M ,
(u1, . . . , un) 7→

n∏

i=1

ui.� Si n = 0 alors il n'y a auun ui et le produit vide est égal à 1 ;� sinon ∏n+1
i=1 ui = (

∏n
i=1 ui)un+1.On voit failement que l'assoiativité s'étend aux produits généraux, 'est à dire que pour tous entiers n, pet tous n+ p-uplets (u1, . . . , un, un+1, . . . , un+p) d'éléments de M , on a :

(
n∏

i=1

ui

)(
n+p
∏

i=n+1

ui

)

=

n+p
∏

i=1

ui.On notera u1 . . . un le produit d'arité n des ui. Si tous les ui sont égaux à un même u, on note un leurproduit. 23



Morphismes de monoïdes. Soient M et P deux monoïdes. Un morphisme de M dans P est une appli-ation ϕ : M 7→ P véri�ant :
ϕ(uv) = ϕ(u)ϕ(v)pour tous éléments u et v de M . Si l'appliation est bijetive on dit que ϕ est un isomorphisme et on véri�efailement que l'appliation inverse est également un morphisme.Congruenes. Soit M un monoïde. Une ongruene sur M est une relation d'équivalene ≡ véri�antsi u ≡ u′ et v ≡ v′ alors uv ≡ u′v′3.1 ThéorèmeSoit M et P deux monoïdes et ϕ : M 7→ P un morphisme de monoïde. Alors la relation binaire dé�nie sur

M par
u ≡ v ssi ϕ(u) = ϕ(v)est une ongruene. 3.2 Le monoïde des motsAlphabet. On se donne un ensemble Σ non vide que l'on appelle l'alphabet. En général Σ est hoisi �nimais ça n'est pas obligatoire. Les éléments de Σ sont appelés des lettres et on les notera a, b, c.Mots. Un mot m sur l'alphabet Σ est une suite �nie d'éléments de Σ, 'est à dire la donnée de :� un entier |m| ;� une appliation σm : {1, . . . , |m|} 7→ Σ.L'entier |m| est appelé la longueur du mot m. Dans le as où |m| est nul, on dit que m est le mot vide. Onnote ε ou 1 le mot vide.Les lettres sont des mots. Dans le as où |m| = 1, le mot m détermine une unique lettre a = σm(1).Réiproquement pour toute lettre a de Σ, il existe un unique mot m de longueur 1 tel que σm(1) = a. On adon une orrespondane biunivoque entre les lettres de Σ et les mots de longueur 1 de Σ∗. On notera a lemot de longueur 1 onstitué de la seule lettre a.Conaténation de mots. On note Σ∗ l'ensemble des mots sur l'alphabet Σ. Soient u et v deux mots. Onappelle onaténation de u et v le mot noté uv dé�ni par :� |uv| = |u| + |v| ;� σuv(i) =

{

σu(i) si 1 ≤ i ≤ |u|,

σv(i− |u|) si |u| + 1 ≤ i ≤ |u| + |v|.3.2 ThéorèmeMuni de l'opération de onaténation, l'ensemble Σ∗ des mots sur l'alphabet Σ est un monoïde d'élémentneutre le mot vide ε.Autrement dit la onaténation des mots est un produit assoiatif.
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Les mots sont des produits de lettres. Si l'on ombine la notation de produit n-aire des monoïdes etnotre onvention d'identi�er une lettre a ave le mot de longueur 1 onstitué de la seule lettre a, on s'autoriseà érire :
u = a1 . . . andès que u est un mot de longueur n dont les lettres sont suessivement a1, . . ., an, 'est à dire tel que

σu(i) = ai pour i = 1, . . . n. En partiulier si tous les ai sont égaux à une même lettre a de Σ, on érira
u = an.Pré�xes, su�xes. Soit u un mot de longueur n. Un pré�xe de u est un mot v de longueur p ≤ n qui estégal à un début de u, 'est à dire tel que pour tout i = 1, . . . , p on a σv(i) = σu(i). Un su�xe de u est un mot
v de longueur p ≤ n qui est égal à une �n de u 'est à dire tel que σv(i) = σu(n − p+ i) pour i = 1, . . . , p.Alternativement on peut dé�nir un pré�xe de u omme un mot v tel qu'il existe un mot w véri�ant u = vw.De même un su�xe de u est un mot w tel qu'il existe un pré�xe v de u véri�ant u = vw. Remarquons quela relation pré�xe � u est un pré�xe de v � est une relation d'ordre sur les mots : en e�et elle est lairementré�exive et transitive et si u est un pré�xe de v et v est un pré�xe de u alors u = v.3.3 Langages réguliersDans ette setion on se donne un alphabet �ni non vide Σ.Langages. Un langage sur l'alphabet Σ est un sous-ensemble du monoïde Σ∗.L'un des problèmes prinipaux de la théorie des langages est de répondre à la question : étant donné unlangage L sur un alphabet Σ, existe-il une méthode pour déterminer si un mot u appartient à L ou non ?Une telle méthode s'appelle une méthode de déision de L. On peut faire une lassi�ation des langages enaratérisant leur méthode de déision : typiquement la lasse des langages indéidables est elle des langagesqui n'ont pas de méthode de déision algorithmique (implémentable sur un ordinateur).À l'autre bout de l'éhelle, les langages réguliers que nous allons maintenant dé�nir forment la lasse delangages la plus simple au sens où il existe un proédé algorithmique très simple permettant de résoudre leproblème du mot pour tout langage régulier.Composition. Soient L et L′ deux langages. On note LL′ le langage omposé de L et L′ dé�ni par :

LL′ = {uv, u ∈ L, v ∈ L′}On notera Lk le langage L omposé k fois ave lui-même :
Lk = L . . . L

︸ ︷︷ ︸

k×

= {u1 . . . uk tel que ui ∈ L pour i = 1, . . . , k}En partiulier L0 = {ε} et L1 = L.Répétition. Soit L un langage. On note L∗ le langage
L∗ =

⋃

k≥0

Lk = {u1 . . . uk, k ∈ N, u1, . . . , uk ∈ L}
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Exemple.Prenons L = {a}, où a est une lettre de Σ. Alors L∗ = {ε, a, aa, aaa, . . .} = {an, n ≥ 0}.Si on prend L = Σ alors L∗ est justement l'ensemble Σ∗.Langages réguliers. La lasse des langages réguliers sur Σ est le plus petit ensemble R de langages sur
Σ tel que :� R ontient le langage vide ∅, et les langages {a} pour haque lettre a ∈ Σ ;� si L et L′ sont deux langages appartenant à R alors le langage omposé LL′ appartient également à

R ;� si L et L′ sont deux langages de R alors L ∪ L′� si L est un langage de R alors L∗ est un langage de R.3.3 ThéorèmeSi L est un langage �ni alors L est régulier.Exemple.Si a et b sont deux lettres distintes de Σ alors {ab} est régulier puisque 'est la omposition des langages
{a} et {b} qui sont tous deux réguliers. De même {ab, bab} est régulier puisque 'est la réunion dupréédent et de la omposition des langages {b}, {a} et {b}.L'ensemble Σ, onsidéré omme ensemble de mots de longueur 1 est régulier puisqu'il est la réunion (�niear Σ est supposé �ni) des ensembles {a} pour haque a ∈ Σ. Par onséquent le monoïde des mots Σ∗est également régulier.L'ensemble Σ(2) des mots de longueur 2 est régulier ar il est �ni (puisque Σ est �ni). Par onséquentl'ensemble des mots de longueur paire est régulier ar 'est `

Σ(2)
´

∗.Il y a bien entendu des langages qui ne sont pas réguliers. Par exemple, soient a et b deux lettres distintesde Σ ; alors le langage {akbk, k ≥ 0} n'est pas régulier ; la démonstration se trouve après le lemme depompage i-dessous.Expressions régulières. Les expressions régulières sont un système de notation pour dérire les langagesréguliers. On utilise les notations dé�nies i-dessus sauf que l'on supprime l'usage des aolades : un mot
u dénote le langage singleton {u} et un langage �ni {u1, . . . , un} se dénote u1 ∪ · · · ∪ un (la réunion deslangages singleton ontenant haque mot ui). On utilise souvent le symbole + ou le symbole | au lieu de ∪ :
u1 + · · · + un.Exemple.Supposons que Σ = {a1, . . . , an}. On a vu que, en onsidérant haque lettre omme un mot de longueur1, Σ est un langage régulier. Une expression régulière dénotant Σ est a1 + · · · + an.Le monoïde Σ∗ peut se dénoter par l'expression régulière (a1+· · ·+an)∗. Le langage des mots de longueurpaire peut se dénoter ((a1 + · · · + an)(a1 + · · · + an))∗. Le langage des mots ontenant un mot u donnépeut s'érire (a1 + · · · + an)∗u(a1 + · · · + an)∗.3.4 Automates finisQuestions sur les langages réguliers. Le problème de la dé�nition de langages réguliers que nous venonsde donner est qu'elle n'est pas très opératoire, 'est à dire qu'elle ne permet pas de répondre failement à desquestions simples sur les langages réguliers. Voii un liste de questions relativement naturelles que l'on peutse poser à propos des langages réguliers et pour lesquelles la dé�nition i-dessus ne propose pas de réponseimmédiate :� soient L un langage régulier ; son omplémentaire Lc dans Σ∗ est-il régulier ?� soient L et L′ deux langages réguliers ; leur intersetion L ∩ L′ forme-t-elle un langage régulier ?26



� existe-il une proédure simple résolvant le problème du mot pour un langage régulier donné ?À toutes es questions la réponse est oui, mais pour le voir il faut faire un petit détour par les automates.Dé�nition. Un automate �ni A est un graphe orienté étiqueté par des mots ave un sommet distinguéet un ensemble de sommets distingués. Plus préisément un automate A est la donnée d'un quadruplet
(GA, wA, iA, FA) où :� GA est un graphe orienté �ni ;� wA est une fontion d'étiquetage des arêtes de GA par des mots de Σ∗ ;� iA est un sommet de GA ;� FA est un ensemble de sommets de GA.Les sommets de GA sont appelés les états et les arêtes sont appelées les transitions de l'automate. Le sommet
iA est appelé l'état initial et les sommets appartenant à FA sont les états �naux.Lorsque l'on dessine les automates, on représente les états par des ronds, on dispose le mot étiquetant unearête à �té de l'arête, on met une petite �èhe entrant vers l'état initial et une petite �èhe sortante surhaque état �nal.Langage reonnu par un automate. Soit A un automate �ni. Comme Σ∗ est un monoïde et que GAest étiqueté par des mots de Σ∗, on peut assoier à tout hemin γ de GA un mot wA(γ). On note LA lelangage des hemins de l'état initial de A à l'un de ses états �naux :

LA = {wA(γ), γ est un hemin de iA à s ∈ FA}.Le langage LA est appelé le langage de A ; on dit aussi que A reonnait le langage LA. Déterminer si unmot u appartient à LA revient don à onstruire un hemin dans GA de soure iA, de but l'un des sommetsappartenant à FA et dont le poids est u. Si un tel hemin existe, on dit que A reonnait u.Langages automatiques. Un langage L sur l'alphabet Σ est automatique si il existe un automate �ni Atel que L = LA.RemarqueEn général il existe plusieurs automates qui reonnaissent le même langage.3.4 ThéorèmeLa lasse des langages automatiques ontient tous les langages �nis, est lose par réunion, omposition etrépétition.Par onséquent tout langage régulier est automatique.Preuve. Le langage vide est reonnu par n'importe quel automate dont l'ensemble d'états �naux est vide.Soit u = a1 . . . an un mot de longueur n. On onstruit un automate U qui reonnait uniquement le mot u, 'està dire le langage singleton {u} : GU est une haîne de n + 1 sommets, 'est à dire le graphe à n + 1 sommets
s1, . . ., sn+1 et n arêtes f1, . . ., fn. Pour i = 1, . . . , n, la soure et le but de fi sont respetivement si et si+1.L'étiquette de fi est la lettre ai (mot de longueur 1). Le sommet initial est s1 et il n'y a qu'un sommet �nal :
sn+1.Soit A et A′ deux automates. On onstruit un automate B pour LA ∪ LA′ : le graphe GB est la réunion desdeux graphes GA et GA′ à laquelle on ajoute un sommet iB et deux arêtes f et f ′ : la soure de f et de f ′ estle sommet iB , le but de f est le sommet initial de A, le but de f ′ est le sommet initial de A′, et les deux arêtessont étiquetés par le mot vide. Le sommet initial de B est iB et les sommets �naux sont eux de A et eux de
A′.Ainsi on peut obtenir un automate pour haque langage �ni puisque un langage �ni est un ensemble �ni demots, 'est à dire une réunion �nie de singletons.On onstruit de même un automate C pour LALA′ en prenant la réunion des deux graphes mais on n'ajouteauun sommet ; par ontre on ajoute une arête issue de haque sommet �nal de A dont le but est le sommet27



initial de A′ et l'étiquette est le mot vide. Le sommet initial de B est elui de A et les sommets �naux de Bsont eux de A′.En�n on onstruit un automate D pour L∗

A en prenant le graphe GA auquel on ajoute une arête issue de haquesommet �nal de A de but le sommet initial de A et étiquetée par le mot vide. Le sommet initial de D est eluide A et les sommets �naux de D sont eux de A.La lasse des langages automatiques est don lose par réunion, omposition et répétition : elle ontient donla lasse des langages réguliers puisque 'est la plus petite lasse lose par es opérations.Langages automatiques et langages réguliers. La réiproque du théorème préédent est égalementvraie.3.5 ThéorèmeSi L est un langage automatique alors L est régulier.Preuve. Dans e qui suit on dira qu'un hemin γ passe par un sommet s si γ ontient s ailleurs qu'en première oudernière position.Soit A un automate reonnaissant le langage L. Étant donné un ensemble S non vide de sommets de A et deuxsommets (possiblement égaux) s et s′ appartenant ou pas à S, on note L(s, s′, S) le langage des hemins de sà s′ passant uniquement par des sommets de S :
L(s, s′, S) = {wA(γ), γ = (s0, f1, s1, . . . , fn, sn), s0 = s, sn = s′ et si ∈ S pour i = 1, . . . , n − 1}On va montrer le lemme3.6 LemmePour tout s, s′ et S, le langage L(s, s′, S) est régulier.On en déduit immédiatement le résultat ar on a L =

S

s∈FA
L(iA, s, SA) où SA est l'ensemble de tous les étatsde A ; L est don un réunion �nie de langages réguliers, 'est don un langage régulier.Pour montrer le lemme, on raisonne par réurrene sur |S|. Supposons |S| = 0. Un hemin de s à s′ et nepassant que par les sommets de S, 'est à dire par auun sommet, est forément de la forme (s, f, s′) ou fest une arête de s à s′. Don L(s, s′, S) = {wA(f), f est une arête de s à s′} est un ensemble �ni et est donrégulier.Supposons maintenant que |S| ≥ 1. Alors il existe un sommet t dans S. Tout hemin γ de s à s′ ne passantque par S peut se déomposer en γ = γ0γ1 . . . γp où γ0 est un hemin de s à t ne passant pas par t, haque γipour i = 1, . . . , p − 1 est un hemin de t à t ne passant pas par t, et γp est un hemin de t à s′ ne passant paspar t. Notons S− l'ensemble S auquel on a enlevé le sommet t. De e qui préède on déduit que :

L(s, s′, S) = L(s, t, S−)L(t, t, S−)∗L(t, s′, S−)Comme ˛

˛S−
˛

˛ = |S| − 1, on peut supposer par réurrene que haun des trois langages du membre droit sontréguliers, d'où l'on déduit que L(s, s′, S) est régulier.3.5 Automates déterministes.Les automates que l'on a vus jusqu'à maintenant sont non déterministes au sens où, étant donné un mot u,il existe en général plusieurs sommets que l'on peut atteindre en partant du sommet initial par un heminde poids u. Par onséquent, lorsque l'on essaye de reonnaître u en onstruisant un hemin de poids u issudu sommet initial, on peut se tromper et arriver dans un état non �nal, alors qu'une solution existe ; il fautdon reommener jusqu'à e que, soit on trouve une solution, soit on ait épuisé toutes les possibilités sanstrouver de solution ; aessoirement il n'est pas évident (même si 'est vrai), que l'on ne va pas herherindé�niment.Un automate déterministe est un automate A tel que :� les arêtes sont étiquetées par des lettres, 'est à dire : pour toute arête f de GA, wA(f) est une lettre(un mot de longueur 1) ; 28



� la fontion wA d'étiquetage est injetive sur les arêtes issues d'un même sommet, 'est à dire : pourtoutes arêtes f et f ′, si sGA
(f) = sGA

(f ′) et si wA(f) = wA(f ′) alors f = f ′.L'automate est omplet si on ne reste jamais bloqué en un sommet faute de lettre, 'est à dire : pour toutsommet s de GA et toute lettre a de Σ, il existe une arête f de soure s telle que wA(f) = a.3.7 ThéorèmeSoit A un automate déterministe. Pour tout mot u et tout état s de A il existe au plus un hemin dans GAde soure s et de poids u. Si de plus A est omplet alors il existe exatement un hemin issu de s de poids u.Déterminisation. Le problème du mot devient plus faile à résoudre ave un automate déterministe :ontrairement au as non déterministe, si une solution existe elle est unique don on la trouve du premier oupet l'on peut don répondre en une seule tentative. C'est e qui explique, entre autres raisons, l'importanedu théorème :3.8 Théorème (Déterminisation)Soit A un automate. Il existe un automate déterministe D qui reonnait le même langage que A, 'est à diretel que LA = LD.Soit D un automate déterministe ; il existe un automate omplet C qui reonnait le même langage que D.Preuve. La deuxième partie du théorème est assez faile : on onstruit C en ajoutant un nouveau sommet t et pourhaque lettre a de Σ, une boule en t étiquetée par a. Une fois ei fait, à haque sommet s auquel il manqueune arête étiquetée par une lettre a, on ajoute un arête de s vers t étiquetée par a.La déterminisation de A est un petit peu plus ompliquée. Tout d'abord on remplae A par un automate donttoutes les arêtes sont étiquetées par des mots de longueur au plus 1 : pour ela il su�t de remplaer toute arête
f étiquetée par un mot u de longueur supérieure à 2 par une haîne issue de la soure de f , arrivant au but de
f et où les arêtes sont étiquetées par les lettres suessives de u.On suppose maintenant que toutes les arêtes de A sont étiquetées par des mots de longueur au plus 1, 'està dire par le mot vide ou par une lettre. Soit s un sommet de GA et u un mot ; on note su l'ensemble dessommets t de GA tels qu'il existe un hemin de s à t de poids u. Si S est un ensemble de sommets de GA, onnote Su la réunion des su pour tous les s ∈ S : Su =

S

s∈S su.Le lemme suivant nous sera utile :3.9 LemmeSoit s un sommet de A, u1 et u2 deux mots ; alors on a
su1u2 =

[

t∈su1

tu2 = (su1)u2Par onséquent si u = a1 . . . an alors
su = (. . . (sa1)a2 . . . )anL'automate D est onstruit de la manière suivante : ses sommets sont les ensembles de sommets de A. Soit Sun ensemble de sommets de GA, 'est à dire un sommet de GD. Pour haque lettre a de Σ on ajoute à D unearête étiquetée par a de soure S et de but Sa. L'état initial de D est le singleton ontenant l'état initial de Aet les états �naux sont tous les ensembles de sommets ontenant au moins un état �nal de A.L'automate D ainsi onstruit est lairement déterministe. Le fait qu'il reonnait le même langage que A estune onséquene immédiate du lemme.
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RemarqueLa proédure de déterminisation dérite produit un automate dont le nombre d'états est 2n où n estle nombre d'états de A. On peut souvent simpli�er l'automate résultant, en partiulier pareque legraphe obtenu est en général non onnexe (au sens orienté) et que l'on peut alors supprimer toutes lesomposantes onnexes qui ne ontiennent pas l'état initial. Toutefois, même après es simpli�ations,l'automate déterministe est en général de grande taille par rapport à l'automate de départ.3.10 ThéorèmeLa lasse des langages automatiques est lose par omplémentaire et intersetion.Preuve. Soit A un automate, D un automate déterministe omplet reonnaissant LA : l'automate reonnaissant leomplémentaire de LA est tout simplement l'automate D mais où les sommets �naux sont exatement eux quine sont pas �naux dans D. Remarquons que l'hypothèse de omplétude est ruiale pour obtenir le résultat.Puisque le omplémentaire d'un langage automatique est automatique, et que la réunion de deux langagesautomatiques est automatique, on en déduit que l'intersetion de deux langages automatiques est automatique.On peut faire un peu mieux en donnant une onstrution expliite de l'automate I reonnaissant LA ∩LA′ , ensupposant que A et A′ sont déterministes : les sommets du graphe GI sont les ouples d'un sommet de GA etd'un sommet de GA′ . On met une arête étiquetée par a entre deux sommets (s, s′) et (t, t′) ssi il y a une arêteétiquetée par a entre s et t dans GA et une arête étiquetée par a entre s′ et t′ dans GA′ . Le sommet initial de
I est le ouple formé des sommets initiaux de A et A′ et les sommets �naux de I sont les ouples formés d'unsommet �nal de A et d'un sommet �nal de A′.Lemme de pompage. On va terminer ette setion ave un résultat simple permettant dans beauoup deas de déterminer qu'un langage n'est pas automatique, et don pas régulier.3.11 Lemme (Lemme de pompage)Soit L un langage automatique in�ni. Il existe un entier N tel que pour tout mot u de L de longueur plusgrande que N , on peut trouver des mots v, p et w tels que :� u = vpw ;� |p| > 0 ;� |vp| ≤ N ;� pour tout entier k ≥ 0, le mot vpkw appartient à L.Preuve. Soit A déterministe qui reonnait L. On prend pour N le nombre d'états de A plus 1. Ainsi touthemin γ de longueur supérieure à N repasse au moins deux fois dans un même état. Soit u un mot de

L de longueur supérieure à N . Comme l'automate reonnait u, il existe un hemin γ issu du sommetinitial et arrivant à un sommet �nal et tel que wA(γ) = u. Mais omme A est déterministe on voit que lalongueur de γ est égale à elle de u, don est supérieur à N .Soit s le premier état par lequel γ passe deux fois ; alors γ se déompose en γ = γ0γ1γ2 où γ0 va de iA à
s et ne passe pas par s, γ1 est un yle élémentaire en s. En partiulier la longueur de γ0γ1 est inférieureà N . Si on prend pour u, p et w les poids respetifs de γ0, γ1 et γ2, on a réalisé toutes les propriétés dulemme. En partiulier le � pompage � vient du fait que γ1 est un yle.RemarqueLe terme � pompage � est une tradution de l'anglais � pumping lemma � qui fait référene à l'idéeque l'on peut � pomper � le sous-mot p.Exemple.On peut failement voir que le langage L = {akbk, k ≥ 0} n'est pas automatique, et don pas réguliernon plus. Supposons, pour la ontradition, que si. Soit N l'entier fournit par le lemme de pompageet onsidérons le mot u = aNbN qui est dans L. D'après le lemme, omme |u| ≥ N , on peut érire
u = vpw où |vp| ≤ N , |p| > 0 et vpkw est dans L pour tout k. Posons n = |vp|. Comme n ≤ N et
u = aNbN , on a vp = an, w = aN−nbN ; en partiulier p = am pour un m non nul. C'est à dire que
u = an−mamaN−nbN et que l'on devrait avoir an−m(am)kaN−nbN = an−mamkaN−nbN ∈ L pourtout k e qui est faux dès que k 6= 1 puisqu'alors le nombre de a est n−m+mk+N−n = N+m(k−1)qui est di�érent de N , le nombre de b. 30


