
Exerie 1Ensemble ordonnéUn ensemble ordonné est un ensemble X muni d'une relation ≤ qui est :ré�exive Pour tout x ∈ X , on a x ≤ x.antisymétrique Soit x, y ∈ X , si x ≤ y et y ≤ x alors x = y.transitive Soit x, y, z ∈ X , si x ≤ y et y ≤ z alors x ≤ z.TreillisUn treillis est un ensemble ordonné T tel que toute paire d'éléments {x, y}admet une borne supérieure x∨ y et une borne inférieure x∧ y dans T . Certainsauteurs demandent en plus qu'un treillis admette un plus grand et un plus petitélément.On a z = x∨ y si et seulement si les trois propriétés suivantes sont véri�ées :1. x ≤ z2. y ≤ z3. Soit z′ ∈ T , tel que x ≤ z′ et y ≤ z′, on a alors z ≤ z′.On a z = x∧ y si et seulement si les trois propriétés suivantes sont véri�ées :1. z ≤ x2. z ≤ y3. Soit z′ ∈ T , tel que z′ ≤ x et z′ ≤ y, on a alors z′ ≤ z.Treillis booléenUn treillis booléen est un treillis admettant un plus petit élément ⊥, un plusgrand élément ⊤ et véri�ant pour tout x, y, z dans T :distributivité x∨(y ∧ z) = (x∨ y)∧(x∨ z) (on peut montrer que dès que etterelation est satisfaite dans un treillis alors l'autre distributivité l'est aussi :
x∧(y ∨ z) = (x∧ y)∨(x∧ z)) ;omplémentaire ∀x ∈ T, ∃y ∈ T tel que x∨ y = ⊤ et x∧ y = ⊥AnneauUn anneau (A, +,×) est un ensemble A muni de deux lois internes + et ×telles que :� (A, +) est un groupe abélien (ou ommutatif), 'est-à-dire :� + est assoiative, ommutative

∀x, y, z ∈ A, (x + y) + z = x + (y + z)

∀x, y ∈ A, x + y = y + x1



� Il existe un élément neutre, noté 0, pour la loi +

∀x ∈ A, x + 0 = 0 + x = x� Tout élément x de A admet un opposé y pour +

x + y = y + x = 0� × est assoiative
∀x, y, z ∈ A (xy)z = x(yz)� × est distributive sur +

∀x, y, z ∈ A, x(y + z) = xy + xz

∀x, y, z ∈ A, (x + y)z = xz + yzAnneau booléenUn anneau booléen est un anneau ommutatif unitaire dans lequel tous lespoints sont idempotents pour la multipliation, 'est-à-dire qu'on a, en plus despropriétés dé�nissant l'anneau :� Il existe un élément neutre 1 pour ×
∀x ∈ A, 1x = x1 = x� × est ommutative
∀(x, y) ∈ A, xy = yx� Idempotene des éléments pour la multipliation

∀x ∈ A, xx = xExerie 2
N muni de son ordre usuel1. Il s'agit d'un ordre total, en e�et pour tous n, n′ ∈ N, on a n ≤ n′ ou

n′ ≤ n.2. Un ensemble totalement ordonné a une borne supérieure et une borneinférieure pour haque paire d'éléments ; N est don un treillis. On peutremarquer toutefois qu'il n'a pas de plus grand élément.3. Pour tous n, n′ ∈ N, on a n∨n′ = max(n, n′) et n∧n′ = min(n, n′)
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N
2 muni de la relation ≤ dé�nie par (n, m) ≤ (n′

, m
′) ssi n < n

′ou (n = n
′ et m ≤ m

′)C'est un ordre total don un treillis omme avant. Et omme avant il n'a pasde plus grand élément. Dans un ensemble totalement ordonné, le sup de deuxéléments est le plus grand des deux éléments, l'inf est le plus petit des deuxéléments. C'est-à-dire� Si n < n′ ou (n = n′ et p ≤ p′), on a (n, m)∨(n′, m′) = (n′, m′) et
(n, m)∧(n′, m′) = (n, m)� Si n′ < n ou (n = n′ et p′ ≤ p), on a (n, m)∨(n′, m′) = (n, m) et
(n, m)∧(n′, m′) = (n′, m′)Pour voir que l'ordre est total on raisonne par as : soient (n, m) et (n′, m′)alors omme n et n′ sont omparables (l'ordre sur les entiers est total), on atrois as :� n < n′ auquel as (n, m) ≤ (n′, m′) par dé�nition ;� n > n′ auquel as (n, m) ≥ (n′, m′) par dé�nition ;� n = n′, omme m et m′ sont omparables, il y a alors deux possibilitéspour m et m′ :� m ≤ m′ auquel as (n, m) ≤ (n′, m′) par dé�nition ;� m > m′ auquel as (n, m) > (n′, m′) par dé�nition.Dans tous les as on a bien véri�é que (n, m) et (n′, m′) sont omparables.

N
2 muni de la relation ≤ dé�nie par (n, m) ≤ (n′

, m
′) ssi n ≤ n

′et m ≤ m
′1. Considérons les ouples (2, 3) et (1, 4). Nous n'avons ni (2, 3) ≤ (1, 4)(puisque 2 6≤ 1), ni (1, 4) ≤ (2, 3) (puisque 4 6≤ 3). Don l'ordre n'est pastotal.2. Soit ni = min(n, n′), mi = min(m, m′), ns = max(n, n′), ms = max(m, m′).On va démontrer que (ni, mi) = (n, m)∧(n′, m′) et que (ns, ms) = (n, m)∨(n′, m′).On a :� (ni, mi) ≤ (n, m) (puisque ni ≤ n et mi ≤ m)� (ni, mi) ≤ (n′, m′) (puisque ni ≤ n′ et mi ≤ m′)� Soit (n′′, m′′) tel que (n′′, m′′) ≤ (n, m) et (n′′, m′′) ≤ (n′, m′), on aalors n′′ ≤ n et n′′ ≤ n′ don n′′ ≤ min(n, n′) = ni. De même, onobtient m′′ ≤ mi, e qui fait que �nalement (n′′, m′′) ≤ (ni, mi).On a don démontré que (ni, mi) = (n, m)∧(n′, m′).Un raisonnement identique montre que (ns, ms) = (n, m)∨(n′, m′).3. Tout ouple d'éléments de N

2 admet une borne inférieure et une bornesupérieure et N
2 muni de ette relation d'ordre est don un treillis.
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Exerie 3Ensemble B

B est l'algèbre de Boole onstitué par l'ensemble {0, 1} muni de la relationd'ordre ≤.Cardinal de Bp

|Bp| = |B|p = 2pCardinal de Fn+1Rappelons que Fn+1 désigne l'ensemble des fontions booléenes d'arité n+1,'est-à-dire les appliations de Bn+1 dans B = {0, 1}. On a don |Fn+1| =

|B||B
n+1| = 22

n+1.Exerie 4� Si x ≤ y on a x∨ y = y don xc ∨ y = xc ∨(x∨ y) = (xc ∨x)∨ y = ⊤∨ y =
⊤ par assoiativité de ∨ et pareque ⊤ est absorbant pour ∨.� Si xc ∨ y = ⊤ alors x∧(xc ∨ y) = x∧⊤. Mais ⊤ est neutre pour ∧ don
x∧⊤ = x ; d'autre part, par distributivité on a x∧(xc ∨ y) = (x∧ xc)∨(x∧ y) =
⊥∨(x∧ y) = x∧ y ar ⊥ est neutre pour ∨. On a don montré que
x∧ y = x e qui est équivalent à x ≤ y.Exerie 5On onstruit les tables de vérités de f1et f2. Attention de ne pas onfondre

+ ave ∨

a b c f1(a, b, c) f2(a, b, c)

0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 0D'où les formes normales anoniques disjontives

f1(a, b, c) = acbcc∨ acbc∨abccc ∨ abc

f2(a, b, c) = acbc∨abccc ∨ abcc∨ abcc4



et les formes normales anoniques onjontives
f1(a, b, c) = (a∨ b∨ c)∧(a∨ bc ∨ c)∧(ac ∨ b∨ cc)∧(ac ∨ bc ∨ c)

f2(a, b, c) = (a∨ b∨ c)∧(a∨ b∨ cc)∧(a∨ bc ∨ c)∧(ac ∨ bc ∨ cc)
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