
Université de la Méditerranée Liene deuxième annéeFaulté des sienes de Luminy Année universitaire 2004-2005Mathématiques disrètes 2Feuille d'exeries 1Exerie 1 Pour haune des relations binaires sur N
2 suivantes, dire s'il s'agit d'une relation d'ordre, sielle est totale, si elle a des points minimaux, un point minimum, des points maximaux, un point maximum,des sups, des infs, quels sont les points qui ont un suesseur, un prédéesseur :� (n, p) ≤ (n′, p′) ssi n ≤ n′ et p ≤ p′ ;� (n, p) ≤ (n′, p′) ssi n = n′ et p ≤ p′ ;� (n, p) ≤ (n′, p′) ssi n ≤ n′ ou p ≤ p′ ;� (n, p) ≤ (n′, p′) ssi n < n′ ou, n = n′ et p ≤ p′ ;� (n, p) ≤ (n′, p′) ssi n+ p ≤ n′ + p′.Exerie 2 Montrer que, dans un groupe ommutatif, l'élément neutre est unique. De même avel'inverse d'un élément. A-t-on utilisé toutes les propriétés de la struture de groupe ommutatif ?Exerie 3 Dire si les diagrammes de Hasse qui suivent orrespondent à des treillis et, si oui, s'ils sontdistributifs et/ou omplémentés :
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T8T7T6Exerie 4 Soit E un ensemble. Pour tout entier naturel n, on note [n] l'ensemble {0, 1, . . . , n} et
[n]E elui des appliations de E dans [n]. Si f et g sont deux telles appliations, on note f ≤ g si, pourtout élément x de E, on a f(x) ≤ g(x). Montrer que, muni de ette relation, l'ensemble [n]E est un treillisdistributif. Est-il omplémenté ? En déduire que l'ensemble P(E) formé des parties de E, muni de la relationd'inlusion, est un treillis booléen. 1



Exerie 5 Montrer que, dans un ensemble ordonné, la borne inférieure de deux éléments, si elle existe,est unique. En déduire que 'est aussi le as pour la borne supérieure.Exerie 6 Soit T un treillis. On �xe deux éléments x et y de T . Montrer que les assertions suivantessont équivalentes :1. x ≤ y ;2. x∧ y = x ;3. x∨ y = y.Exerie 7 Soit T un treillis. Montrer que les opérations borne supérieure et borne inférieure sontassoiatives, ommutatives et véri�ent les propriétés suivantes :1. Pour tous x et y dans T :
x∧(x∨ y) = x et x∨(x∧ y) = x.2. Pour tout élément x de T :

x∧⊤ = x, x∨⊤ = ⊤, x∧⊥ = ⊥, x∨⊥ = x.Exerie 8 On onsidère un ensemble E, ontenant au moins deux éléments notés ⊤ et ⊥ et muni dedeux opérations binaires ∧ et ∨ assoiatives, ommutatives et véri�ant les propriétés (a) et (b) de l'exerie 7.On dé�nit la relation binaire ≤ sur E en posant x ≤ y si x∧ y = x. Montrer que E, muni de ette relation,est un treillis.Exerie 9 Soit T un treillis. Montrer que, si ∧ est distributif par rapport à ∨, alors ∨ est distributifpar rapport à ∧. En déduire la réiproque.Exerie 10 Montrer que tout élément d'un treillis booléen admet un unique omplément. Est-e vraidans tout treillis omplémenté ?Exerie 11 Soient T un treillis distributif et x, y et z dans T . On suppose que :
x∧ z = y∧ z et x∨ z = y ∨ z.Montrer que x = y. L'hypothèse de distributivité est-elle néessaire ?Exerie 12 Soit T un treillis booléen. Démontrer les lois de de Morgan, 'est-à-dire que, pour tous x et

y dans T , les équations suivantes sont véri�ées :
(x∧ y)c = xc ∨ yc et (x∨ y)c = xc ∧ yc.Exerie 13 Montrer que tout treillis booléen peut être muni d'une struture d'anneau booléen etréiproquement. En déduire que, pour tout ensemble E, l'ensemble P(E) de ses parties peut être muni d'unestruture de groupe ommutatif.Exerie 14 On rappelle que l'ensemble N des entiers naturels, muni de la relation divise, est un treillis.Montrer qu'il est distributif. Est-il omplémenté ?Exerie 15 Soient B1 et B2 deux algèbres de Boole �nies.2



i) Soient ϕ et ψ deux isomorphismes de B1 → B2 ; montrer que si ϕ et ψ oïnident sur les atomes de
B1 alors ϕ = ψ.ii) Combien existe-il d'isomorphismes entre B1 et B2 ?Exerie 16 Soit B une algèbre de Boole �nie ontenant exatement n atomes. Si b est un élément de
B, on note ‖b‖ le plus petit entier k tel que dans le diagramme de Hasse de B il existe un hemin montantde longueur k depuis ⊥ jusqu'à b.i) Quel est le ardinal de B ?ii) Que valent ‖⊥‖, ‖⊤‖, ‖a‖ pour un atome a de B ?iii) Montrer que si b ≤ b′ alors ‖b‖ ≤ ‖b′‖ ?iv) Supposons que B = P(X) pour un ertain ensemble X ; si b ∈ B donner une expression simple de
‖b‖.v) Soient k un entier ompris entre 0 et n. Combien y-a-t-il d'éléments b de B tels que ‖b‖ = k ?vi) Soient b ∈ B tel que ‖b‖ = k. Combien b a-t-il de suesseurs ?vii) Combien le diagramme de Hasse de B ontient-il d'arêtes ?Exerie 17 Soit B un ensemble à 2n éléments. Combien y-a-t-il de relations d'ordre di�érentes sur Bqui munissent B d'une struture d'algèbre de Boole ?
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