
DEA de Mathématiques et Fondements de l'InformatiqueExo 1. Pour haque entier n on note n̄ l'entier de Churh
n̄ = λf.λx. (f) . . . (f)

︸ ︷︷ ︸

n×

x.On note S le terme réalisant le suesseur sur les entiers de Churh (que l'onérira et que l'on typera dans le système F ), ϕ le terme
ϕ = λn.λf.(((n)λh.λx.(h)(S)x)f)0̄

• Soit o une variable de type de F . Montrer que ϕ est typable dans F du type :
N

∗ → (N → o) → ooù N = ∀α((α → α) → α → α) est le type des entiers de Churhet N
∗ = ∀α(((α → o) → α → o) → (α → o) → α → o) est N dans lequel on aremplaé α par α → o.Corretion : Le suesseur est évidemment typable de type N → N. On pose
h : N → o et x : N si bien que ϕ0 = λh.λx.(h)(S)x devient de type
(N → o) → N → o. On pose f : N → o et n : N

∗ si bien que par la règlede ∀-élim, n : ((N → o) → N → o) → (N → o) → N → o. Comme 0̄ estde type N, on a �nalement (((n)ϕ0)f)0̄ de type o soit, par deux règles de
→-intro le résultat herhé.

• E�etuer la rédution de tête des termes (ϕ)0̄, (ϕ)1̄, (ϕ)2̄. Plus généralementquelle sera la forme normale de tête obtenue par rédution de tête de (ϕ)n̄ pourun entier n quelonque ?Corretion : La rédution de tête est la stratégie qui réduit le redex de tête àhaque étape, s'il y en a un. On rappelle qu'un λ-terme a obligatoirementla forme λ~x.(U)U1 . . . Un où U est soit un redex (et dans e as 'estle redex de tête), soit une variable (auquel as le terme est en formenormale de tête). On note ϕ0 le terme λh.λx.(h)(S)x si bien que ϕ =
λn.λf.(((n)ϕ0)f)0̄. La rédution de tête de (ϕ)0̄ donne :

(ϕ)0̄ →βT
λf.(((λg.λy.y)ϕ0)f)0̄

→βT
λf.((λy.y)f)0̄

→βT
λf.(f)0̄Ce dernier terme est la forme normale de tête reherhée (remarquons quedans e as il s'agit même d'une forme normale puisque 0̄ est en formenormale).La rédution de tête de (ϕ)1̄ donne :

(ϕ)1̄ →βT
λf.(((λg.λy.(g)y)ϕ0)f)0̄

→βT
λf.((λy.(ϕ0)y)f)0̄

→βT
λf.((ϕ0)f)0̄ = λf.((λh.λx.(h)(S)x)f)0̄

→βT
λf.(λx.(f)(S)x)0̄

→βT
λf.(f)(S)0̄



Il n'y a plus de redex de tête mais la forme normale de tête obtenue n'estpas normale puisqu'elle ontient le redex (S)0̄.La rédution de tête de (ϕ)2̄ donne :
(ϕ)2̄ →βT

λf.(((λg.λy.(g)(g)y)ϕ0)f)0̄

→βT
λf.((λy.(ϕ0)(ϕ0)y)f)0̄

→βT
λf.((ϕ0)(ϕ0)f)0̄ = λf.((λh.λx.(h)(S)x)(ϕ0)f)0̄

→βT
λf.(λx.((ϕ0)f)(S)x)0̄

→βT
λf.((ϕ0)f)(S)0̄ = λf.((λh.λx.(h)(S)x)f)(S)0̄

→βT
λf.(λx.(f)(S)x)(S)0̄

→βT
λf.(f)(S)(S)0̄Il n'y a plus de redex de tête mais la forme normale de tête obtenue n'estpas normale puisqu'elle ontient les redex de (S)(S)0̄ (question à 100 sous,ombien y a-t-il de redex ?).Plus généralement la rédution de tête de (ϕ)n̄ donne :

(ϕ)n̄ →βT
λf.(((λg.λy.(g) . . . (g)y)ϕ0)f)0̄

→βT
λf.((λy.(ϕ0) . . . (ϕ0)y)f)0̄

→βT
λf.( (ϕ0)(ϕ0) . . . (ϕ0)

| {z }

n×

f)0̄ = λf.((λh.λx.(h)(S)x) (ϕ0) . . . (ϕ0)
| {z }

n−1×

f)0̄

→βT
λf.(λx.((ϕ0) . . . (ϕ0)f)(S)x)0̄

→βT
λf.((ϕ0) . . . (ϕ0)f)(S)0̄...

→βT
λf.((ϕ0) . . . (ϕ0)

| {z }

n−i×

f) (S) . . . (S)
| {z }

i×

0̄...
→βT

λf.((λh.λx.(h)(S)x)f) (S) . . . (S)
| {z }

n−1×

0̄

→βT
λf.(λx.(f)(S)x)(S) . . . (S)0̄

→βT
λf.(f)(S)(S) . . . (S)0̄ = λf.(f) (S) . . . (S)

| {z }

n×

0̄Enore une fois, e dernier terme, bien qu'en forme normale de tête estloin d'être en forme normale (question à n× 100 sous, ombien de redex ?(indiation : la réponse est dans la question)).Exo 2. On note Y le terme
Y = λf.(λx.(f)(x)x)λx.(f)(x)x

• Montrer que Y satisfait l'équation (Y )U ≃β (U)(Y )U (le symbole ≃β repré-sente la β-équivalene) où U représente un terme quelonque ('est à ause deette équation que Y est appelé opérateur de point �xe, vous voyez pourquoi ?).En déduire, étant donné un terme H , une solution F de l'équation
F ≃β (H)F



Corretion : On a les deux séquenes de rédutions suivantes :
(Y )U →β (λx.(U)(x)x)λx.(U)(x)x

→β (U)(λx.(U)(x)x)λx.(U)(x)xet
(U)(Y )U →β (U)(λx.(U)(x)x)λx.(U)(x)xdon les deux termes (Y )U et (U)(Y )U ont un réduit ommun, par onsé-quent ils sont β-équivalents. Remarquons qu'il est faux que (Y )U se β-réduise en (U)(Y )U .Une solution de F ≃β (H)F est F = (Y )H .

• En utilisant e qui préède donner un terme W réalisant l'instrution while,i.e., tel que étant donné trois termes quelonques C, A et E,
(((W )C)A)E ≃β E si (C)E ≃β V,

(((W )C)A)E ≃β (((W )C)A)(A)E si (C)E ≃β Foù V et F représentent les booléens de Churh λx.λy.x et λx.λy.y.Corretion : Si B est un booléen de Churh alors on voit failement que
(B)UV ≃β U si B ≃β V et (B)UV ≃β V si B ≃β F. Par suite le terme
W herhé doit satisfaire l'équation :

(((W )C)A)E ≃β (( (C)E )E)(((W )C)A)(A)EIl su�t pour ela que W satisfasse l'équation :
W ≃β λc.λa.λe.(((c)e)e)(((W )c)a)(a)esoit, en posant H = λw.λc.λa.λe.(((c)e)e)(((w)c)a)(a)e, W doit satisfaire

W ≃β (H)W . En vertu de la question préédente, une solution est don
W = (Y )H .Exo 3. Soit T un ensemble et X l'ensemble des parties de T . On dit qu'unefontion f : X → X est ontinue si elle est roissante pour l'inlusion et si pourtout σ ∈ T et tout a ∈ X , si σ ∈ f(a) alors il existe a0 �ni inlus dans a tel que

σ ∈ f(a0). On dit qu'une partie D de X est �ltrante si elle est non vide et sipour tout a, a′ ∈ D, il existe b ∈ D ontenant a et a′.
• Montrer qu'une fontion roissante f : X → X est ontinue ssi elle ommuteaux unions des parties �ltrantes de X , i.e., pour toute partie �ltrante D on a
f(

⋃
D) =

⋃
{f(a), a ∈ D}.Corretion : À toutes �ns utiles on rappelle que la notation S

D, où D est unefamille d'ensembles, représente la réunion des éléments de ette famille,i.e., S
D =

S
{x, x ∈ D}.En guise de préliminaire, on montre que si D est une partie �ltrante de

X alors tout sous-ensemble �ni D0 de D est borné dans D (i.e., il existe
a dans D tel que S

D0 ⊆ a. D �ltrant signi�e D non vide et tout sous-ensemble à deux éléments de D est borné dans D). La démonstrationest par réurrene sur n, le nombre d'éléments de D0. Si n = 0, i.e.,
D0 est vide alors omme S

∅ = ∅, D est non vide et omme n'importequel ensemble ontient ∅, il y a bien un majorant de S
D0 dans D. Sinon

D0 = D1 ∪ {a} où D1 a n − 1 éléments et a ∈ D. Par hypothèse deréurrene, D1 est borné par un élément b de D (i.e., S
D1 ⊆ b). Comme



D est �ltrant a et b sont bornés dans D par un ensemble c qui est donun majorant de D0 dans D.On montre d'abord que si f est ontinue alors elle ommute aux unions�ltrantes. Soit don D une partie �ltrante. En notant f(D) = {f(a), a ∈
D}, on veut montrer que S

f(D) = f(
S

D). Comme f est roissante ona f(a) ⊆ f(
S

D) pour tout a ∈ D , don S
f(D) ⊆ f(

S
D). Réiproque-ment, soit σ ∈ f(

S
D). Comme f est ontinue il existe a0 �ni inlus dans

S
D tel que σ ∈ f(a0). Pour haque τ ∈ a0 il y a un ensemble aτ ∈ D telque τ ∈ aτ (si bien que a0 ⊆

S
{aτ , τ ∈ a0}). Comme a0 est �ni, l'en-semble des aτ est �ni don, par le préliminaire, est borné par un ensemble

a ∈ D. Par onséquent a0 ⊆ a ∈ D. Par roissane de f , on obtient alors
σ ∈ f(a) ⊆ f(

S
D).Supposons maintenant que f ommute aux unions �ltrantes et montronsque f est ontinue. Soient a ∈ X et σ ∈ f(a). Soit D l'ensemble dessous-ensembles �nis de a. Il est lair que D est �ltrant (en partiulier Dn'est pas vide ar il ontient au moins ∅) et que S

D = a. Don, omme
f(a) = f(

S
D) =

S
f(D) par hypothèse sur f , il existe a0 ∈ D tel que

σ ∈ f(a0). Autrement dit il existe un sous-ensemble �ni a0 de a tel que
σ ∈ f(a0).

• Soit f une fontion roissante de X dans X . Montrer que pour tous en-tiers n et p, si n ≤ p alors fn(∅) ⊆ fp(∅). En déduire que l'ensemble D(f) =
{fn(∅), n ∈ N} est une partie �ltrante de X .Corretion : On a ∅ ⊆ fp−n(∅) et omme f est roissante on en déduit que

fn(∅) ⊆ fp∅. Autrement dit l'ensemble D(f) est totalement ordonné parl'inlusion. Il est don �ltrant puisque toute paire {fn(∅), fp(∅)} est bor-née par f sup{n,p}(∅).
• Soit f : X → X une fontion ontinue et a0 =

⋃
D(f). Montrer que f(a0) =

a0. Montrer de plus que pour tout a appartenant à X , si f(a) = a alors a0 ⊆ a(autrement dit toute fontion ontinue de X dans X admet un plus petit point�xe).Corretion : Par la première question, f ommute aux unions �ltrantes et onvient de voir que D(f) est �ltrante. Don
f(a0) =

[

f({fn(∅), n ∈ N})

=
[

{fn+1(∅), n ∈ N}

= ∅ ∪
[

{fn+1(∅), n ∈ N}

=
[

{fn(∅), n ∈ N}

= a0Soit maintenant a un point �xe de f . On a ∅ ⊆ a, don par roissane de f ,pour tout n ∈ N, fn(∅) ⊆ fn(a) = a. Conséquemment a0 =
S
{fn(∅), n ∈

N} ⊆ a.Exo 4. On se plae dans la dédution naturelle pour le fragment intuititionnisteminimal (le seul onneteur est l'impliation) et on se donne deux formulesatomiques σ et τ . Montrer que la formule de Piere ((σ → τ) → σ) → σ n'estpas dérivable dans e système.Indiation : voii le début de la preuve. D'après le théorème de normalisationon peut se restreindre à herher une preuve normale, don véri�ant la propriété de



la sous-formule. la propriété de la sous-formule pour la dédution naturelle stipuleque toute formule apparaissant dans une preuve normale doit être sous-formule dela onlusion ou des hypothèses. Pour le as qui nous oupe on va don montrerl'inexistene d'une preuve normale de P = ((σ → τ ) → σ) → σ dont toutes lesformules sont sous-formules de P .Pour montrer P sans hypothèse on a forément utilisé une règle d'introdution ;en e�et une élimination aurait une prémisse de la forme A → P qui ne peut êtresous-formule de P . Don on se ramène à trouver une preuve de σ sous l'hypothèse
P0 = (σ → τ ) → σ. Une telle preuve ne peut se terminer par une intro puisque σ estatomique. Il s'agit don d'une élim entre une formule de la forme A → σ et la formule
A. Comme A → σ doit être une sous-formule de P , il y a deux possibilités :1. A = P0. Soit à trouver une preuve de P et une preuve de P0 sous l'hypothèse P0.Par le même raisonnement que préédemment la preuve de P ne peut se terminerque par une règle intro. Mais alors elle-i se trouvant en position prinipale dansl'élim, on verrait apparaître un redex ontredisant ainsi l'hypothèse de normalitéde la preuve herhée.2. À vous de jouer. . .Corretion : . . .La deuxième possibilité est A = σ → τ . Soit à trouver unepreuve de P0 et une preuve de σ → τ sous l'hypothèse P0. Comme P0est évidemment prouvable sous l'hypothèse P0 il nous reste à trouverune preuve (normale et ne ontenant que des sous-formules de P) de

σ → τ sous l'hypothèse P0. Comme auune sous-formule de P n'a laforme A → σ → τ , une telle preuve ne peut se terminer que par uneintro. Soit à démontrer τ sous les hypothèses P0 et σ. Un telle preuve setermine forément par une élim entre une formule A → τ et la formule
A. La seule possibilité restant une sous-formule de P est A = σ. Soit àprouver σ sous l'hypothèse σ (e qui ne pose pas vraiment de problème),et σ → τ sous les hypothèses σ et P0. Une fois de plus par la ontraintede sous-formule une telle preuve ne peut se �nir par une �èhe élim. Donelle se termine par une intro puisque σ → τ n'est pas une des hypothèses.Mais alors on se retrouve ave un intro en position prinipale dans uneélim, ontredisant à nouveau la normalité de la preuve.


