Chapitre 3
Espaces métriques complets

e Semaine 1 : Etude du paragraphe 1. Faire les exercices d’apprentissage 3.1—3.7.

e Semaine 2 : Etude des paragraphes 2 et 3. Faire les exercices d’approfondissement
3.8-3.17.

1. Complétude.

1.1. Définition, premier exemples.

* 1.1.1. Définition. Soit (F,d) un espace métrique et (x,) une suite d’éléments de E.
On dit que (x,) est une suite de Cauchy si et seulement si

Ve > 0, dng € N, Y(p,q) € N?, (p>mng) et (g >ng) = d(zp,z,) <e.

On dit que (E,d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy de E converge.
Si E est un espace vectoriel normé qui est complet pour la métrique associée a la
norme, on dit alors que E est un espace de Banach.

* 1.1.2. Propriétés.
e Toute suite convergente est de Cauchy.
o Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.
e Toute suite de Cauchy est bornée.
o Toute suite de Cauchy qui posséde une suite extraite convergente converge.

Preuve. Exercice 3.1.

L’intérét des espaces métriques completsest, on le verra, de fabriquer de nouveaux
objets a ’aide de processus sommatoires, séries absolument convergentes, transformation
d’Abel ; ou d’approximations successives : Théoreme du point fixe, Théoreme de Cauchy-
Lipschitz ; de fournir des prolongements de fonctions, en vue par exemple de construire
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I'intégrale de Riemannm ou de trouver les intervalles de définition de solutions maximales
d’équations différentielles.

* 1.1.3. Théoreme. R est un espace de Banach.

Preuve. Considérer pour cela une suite de Cauchy de réels (z,,). Posons A,, = {zx, k > n}
et soit la suite (y,) définie par y, = sup A,. Cette suite est bien définie, car (z,) étant
de Cauchy, elle est bornée d’apres la propriété 1.1.2, et donc les ensembles A,, sont des
ensembles non vides majorés de R qui admettent une borne supérieure.

La suite (y,) et une suite décroissante (car A, 11 C A, implique sup A,+1 < sup 4,,)
minorée car (z,) l'est, donc convergente vers ¢ € R. Il reste & montrer qu’il existe une
suite extraite de (z,,) qui converge vers ¢, et la propriété 1.1.2 montrera que la suite (x,,)
converge vers /.

Soit € > 0. Comme la suite (y,), tend vers ¢, il existe un rang N tel que, n > N
implique ¢ — ¢ < y, < £+ ¢. En particulier, yy < ¢ 4+ ¢, donc, pour tout n > N,
Ty, <yny < /l+e.

Soit K € N supérieur ou égal a N. On a yx > { —¢ et donc il existe un entier n > K
tel que x,, > ¢ —e.

Et donc,

Ve>0, VKeN, In>K, (—e<uzx,</l+ec. ()

Il reste a construire par récurrence sur n la fonction strictement croissante ¢ : N — N
telle que (z,(,)) tende vers .
Supposons construits ¢(0) < ¢(1) < --- < p(N) tels que, pour tout k < N,

(- cay <ty —

—-—— <z —.

P R e

Si on applique () & e = 5 et K = ¢(N) + 1, on obtient I'existence de n > ¢(N) tel

que

1
<g, <O —.
Ny Sttty

11 suffit de poser (NN 4+ 1) = n pour conclure. O

1.1.4. Remarque. En fait, la limite ¢ précédente s’appelle la limite supérieure de la
suite (x,). Nous verrons dans le chapitre sur la compacité qu'une suite borné de R admet
un ensemble de valeurs particulieres que ’on appelle valeurs d’adhérence. Par définition,
ces valeurs d’adhérences sont les limites éventuelles des suites extraites de (u,), et la
limite supérieure est la borne supérieure de I’ensemble de ces valeurs d’adhérence, et est
elle-méme une valeur d’adhérence.

1.1.5. Exemples.

[nv/2)

e Q n’est pas complet. En effet, la suite (—) est une suite de Cauchy qui ne
n
n

converge pas (dans Q).
e |0,1] muni de la distance usuelle n’est pas complet.
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e Nous verrons plus loin que C, R", C" munis des distances usuelles sont complets.
Plus généralement, on verra dans le chapitre portant sur la compacité que tout espace
vectoriel de dimension finie est un espace de Banach, quelle que soit la norme.

* 1.1.6. Théoréeme. Soit (E, | -||) un espace de Banach. Soit »_ u, une série a valeurs
dans E. Alors

E Un cConverge <~

m

. u

k=n+1

Ve>0, 3n.€N, V(mn)eN, (m>n>n.) = <e.

En particulier, Y ||u,|| converge implique > u, converge, autrement dit, la convergence
absolue entraine la convergence.

Preuve. Exercice 3.2.

* 1.1.7. Corollaire. En particulier, toute série de mombres réels ou complexes
absolument convergente est convergente. La réciproque est bien entendue fausse comme
le montre l'exemple Y (—1)"/n.

* 1.1.8. Proposition. Soit X un ensemble, (E, | -||) un espace de Banach. L’ensemble
B(X, E) des applications bornées de X dans E muni de la norme

[ flloe = supz € XI| f(2)]]

est un espace de Banach.

Preuve. Soit (f,) une suite de B(X, E), de Cauchy pour la norme || - ||~. Pour z € X, la
suite (f,(z)) est une suite de Cauchy de E car || fu(z) — f ()| < || fo — finllo- Comme
E est complet, il existe y € E tel que (f,(z)) tende vers y. On construit comme cela une
fonction f: X — E qui a x € X associe y = lim,,_,  , f,(z). Il reste alors a vérifier que
feB(X,E) et que || fn — flle tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Vérifions donc que f ainsi construite est un élément de B(X, E'). Pour cela, on utilise
le fait qu’il existe N € N tel que, quels que soient n, m supérieurs ou égaux a N, on a
| o — fimlloo < 1. En particulier, si m > N, on a

Ve e X, |[fu(@)ll < [fv(@)]+1,

et donc, le théoreme de passage a la limite appliqué a cette inégalité quand m tend vers
-+00 nous montre que

vee X, |[[f(@)] <[[fnv(@)]+1

(on rappelle que si (u,) est une suite de E qui converge vers ¢, alors ||u,|| converge vers
|¢]] car z — ||z| est continue de E dans R+ (cette application est 1—lipschitzienne,
cela découle de 'inégalité triangulaire)). En particulier, si M > 0 est tel que, pour tout
z € B, ||fn(x)| < M, alors, pour tout z € E, |[f(z)|| < M + 1, ce qui montre que
feB(X,E).
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Montrons que ||f — fn||o tend vers 0 quand N tend vers +o00. Comme (f,,) est de
Cauchy pour || - ||, on en déduit que

Ve>0, INEN, Vim,n)eN (m>n>N)=|fi— fullo <,
soit encore que
Ve>0, INeEN, VY(mn)eN, (m>n>N)=VeeX, |fiuz)— ful@)|<e,
et donc, en faisant tendre m vers 400, on obtient que
Ve>0, INeEN, vneN, (n>N)=VreX, |fuz)—-f(z)]<e,
soit encore que
Ve>0, dNeN, VneN, (n>N)=|fi—flx e,
et donc || fn — fllc —n100 0. O
* 1.1.9. Remarque. Ce qui précede est la démarche générale pour montrer qu’un
espace fonctionnel ou qu’un espace de suites est complet. Par exemple, pour montrer
que F espace fonctionnel est complet, on prend une suite (f,,) de Cauchy pour la norme
de F. Pour tout z, on pose f(x) = lim f,(x). On vérifie que f € F et que f, tend vers

f pour la topologie de F.

Dans le méme esprit, nous avons les théoremes suivants :

* 1.1.10. Théoréme. Si (E,| - ||g) est un espace normé et (F,|| - ||r) un espace de
Banach, alors lespace L(E, F') des fonctions linéaires continues de E dans F' muni de
la norme associée a || - ||g et || - ||p est un espace de Banach.

Preuve. Exercice 3.3. O

x 1.1.11. Théoréme. Le C—espace vectoriel £? des suites de complezes (a,) telles que
S o lan|? converge est complet pour la norme

~ 1/2
I(an)ll2 = (ZI%IQ) :

n=0

Preuve. Notond tout d’abord que ¢* est bien un C—espace vectoriel : si (a,) et (by)
sont dans 2, I'inégalité |a, + b,|> < (|an| + |ba])? < 2(|an|* + |by]?) montre que la somme
(a, + by,) est dans ¢2. De méme directement pour A(a,) si A € C. Ensuite, | - |2 est
bien une norme par passage a la limite dans l'inégalité de Minkowski. Passons a la
complétude.
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Soit p +— (aP) une suite de Cauchy de ¢%, o1, pour tout p € N, a? = (a£),. La
condition de Cauchy se traduit par

50 1/2
Ve>0, Ip.€N, V(p,q) eN* (p>p.etqg>p.) — <Z lad — aﬁ|2> <e.
n=0

Comme |a? — al| < ||a? — a?|s, on constate que, pour chaque n fixé, la suite p — (a?) est
de Cauchy, donc converge, mettons vers a,. On retrouve alors les deux probléemes usuels

a. Montrer que la suite (a,,) est dans £2.
. Montrer que la suite p — (al), converge effectivement dans ¢* vers (a,).
Pour «), on écrit que, pour tout N fixé dans N,

n=0

N 1/2
V(p,q) €N’ (p>pretg>p) = (Z lal — aﬁﬁ) <1.

On bloque p > p; et 'on passe de facon licite a la limite quand ¢ — +o0o dans la somme
finie (ce ne serait pas possible si la somme était infinie !) pour obtenir

N 1/2
VpeN, (p>p) = <Z|an—afl|2> <1,
n=0

d’olt, pour p = p; (en usant des propriétés de la norme euclidienne dans R™)

N 1/2 N 1/2
<Zianl2> é1+<2|aﬁl|2> <1+ a” .
n=0

n=0

Les sommes partielles de la série a termes positifs Efj:o la,|* sont donc bornées donc la
série converge.

() reprend en grande partie les idées ci-dessus. Bloquant € > 0 puis p. et N, on
obtient

N 1/2
V(p,q) €N?, (p>p.etq>p.) = <Zla%—aﬁl2> <e

n=0

d’ol, par passage a la limite licite

N 1/2
VpeN, (p>p.) = <Z|an—aﬁ|2> <e,

n=0

puis en faisant tendre N vers 400

~ 1/2
VpeN, (p>p.) = <Z|an—aﬁ|2> <e.

n=0
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O

Nous allons nous intéresser maintenant a la notion de transfert de complétude. Tout
d’abord, on remarque que cette notion de complétude n’est pas une propriété topologique.
Par exemple, R muni de la distance usuelle est un espace métrique complet, tandis que si
on le munit de la métrique d(z,y) = |%‘$| — %‘UM qui est équivalente a la métrique usuelle,

alors R n’est plus complet (c¢f. Exercice 3.4). Néanmoins, nous avons la proposition :

1.1.12. Proposition. Soient (E,d) et (F,d) deuz espaces métriques, f : E — F
uniformément continue.

i. Si(x,) est une suite de Cauchy dans E, la suite (f(x,)) est de Cauchy dans F.

ii. Si de plus, f est bijective et f~' est continue alors, si F' est complet, E est complet.

Preuve. Exercice 3.5.

* 1.1.13. Corollaire.
i. Soient dy et dy deux distances sur E. Si di~dy alors, (E,dy) est complet si et
seulement si (E,ds) est complet.
it. Soient (Ey,dy) et (Ea2,ds) deux espaces métriques isométriques. Alors (Ey,dy) est
complet si et seulement si (Ey,dy) est complet.

1.2. Lien entre complet et fermé.

* 1.2.1. Proposition. Soit (E,d) un espace métrique et F' une partie compléte de E.
Alors F' est fermé dans E.

Réciproquement, si F' est une partie fermée de E, et si ' est complet, alors F' est
complet.

Preuve. Exercice 3.6.

* 1.2.2. Corollaire. Dans les espaces métriques complets, les parties completes pour la
métrique induite sont exactement les parties fermées.

* 1.2.3. Théoréme des fermés emboités. Soit (E,d) un espace métrique complet.
Soit (F,) une suite décroissante (pour l'inclusion, c’est-a-dire que, pour tout n € N,
Foi1 C F,) et telle que lim,,_, 1o 6(F,) = 0. Alors (),,cy F est un singleton.

Preuve. Pour tout n € N, on prend un élément x, de F,. La suite (x,) ainsi définie
est de Cauchy. En effet, si p et ¢ sont supérieurs ou égaux a n, alors x, € F, C F), et
zg € F, C F, donc d(xp, x,) < §(F,) et 6(F,) tend vers 0 quand n tend vers +oo.

La suite (z,) est donc convergente car E est complet. Soit £ sa limite. Comme, pour
tout m > n, on a x,, € F,, C F, et que F, est fermé, on en déduit qu’en faisant tendre
m vers 400, on a £ € F,. Et donc ¢ € (| F,, ce qui prouve que (| F, est non vide. Tl
reste & montrer que () F,, ne contient que cet élément £. Soit donc ¢ un élément de () F,,.
En particulier, si n € N, on a ¢’ et £ qui sont dans F),, et donc d(¢,¢') < §(F,). Faisant
tendre n vers 400, on obtient que d(¢,¢') = 0, soit que £ =/¢'. O
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1.3. Produits d’espaces métriques complets.

* 1.3.1. Théoréme. Soient (E1,dy), ..., (E,,d,) des espaces métriques complets. On
muni le produit [ i, E; de la distance D; définie dans le sous-paragraphe 4.2. du chapitre
1. Alors ([, Ei, D;) est un espace métrique complet.

Preuve. Exercice 3.7 O

* 1.3.2. Corollaire. Les espaces R" munis des normes usuelles, et les espaces C"
identifiés a R?" sont complets.

2. Prolongements de fonctions

2.1. Critere de Cauchy et prolongements

2.1.1. Théoréme. Soient (E,d) et (F,d) deuz espaces métriques et A une partie de
E. Si f posséde une limite au point a de E selon la partie A, on a

Ve>0, Ja>0, Veed duxvy <a = d(f(z),f(y)<e. (CO)

Réciproquement, si (F,d') est complet, la propriété (CC) (pour Critére de Cauchy)
entraine l’existence d’une limite de f au point a selon A.

Preuve. Le fait que (C'C') est nécessaire est évident. Nous supposerons donc cette derniere
condition vérifiée. Il faut alors montrer que f possede une limite en a. Pour cela, nous
utiliserons le théoreme 1.2.9 du chapitre 2. Comme F' est complet, il suffit de montrer
que, quelle que soit la suite (u,) de points de A qui converge vers a, la suite (f(u,)) est
de Cauchy. Or la condition (CC') implique bien ce résultat. O

2.1.2. Corollaire. Soient a < b deuz réels, f :Ja,b[— R, dérivable dont la dérivée est
bornée sur ]a,b[. Alors f posséde un prolongement continu sur |a,b].

Preuve. Tout d’abord, f est dérivable sur ]a,b[ donc continue sur ]a,b[. Il suffit de
montrer que f admet une limite en a et en b. Soit K un nombre strictement positif tel
que, pour tout x €|a, b[, | f'(x)| < K. Le théoréme des accroissements finis nous dit alors
que f est K —lipschitzienne. Mais alors f vérifie le critere de Cauchy en a et en b car si

I'on se donne € > 0 et si @ = £ il vient, pour tout couple (z,y) de [b — «, b[* :

f(z) = fly)| < Ka<e

et de méme en a, d’ou l'existence des limites.

Remarque. Le caractere lipschitzien de ’application suffit pour obtenir le prolongement.
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2.2. Prolongement des applications uniformément continues
définies sur une partie dense

2.2.1. Théoréme. Soient (E,d) et (F,d') deuz espaces métriques, F étant complet,
A une partie dense de E et f une application uniformément continue de A dans F. 1l
existe une unique application continue g de E dans F qui prolonge f, de plus, g est
uniformément continue

Preuve. Ecrivons d’abord la traduction de I'uniforme continuité de f :
Ve >0, Ja>0, VY(z,y)€ A® dz,y)<a = d(f(z),fy) <e.

Cette expression montre que le critere de Cauchy est vérifié en tout point de E. f possede
donc une extension naturelle g a F fournie par

9(x) = lim f(a).

a—x

Montrons que g est uniformément continue : soit (z,y) dans F x E tel que d(x,y) < « et
soient (a,) et (b,) deux suites de points de A qui convergent vers x et y respectivement.
La continuité de la distance fait que d(a,, b,) < « a partir d’'un certain rang N, donc

d'(f(ay), f(by)) <& pour n > N.

Comme par construction les suites f(a,) et f(b,) convergent vers f(z) et f(y) respective-
ment, il vient d'(f(z), f(y)) < &, d’ou le résultat. Il reste a vérifier 'unicité. Supposons
que ¢’ soit une autre extension continue de f & E.

Lemme. L’ensemble B des points x de E tels que ¢'(z) = g(z) est fermé.

Admettons ce lemme pour un instant. B contient A et A = E, donc B = E, ce qui
montre que g = ¢’ et prouve le théoreme. Il reste donc a prouver le lemme.

Pour cela, soit (x,) une suite de points de B qui converge vers x € E. Il nous faut
montrer que x € B pour pouvoir conclure. Par continuité de g, on a ¢'(z) = lim(¢'(z,))
et g(z) = lim(g(x,)). Or, comme pour tout n de N, on a ¢'(x,) = g(z,), on en déduit
que g(z) = ¢'(x) et donc que x € B. O

2.2.2. Application. Construction de l’intégrale de Riemann des fonctions réglées. Soit
[a, b] un segment de R et f : [a,b] — E ou E est un espace de Banach. On dit que f est
en escalier si et seulement si il existe une subdivision o = {a =2y < 21 < --- < x, = b}
telle que, pour tout ¢ € {1,...,n}, f soit constante sur |z; 1, x;[ et vaut \; € E.

On dit que f est réglée sur [a,b] s'il existe une suite de fonctions (f,,) en escaliers
qui convergent uniformément vers f sur [a, b].

On verra que toute fonction continue f : [a, b] est réglée (en fait, les fonctions réglées
sont les fonctions qui admettent des limites a droite et a gauche en tous les points de

[a, b]).
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L’intégrale d’une fonction f : [a,b] — E en escalier est donnée par la formule

,_.

/f 3 (Tit1 — i)\

i

I
o

ol a=uxy<- - <x, =best une subdivision adaptée a f et \; la valeur constante que
prend f sur lintervalle ouvert |z;, x;.1[. On vérifie sans peine (en commengant par le
cas ol 'une des subdivisions est plus fine que l'autre, puis en considérant leur réunion)
que la valeur de cette intégrale ne dépend pas de la subdivision choisie, ce qui entraine
la linéarité de 'intégrale et le fait que

z) dz|| < (b= a)|[fll.

L’intégrale se prolonge donc en une forme linéaire de méme norme sur l'espace des
fonctions réglées. Dans le cas des fonctions réelles, on vérifie alors la conservation des
caracteres positifs, puis croissant, etc. ..

3. Théoreme du point fixe

Le théoreme qui suit est tres important et est un des théoremes qui a le plus
d’applications dans 'analyse.

* 3.1. Théoreme (Banach, 1922). Soit (F,d) un espace métriqgue complet. Soit
f : E — E une application contractante (c’est-a-dire que f est k—lipschitzienne avec
0 < k< 1) Alors f possede un et seul point fize ¢ € E (c’est a dire qu’il existe un et
un seul ¢ € E tel que f(¢) = ). De plus, si xg € E et si (x,) est la suite donnée par la
relation de récurrence x,+1 = f(x,) pour n € N, alors la suite (x,) est convergente et
converge vers {.

Preuve. Tout d’abord, on vérifie 'unicité du point fixe. Supposons que ¢ et ¢ soient
deux points fixes. On a d(¢,¢') =d(f(£), f(¢)) < kd(¢,¢") donc (1 —k)d(¢,¢") <0, ce qui
implique que d(¢,¢') <0 car k < 1, et donc d(¢,¢") = 0, soit encore ¢ = {'.

Soit maintenant zy € E et (z,) la suite définie par la relation de récurrence
ZTpnt1 = f(x,). Soit meNetpe N*. On a

—1

d(anrpa mn) < d(xn+ia xn+i+1>-

i

3

Il
o

Or une récurrence immédiate nous donne d(z,, z,41) < k"d(zg,x1). (la faire !). En
particulier, on obtient que

p—1 p— p—1
d(xn+p7 mn) < d(mn+i7 xn+i+1 Z n+zd x07 CL’1 - d(x(), CL’1>kJ Z k'
i=0 i= 1=0
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Comme 0 < k < 1, la suite k" tend vers 0 et 'on vérifie de la le critere de Cauchy :
la suite (x,) converge vers £ € E. Il reste a vérifier que ¢ est un point fixe de f. Par
continuité de f, (f(z,)), converge vers f(¢). Comme (f(x,)) = (zn41) converge aussi
vers ¢, on en déduit que ¢ = f(?).

* 3.2. Remarques.
1. L’hypothese d(f(x), f(y)) < d(z,y) n'implique pas que f est une contraction.
2. L’hypothése E complet est fondamentale. Par exemple, si E =]0,1] et f(x) = x/2,
alors f est contractante et n’a pas de point fixe dans E.
3. Cette méthode des itérations est un excellent outil de calcul numérique des valeurs
approchées du point fixe.
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Exercices.

Exercices d’apprentissage.

Exercice 3.1. Montrez la proposition 1.1.2
Exercice 3.2. Montrez la proposition 1.1.6
Exercice 3.3. Montrez la proposition 1.1.10

_xr _ _Y
14|z 1+|y|

équivalente a la distance usuelle mais que R muni de cette distance n’est pas complet
(considérer la suite (u,) = (n)).

Exercice 3.4. Montrez que la distance d(z, y) = ’ sur R est topologiquement

Exercice 3.5. Montrez la proposition 1.1.12
Exercice 3.6. Montrez la proposition 1.2.1

Exercice 3.7. Montrez la proposition 1.3.1.

Exercices d’approfondissement.

Exercice 3.8. Métrique complete sur N. Soit a > 0 quelconque. On définit d par
d(n,n) = 0 et pour m # n,

1 1

d = .
(m,n) a—l—m+1+n+1

Montrer que d est une distance sur N et que (N, d) est complet.

Exercice 3.9. Intersection et réunions de parties complétes.
1. Montrer que toute intersection de parties completes de F est une partie complete
de F.
2. Montrer que toute réunion finie de parties completes de E est une partie complete
de FE. Et les réunions infinies ?

Exercice 3.10. E = (C([0,1],R), |- |l1) n’est pas complet. Trouver une suite (f,) de
Cauchy dans E qui ne converge pas dans E pour la norme || - ||; définie par

171 :/O ()] dt

(Pour chaque n, couper [0, 1] en trois intervalles tels que f, soit nulle sur le premier,
affine sur le second, égale a 1 sur le troisieme.).
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Exercice 3.11. c¢ et ¢y sont complets. Soit ¢ le sous-espace vectoriel des suites qui
convergent et ¢y celui des suites qui convergent vers 0. On les considere comme sous-
espaces de £, c’est a dire qu’on les munit de la distance induite par la norme || - |-
Montrer que ¢y et ¢ sont fermés dans £°°. Montrez que £*° est complet, et donc que ¢; et
c sont complets.

Exercice 3.12. Soit E = C*(]0,1],R) l'espace des fonctions réelles indéfiniment
dérivables sur [0, 1].
1. Montrez que

o0

R S S A A S
d(f.9) = ; 201+ ][0 — g

définit une distance sur cet espace. (on rappelle que pour toute fonction f continue
sur [0, 1], || f]|o est fini.

2. Montrez que (FE,d) est complet (on utilisera le théoréme suivant : si (f,,) est une
suite de fonctions C! qui convergent simplement sur [0, 1] vers une fonction g et si
la suite (f),) des dérivées converge uniformément vers la fonction h, alors g est de
classe C! sur [0,1] et ¢ = h).

Exercice 3.13. Insuffisance de d(f(x), f(y)) < d(z,y) pour le théoréme du point fize.
Trouver un exemple simple de fonctions f: A C R — A vérifiant 'inégalité ci-dessus et
ne possédant aucun point fixe.

Exercice 3.14. Théoréme du point fire. Montrer que le théoreme du point fixe possede
I’extension suivante. Soit f : F — E, avec 2 complet. On suppose qu’il existe un entier
p > 0 tel que fP soit une contraction.
a. Montrer que f possede un point fixe x et que celui-ci est unique.
b. Montrer que z s’obtient comme limite de la suite z; = f(xx_1), v9 € E arbitraire
(on montrera que, pour tout i = 0,1,...,p— 1, fP"(z;) tend vers x et on pensera a
une division euclidienne).

Exercice 3.15. Une application du théoréme du point fize auzr équations différentielles
: Théoréme de Cauchy-Lipschitz. Soit I’équation différentielle

y'(x) = f(z,y(x)), (E)

telle que f soit une fonction continue dans un voisinage V' d™un point (zg,y0) € R?, et
telle qu'il existe M tel que, pour tous (z,y;) et (x,y) dans V, on ait

|f(z,91) — f(2,92)] < My — yal.

Montrer qu’il existe un voisinage J de x( sur lequel (£) possede une unique solution y telle
que y(zo) = yo. On étudiera sur 'espace E = (C(I,R), ||-||s) avec I = [z0— 137, o+ 717 ],
la fonction F': g — h définie par

Fg)(z) = hia) = [ " Ftg(t)) dt + 0.



Espaces métriques complets. 109

Exercice 3.16. Equation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce. Soit K : (s,t) —
K(s,t) € C une fonction continue sur [a, b] X [a, b] ; soit g une fonction continue sur [a, b].
Soit A € C. L’équation intégrale

b
£(s)— A / K(s,4)f(t) dt = g(s) (E)

ou f est la fonction inconnue est appelée ’équation de Fredholm de deuxieme espece ;
K est son “noyau”.

Montrer que, pour A assez petit, (F) possede dans E = (C([a,b],C),|| - ||s) une
solution unique f.

Exercice 3.17. Le théoréme de Baire.
Soit (F,d) un espace métrique complet.

1. Soit (O,) une suite d’ouverts de E. On suppose que, pour tout n € N, O, est
dense dans E. Montrez que [(),cy On est dense dans E (ce n’est pas forcément un
ouvert !). Pour cela, soit O un ouvert non vide de E. Montrer qu’il existe une
suite décroissante de boules fermées B'(a,,r,) avec r, < %H toutes dans 0 et telles
que (a,) soit une suite de Cauchy (procéder de proche en proche sur Oy N O, sur
01 N B(ap, 1), ete. . .).

2. Soit (F},) une suite de fermés d’intérieurs vides. Montrez que
d’intérieur vide.

3. Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Montrez qu’il n’existe pas de base
algébrique de F dénombrable (supposer qu’il existe une base (e,) de E et s’intéresser
au sous-espace F,, = Vect{eqg,...,e,}).

4. Soit || - || une norme quelconque sur K[X]. Montrez que (K[X],| - ||) n’est pas un
espace de Banach.

nen £n est encore
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Corrigé des exercices d’apprentissage.

Exercice 3.1. Montrons que toute suite convergente est de Cauchy. Soit (x,) une suite
convergeant vers £. Soit € > 0. Il existe ny in N tel que

Vn € N, n>ny = d(x,l) <

| ™

En particulier,
Y(p,q) € N2, (p>ng)et (g >ng) = dzpz,) <d(zp, L) +d(zg, ) <

Et donc (z,,) est de Cauchy.

Soit (z,) une suite de Cauchy et (z,,)) une suite extraite avec ¢ : N — N une
application strictement croissante. On sait que, pour tout n € N, on a ¢(n) > n (cela
se prouve par récurrence et cela a été fait auparavant). En particulier, si (x,) est de
Cauchy, on a

Ve > 0, dng € N, Y(p,q) € N?, (p>ng)et (g >ng) = d(z,,z,) <e
et donc
Ve>0, IngeN, VY(pq) €N’ (p>mng)et(g>ng) = d(Tp(p), Ty(g) < €,

ce qui prouve que (Z,(,) est de Cauchy.

Montrons que toute suite de Cauchy est bornée. Soit (x,) une suite de Cauchy.
Il existe un rang n, tel que, pour tous p,q dans N supérieurs ou égaux a ni, on ait
d(xzp,z,) < 1. En particulier, pour tout n > ny, z, € B(x,,2). Notons R =
max(d(zg, Tn, ), d(x1,Zpn,),s - -, d(Tp,-1, Tn, ), 2). Alors, pour tout n € N, z,, € B(z,,, R+1)
ce qui montre que (z,) est bornée.

Montrons que toute suite de Cauchy qui possede une suite extraite convergente
converge. Soit (x,) une suite de Cauchy et soit (x,(,)) la suite extraite qui converge vers
£. Soit € > 0. Il existe un rang n. € N tel que

Vn e N, n>n. = d(CLQP(n),K) <

| ™

Comme (z,,) est de Cauchy, il existe un rang n. tel que
Y(p,q) € N?, (p>nl)et (¢g>n.) = d(z,z,) <e.
En particulier, si n > max(n.,n.), on en déduit que

d(.f(?n, 6) < d(xm xcp(n)) + d(x<P(”)’ ﬁ) <

ce qui prouve la convergence de la suite (z,) vers £.
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Exercice 3.2. Dire que Y u, converge revient a dire que la suite (3 ;_, ux), converge.
Et donc )" u, converge si et seulement si la suite (3 _,ug), est de Cauchy, soit si et
seulement si

m n
Ve >0, 3n.€N, V(m,n)eN, (m>n>n) = Zuk — Zuk <e,
k=0 k=0
soit encore si et seulement si
m
Ve>0, In.eN, Y(mmn)eN, (m>n>n) = || Y wul<e

k=n+1

En particulier, si Y ||u,|| converge,

Ve>0, In. €N, VY(m,n)eN, (m>n>n) = Z |lugl] < e
k=n+1
et donc

m

2w

k=n+1

m

<3 Jul<e

k=n+1

Ve>0, In.eN, V(m,n)eN, (m>n>n) =

ce qui implique que ) u,, converge.

Exercice 3.3. Soit (f,) une suite de Cauchy pour la norme associée || -||. On va montrer
que la suite (f,) converge. Tout d’abord, si x € E, la suite (f,(x)) est de Cauchy car

V(m,n) e N*, | fu(@) = fu(@)|r < | fa = fulllz]le-
Comme F' est un espace de Banach, on en déduit que la suite (f,,)(z) converge vers un
y et on notera y = f(z).
La fonction ainsi construite est linéaire : en effet, si z,2' € F et si A € K,
flz+ X)) = lir+n folz +22') = lir+n (fulz) + Mfu(2)) =
Tim_f(@)+ lim (M(a) = f(x) + Af(a)

Il reste a vérifier que f est continue et que

dim [[f ~ £l =0.

N e N, Vm,n € N, (m>N)et (n>N) =|f.— ful <1,
soit encore

AN eN, VmneN, VreBg, (m>N)et(n>N) =|fulz)— fulx)||r <1
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Si on fait tendre m vers 400 et si on fixe n = N, alors

Ve € Bg,  |f(x) = fn(@)|r <1,

ce qui implique que
Ve e Bg,  If@)llr < |fv(@)lr+1,

et donc
sup || f(z)[| < || fvll + 1,

reBg
ce qui montre que f est bornée sur la boule unité fermée de E, et donc que f est continue
en vertu du théoreme 1.6.1 du chapitre 2.

Il reste a vérifier que
lim |f— ful = 0.

n—-+o0o

Pour cela, on reprend la démarche précédente : on a
Ve >0, aN e N, Vm,n € N, (m>N)et(n>N) =|fo—ful <e,
ce qui implique encore que

Ve > 0, dN € N, Vx € Bg, VYm,n € N,
(m=N)et (n=N) = |fuz)— fulz)lr<e

Faisant tendre m vers +o00, on obtient
Ve > 0, aN e N, Vz € Bg, Vn € N, (n>N) = |fulz)— flx)]r <e,
soit encore
Ve > 0, N e N, Vn e N, (n>N) =|fu—fll<e
On a donc bien prouvé que L(E, F') est un espace de Banach.

Exercice 3.4. Pour vérifier que les topologies sont identiques, il suffit de vérifier que si

une suite (u,) converge vers ¢ pour une distance, alors elle converge vers ¢ pour l'autre

distance d’apres la proposition 1.5.2 du chapitre 2. Si (u,) converge vers ¢ pour la
Lis u ¢ .

métrique usuelle, alors 5 i) COMVETge Vers i car r +— est continue, et donc (uy,)

converge vers £ pour la distance d.

Enfin, si (u,) converge vers £ € R pour la distance d, alors la suite £ f"& | converge
n

_T
1+ |z

vers ﬁ La fonction
f R - ] -1, ]-[
x

m —_—
1+ |z

est un homéomorphisme ayant pour homéomorphisme réciproque

o ]-11 — R
T

S P
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En particulier, on a

14
) — ) =L
1+|un|>nﬂ+oof (1-|-|£|>

Un,

un:fil(

On a donc bien prouvé que d définit la méme topologie sur R que la distance usuelle.
Cependant, la suite (n) est de Cauchy pour d mais ne converge pas dans R. En effet, si
elle convergeait dans R vers ¢, on aurait

I = ! 0

im — =0.

n—too |14+ mn 1+ w‘

Comme 13- converge vers 1, on en déduit que ﬁ =1, ce qui est impossible.

Exercice 3.5.
i. Montrons que si (x,) est de Cauchy, alors (f(z,)) aussi. Soit € > 0. Comme f est
uniformément continue, il existe a > 0 tel que

Ve,ye B, dzy)<a = d(f(x),fly)<e
Comme (z,) est de Cauchy, il existe IV tel que
WaeN,  (p=N)et(q=N) = dlya,) <o
Et donc,
Vp,g €N,  (p=N)et (¢=N) = d(f(zp), f(zg) <e.

ii. Si F est complet, la suite (f(x,)) converge vers ¢ € F. Et donc (z,) converge vers
f71(£). On en déduit que E est complet.

Exercice 3.6. Montrons que si F' est une partie complete de E, alors F' est fermée.
Pour cela, soit (x,) une suite de F' convergeant dans E vers z. Pour montrer que F' est
fermée, il faut montrer qu’on a nécessairement z € F. Comme (x,) converge dans F,
on en déduit que (z,) est de Cauchy dans F pour la métrique induite. Comme F' est
complet, on en déduit que (z,,) converge vers y dans F'. La suite (x,) converge donc dans
E vers y aussi. Par unicité de la limite, on a y = x et donc = € F'

Montrons maintenant que si F' est une partie fermée de E et si F est complet, alors
F est complet. Soit (x,) une suite de Cauchy dans F' pour la métrique induite. Comme
E est complet et que (z,,) est aussi une suite de Cauchy dans E, on en déduit que (x,)
converge vers x € E. Comme F est fermé, on en déduit que x € F, ce qui prouve que
(x,,) est une suite convergente dans F'.

Exercice 3.7. Les D; sont des distances uniformément équivalentes a la distance Dy
car on a
Dy < D; < 0Dy,
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D’apres le corollaire 1.1.13, il suffit de montrer que ([[;_; Ei, D) est complet. Soit
(xp)p = (Z1p,-..,Tnyp) une suite de Cauchy pour la distance D,. Pour tout i €
{1,...,n},ona

dz’ S Doo
et donc la suite (z;,), est de Cauchy dans F; qui est complet. On en déduit que, pour
tout ¢ € {1,...,n}, la suite (x;,), converge vers z; € E;. Si e > 0 est donné, et si
i €{1,...,n}, il existe donc un rang N; tel que

Vp € N, p>N;i = di(wip,x;) <e.
Si on pose N = max{Ny,...,N,}, alors
Vp € N, p>N = Dy(z,z)<e,

ce qui prouve que (z,) converge.



