Solutions des exercices.

Exercice 2.1. Montrons que si T est une distribution et si (v;) est une
sutte de D(QY) qui tend vers 0, la suite (T, ;) tend vers 0. Si la suite (¢;)
tend vers 0 dans D(), il existe K tel que, pour tout j € N, supp ¢; C K
et tel que ¢; ainsi que toutes ses dérivées tendent vers 0 uniformément dans
K. Si T est une distribution alors il existe N € N et C' > 0 tel que pour tout
JeN,
(T, )] < € sup sup [0, | —12c 0.
ey &

Montrons maintenant que si T est une forme linéaire sur D(Q) telle que
(T, pj) — 0 pour toute suite @; de D(2) qui tend vers 0, alors T est une
distribution. Supposons que 7' ne soit pas une distribution. Il existe K CC 2
tel que, pour tout N € N, pour tout C' > 0, il existe ¢ € D () tel que

(T, p)| > C sup sup [0%¢]|.
en K

En particulier, si on pose pour j € N*, N = (' = j et si on pose

_ ¥
~ C'sup act SUP |0v]

¥

ou la fonction ¢ est la fonction précédemment définie, on a [(T), ¢;)| > 1 et
(¢;) tend vers 0 dans D(Q2) (toutes les fonctions ¢; ont leur support inclus
dans K et toutes les dérivées partielles sont majorées sur K par 1/C =1/j
qui tend vers 0). C’est absurde.

Exercice 2.2. Si K CC €2, on a deux cas. Premier cas : a € K alors, pour
tout ¢ € D (), [(da, )| = |p(a)| < supg |¢|. Deuxieme cas : a ¢ K alors,
pour tout ¢ € Dk (), p(a) =0 et donc [(54, )| = 0 < supg |@|-

Exercice 2.3. Si K est un compact et ¢ € Dg(£2) alors

(10l < (suwlel) [ 111

ce qui prouve bien que T est une distribution.
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Exercice 2.4. Soit K un compact de R, A > 0 tel que K C| — A, A[ et
¢ € Dg(Q). Soit € > 0. On a

/|x>g @d‘” - /: @dw + /EA @daz.

Intégrons par parties ; nous obtenons :

de: —&)lne— Ine—
/w B o(—e)Ine—p(e) Ine /

xz —A

—&

A
¢ (z) In |z|dx —/ o' (z) In|z|dz

car o(A) = p(—A) = 0. La fonction R} > x — In|z| est localement
intégrable sur R} car elle est continue sur R et

1
/ |Inz|dr =elne —e+1—. 1.
&

Il en découle que

—€ A
lir% </ o' (z) In|z|dx + / ¢'(z)In |x|dm)
e —A €

/cp'(x) In |z|dz.
R

Comme ¢ est C!, on a o(—¢) — ¢(e) = —2e¢/(0) + o(g) au voisinage de 0
donc (¢p(—¢) — ¢(e))Ine ~ —2e¢/(0)Ine —._¢ 0, en particulier on a bien
I’existence de

existe et vaut

(wp(2), o)
et
Yo e Du®), o)) = |- [ o) nlalas] <supli] [ mfofas

ce qui prouve que vp(%) est bien une distibution.

Exercice 2.5. Supposons qu'il existe une fonction f € L, .(Q) telle que
0o = Ty. Soit 6 une fonction C* a support compact dans R" telle que
6(0) = 1. Posons ¢n(z) = (N (z —a)). On a supp ¢n = a+ wsupp 6, donc
a partir d'un certain rang, supp ¢y C Q. On a alors (64, on) = ¢n(a) =1

et (T, on) = fQ fen. Or si K est un compact de (2 voisinage de a, il existe
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un rang M a partir duquel, pour tout N > M, on ait supp ¢nx C K, ce qui
implique que, pour tout N > M, |fon| < |f|[|0]lcclx € L' () car f € Lj,..
La suite de fonctions fyy tend simplement vers 0 presque partout. Il découle
du théoreme de la convergence dominée que (T, pn) — N—4 0 ce qui est

contradictoire.

Exercice 2.6. C’est un corollaire immédiat du théoreme de représentation

de Riesz.

Exercice 2.7. On a vu que si K est un compact de R, alors

1
Vo € Dx(R),  |{up( >,<,o>|:'— /K () Infolda| < sup|¢! /K | Ine||dz.

Xz

Ceci montre que vp(%) est une distribution d’ordre inférieur ou égal a 1.
Supposons que vp(%) ne soit pas une distribution d’ordre exactement 1, mais
d’ordre 0. On en déduit que, pour tout compact K C R, il existe une
constante C' telle que

1
Ve €Dk(R),  [(vp(2), @)l < Csupp].
On prend alors K = [0,2] et ¢; € D(R) qui valent 1 sur [%, 1] telles que
0 < ¢; <1 et dont le support est inclus dans [%, 2]. On a alors

Udx

) . 1 )
Vj e N, (vp(g),cpﬁ > | —= In j

et supg |p| = 1. Ceci contredit 'existence de la constante C' précédente et
prouve bien que vp(%) est une distribution d’ordre exactement égal a 1.

Exercice 2.8. Soit ¢ € D(R). Supposons supp ¢ C|]— A, A[, ce qui implique
en particulier que p(—A) = p(A) = 0. En intégrant par parties, nous avons

/%o cos(jz)p(r)dr = /H cos(jz)o(x)dz

%) —A

~ [Ssin(ia)eta)] . [ st @ar= -2 [ s

—A J A 00

Donc
1 [T ,
S; l¢'(x)|dx — 0,

00 J—+00

[ estivptons
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ce qui prouve bien que cos jx tend vers 0 au sens des distributions.

Exercice 2.9. Soit K un compact de €. Soient N et C tels que, pour tout
¢ € Dk (Q),
(T, >\<1C7supsup\3 o.

aeN"
la|<N

Sig € C™(Q), on a alors grace a la formule de Leibniz (Exercice 1.2), pour
aeN'"et p € D (),

Q «a o —
(o0 = X (§) @0
B<a
En particulier, pour o] < N,

sup [0°(9¢) <) ([3) <Sgplaﬁgf> (S;pl8“ﬁ¢4)

O<a

yENT K yeNn
fa <N hI<N

< Z < ) sup sup |07¢| sup | sup 07 ¢
donc

sup sup [0 (g¢)| < supz() supsup 79| | [ sup | sup 57l

aeN" ~yENR K ~yEN?
lo]<N loj<N f<a hl<y hi<y

et

(9T, )| = (T, g¢)]

<C || sup Z ( ) sup sup |07 sup | sup 07|

aeN" ~ENN K ~yeN?
laj<N B<a hl<N <N

ce qui montre bien que g7 est une distribution.

Exercice 2.10. Soit ¢ € D(R). On a

wop().0) = op(H).wp@)) = tim [ TPy [ ()

0 jzse T €20 J|z|>e
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donc zvp(1) =1.

Exercice 2.11. On suit l'indication proposée. La fonction f(z) = ¢(z) —
0(z) est de classe C! et vérifie f(0) = 0. Donc

fa) = [ o= | P (au)du

grace au changement de variable ¢ = zu. Le théoreme de dérivation sous le
signe somme montre que

6@ = [ S

est de classe C'*™ et que pour tout k£ € N,

En effet, cela découle du fait que, si M}, est un majorant de |f*)| sur R (qui
existe car f est a support compact et qu’il en est donc de méme pour les
dérivées de f), alors

[ ) (@u)| < Mygru!

qui est intégrable sur [0, 1]. Il reste & vérifier que 1 est a support compact :
siz € Retsix¢supp U supp 0 U {0}, alors p(x) — ¢(0)0(z) = x¢(x) =0
car ¢(z) = O(x) = 0, ce qui implique que 1 (z) = 0 car x # 0. On a donc
1 € D(R) et supp 1 C supp ¢U supp 6 U {0}.

Nous avons donc,

(T ) = (T, 0(0)0(x) + x9p(2)) = @(O)T, 0) + (2T, ¢ (x)) = ¢(0)(T, 0)

car zT' = 0, et donc
<T7 @) = <T7 0> <607 @)7

ce qui prouve que T' = ¢dy avec ¢ = (T, 0) € C.

Exercice 2.12. La propriété énoncée est vraie si {2 est un intervalle ou-
vert de R (par récurrence sur l'entier «). Elle est donc vraie si € est
un ouvert quelconque de R. En effet, tout ouvert de {2 de R est réunion
dénombrable d’intervalles disjoints. Il suffit pour cela de considérer la re-
lation d’équivalence R sur €2 définie par xRy si et seulement s’il existe un
intervalle ouvert I, , contenant x et y et inclus dans 2. On vérifie aisément



58 Chapitre 2.

que c’est bien une relation d’équivalence. On remarque ensuite que les classes
d’équivalences sont des intervalles ouverts (en fait la classe d’équivalence de
x est la composante connexe de €2 contenant z). Comme Q est dénombrable
et que chaque classe d’équivalence contient au moins un rationnel (par den-
sité de Q), on en déduit que l’ensemble des classes d’équivalences est donc
au plus dénombrable et donc que €2 est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints.

Si maintenant ¢ € D(2), on en déduit que supp ¢ est inclus dans une
réunion finie d’intervalles ouverts disjoints I, ... Iy (par compacité de supp
©) de et donc que

@ ne= i / (0% f)p = (—1)° i / Fo°e) = (1" | (@),

et donc la propriété est vraie quel que soit 'ouvert 2 de R.

On raisonne maintenant par récurrence sur la dimension n de R". Soit
n € N, n > 2. Supposons que cela soit vrai au rang n — 1. Si maintenant )
est un ouvert de R", f € C™(Q2) et ¢ € D(Q2), on a

L@ ne=[ / @

ot on a noté R" o & = (x1,29,...,2,) = (z1,2') avec &/ = (x9,...,2,),
o = (ag,...,a,) et ot Q,, = {2/ € R"L, (z1,2") € Q} qui est ouvert car €,
est 'image réciproque par I'application continue R"! 3 2’ — (x,2') € R”

de Q. On a alors
[epe=[ [ earne
9] r1ER x/eﬂzl

L’hypothese de récurrence nous donne
[ aerne=coe [ @rpese)
IIEQzl IIEQ“

et donc

« — (_1)\l] o Oz,' )
/Qw Pe = (1) /le D

Le méme raisonnement mais en tranchant par rapport & ' nous donne

Lerneza=[ [ ornese
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o1 Q' est Pouvert de R défini par Q% = {z; € R, (z1,2) € Q}. En particu-
lier,

| oo = e [ rerare)

o
[@ne=-ve [ o)

Exercice 2.13. Soit K un compact de €2. Comme 7" est une distribution, il
existe N € N et C' > 0 tels que

donc

et termine 1’exercice.

Vo € Dk (), T, )| < C sup Sup 107 ¢).
s
En particulier,
Ve € Dx(Q), (0T ¢)| = [(T,0°¢)| < C sup sup |97y

1BI<N

<C Sup sup |07 ¢|.
K

ce qui prouve bien que 0“7 est une distribution sur €.

Exercice 2.14. On a vu dans 'exercice 2.4 que In |z| est localement inté-
grable sur R donc définit une distribution et que,

1
Ve e D(R),  (op(), ) = —(Infz|,¢)
et donc (In|z|)’ = vp(1) au sens des distributions.

Exercice 2.15. Il suffit de montrer que si une suite de distributions 7}, tend
vers 0 alors, 0“1, tend vers 0. Or T, tend vers 0 si et seulement si, pour
toute p € D(), (T}, ¢) — 0. En particulier, comme pour toute ¢ € D(2),
(0°T,, o) = (=1D)lN(T;,, 0%¢p) — 0, le résultat en découle.

Exercice 2.16.
1. Si on le montre pour la dérivation par rapport a zi, le résultat se prou-
vera de maniere analogue pour les dérivations par rapport aux autres
Zj.
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a. On a

b
_/f(m)ag(w)dx:—/ < f(xl,,CEQ,...,QL‘n)X
(9] xl }ag,bg[x-»-x]a,“b”[ a

S—Z(xl, Ty .., xn)dxl) dxy - - -dx,

Prouvons maintenant que si u est une fonction définie et dérivable
sur un intervalle Ja, b[ de R telle que v’ € L}, .(Ja,b]) et v € D(]a, b])
alors

/ab o (z)v(z)de = — /ab u(z)v' (z)dz.

Cela découle du fait que si w est une fonction dérivable sur Ja, b
dont la dérivée est intégrable sur tout compact [c,d] Cla,b| alors
w(d) —w(c) = fcd w'(t)dt. Attention : cette égalité n’est pas triviale
car w' n’est pas continue ! Il s’agit d’un théoréeme du & Lebesgue et
nous renvoyons le lecteur a un ouvrage d’intégration ou par exemple
a 'ouvrage de W. Rudin, “Analyse réelle et complexe”, Masson,
page 161, théoreme 8.21. En particulier, appliquant cela la fonction
w = uwv sur un intervalle [c, d] tel que supp v Cle, d[ nous obtenons

0 = u(d)v(d) — u(c)v(c) = / (v'v + vu')

b d d b
/ 'LL/U = / 'LL/U = —/ w' = —/ 'LLU/.
a c c a

Revenant a 'intégrale initiale, nous avons donc

donc

by 8
f(x1, 29, .. ,xn)—cp(xl, Toy ..., Xy)dx]
a (9x1
b] 8
= — a%(ml,mg,...,mn)cp(ml,xg,...,mn)dxl
1

a

d’ou le résultat demandé.

. La compacité du support de ¢ entraine le résultat.
. On prend une partition de 'unité adaptée a la famille de paral-

1élépipedes P, ..., Py précédente, c’est-a-dire qu’on prend des fonc-
tions 1, ..., @y telles que supp ; C P; et telles que p1+---+¢pn =
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1 sur supp ¢. On a alors

/f gzd Z/ 3$1

—Z | st @iz = - [ @i

d’ou le résultat.

Exercice 2.17. Pour montrer que la fonction % définit bien une distribu-
tion, il suffit de montrer qu’elle est localement intégrable sur C. Comme
cette fonction est continue sur C\ {0}, elle est donc localement intégrable
sur C\ {0}. Pour conclure, il suffit de montrer qu’elle est intégrable sur tout
voisinage compact de 0, et donc il suffit de montrer que pour tout R > 0,
f‘ <R drdy « 4. Pour cela, on passe en coordonnées polaires :

|2
R
d
/ dxdy:%r/ u:27TR<—1—OO
l2|I<R 2| o T

ce qui montre bien que % définit bien une distribution 7'.
Le théoreme de la convergence dominée montre maintenant que 7}, tend
vers T. En effet, si ¢ € D(C), la suite de fonctions Hzﬁcp(z) converge

©(2)

simplement vers et est majorée en module par |99|(|)| qui est intégrable

car % est localement intégrable sur C. Et donc

z ©(2)
/(C |Z|2+#§0( )7L—>+OO/(C z

ce qui montre bien que 7}, — T'.

La Continuité des opérateurs de dérivations partielles (proposition 5.2.)
montre que o a1, — @T Pour calculer FT7 il suffit donc de calculer
l1rn,L_,+OO a, T,. La dlstrlbutlon T, étant associée a une fonction C*°, la dis-

tribution 2 5z 1n est donc la distribution associée a la fonction % (%Wﬁ)
n2
On a

0z \|eP+5:/) e+ (P2 (2P +32)
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donc, si ¢ € D(C), on a

oT, 1 L
<82 ,$) —/C;m¢(z>dm(z),

olt dm(z) est la mesure de Lebesgue sur C. Posons z = ¥ dans cette intégrale,
nous obtenons

(G20 = [ 2 e amw),

Si M est un majorant de || alors

1 w

>2<P(

'W>

< M
n’| ~ (lw]?+1)?

qui est intégrable sur C car, en passant en coordonnées polaires,

/ dm(w) _QW/JFOO rdr _W/JFOO du e too
c(wP+12 "l 2D Sy (w1 '

En utilisant le théoreme de la convergence dominée, comme

1 w

T+ 1

)

n

tend simplement vers

on en déduit que

<%’¢> ”joo/c %m%p(o)dm(fw) = gp(O)% /@ _dm(w) — (0)

d’apres le calcul fait précédemment. Et donc %—g = dy.

Exercice 2.18.

1. Q\ {a} est un ouvert d’annulation de d,. En effet, si ¢ € D(Q\ {a}),
alors supp ¢ est un compact de Q\ {a} et donc p(a) = 0, ce qui implique
que (dq, ) = 0. Si maintenant 2\ {a} n’est pas le plus grand ouvert
d’annulation de §,, alors €2 est le plus grand ouvert d’annulation de d,,
ce qui veut dire que §, = 0, ce qui est absurde. On en déduit que le plus
grand ouvert d’annulation de J, est Q \ {a} et donc que supp 6, = {a}.
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2. Il suffit de montrer qu'un ouvert d’annulation de 7' = vp(%) est vide.
Supposons donc que 2 soit un ouvert d’annulation de 71" non vide. Tout
d’abord, on ne peut avoir 2 = {0} car {0} n’est pas ouvert. Et donc,
il existe a € R\ {0} tel que a € Q. Supposons a > 0 (le raisonnement
sera identique si a < 0). Comme §) est ouvert, soit a > 0 tel que
Ja—a, a+a[C 2. On peut supposer a < a, si bien que Ja—a, a+ao[C RY.
Soit maintenant une fonction ¢ € D(Ja — «a, a + af, positive et telle que
¢ =1sur|a— §,a+ §[. On a alors

a
a+3

>0

ez [ 8

a=35

donc (vp(2), @) # 0 ce qui contredit le fait que € est un ouvert d’annu-
lation de T'. On a donc bien prouvé que supp vp(%) =R.

Exercice 2.19. Soit L le support de 7. On prend une fonction 6 a support
compact dans €2 qui vaut 1 au voisinage de L. On en déduit que si ¢ € D(Q)
alors ¢ — 0 est nulle au voisinage de L = supp 7" donc ¢ — O € D(Q\supp
T) et donc (T, ) = (T,6yp). Soit K un compact de €. Soit M le support
de 0 qui est donc un compact de €2. Il existe N € N et C' > 0 tel que si
v € Dg(N), alors

(T, o)| = |(T,0¢)| < C sup sup |0 (0y)|
la|<N M

Or, si |a] < N, grace a la formule de Leibniz,

sup [0°(6¢)| = sup |0%(0p)| < C’ <supsup|8ﬁ9|> (Supsupl(‘?%|>
M KNM M p<a K f<a

et donc

(T, )| < C" sup sup|0°(0y)|
lo|<N K

ou C” et N sont donc indépendantes de K.

Exercice 2.20. Si ¢ € £(f2) et si 0; et Oy sont deux fonctions de D(12)
valant 1 au voisinage de supp T, alors (0; — 63)p € D(Q\supp 7') donc

<T7 01@) - <T7 02(P>'
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Exercice 2.21.

i.

1.

Sty e R, (T'x ¢)(y) = (T, 7y¢). Donc [1.(T * ¢)](y) = (T, 7). Or,
siz e R, 7,_,0(2) = oy —x — 2) et [1,((T2))](2) = p(y — x — z) donc
(T, 1y—ap) = (L, 7y((120))) = (Tx(72¢0)) (y) et donc 7, (Txp) = T'x(72¢0).
Sty e R, (nT) @) (y) = (ra(T), 7yp) = (T, 7 [(7,0)]) avec
T—o[(1y)](2) = ¢(y — 2 — @) et donc 7(T * @) = (%, T) * .

Montrons d’abord que, si a € N”, alors

(0°T) o =T+ (%)

On a (0°T) * p(z) = ((0°T), @) = (=1)*(T’, 0*(m2)) = (T, 7[(0"¥)])
=T (0%)()
Si h = (h1,0,...,0) avec hy # 0 alors

Txpx+h)—Txp(x) T_}LT*gO—T*(p(m)

ha hi
T —T o
— L*cp (x) = |7+ 2272 ().
hl hl

Pour conclure que T * ¢ est dérivable et que 01(T * ) = T * (01¢), il
suffit de montrer que la famille de fonctions % tend vers 0 pour la
topologie de D. Le résultat général pour o € N" quelconque s’obtiendra
alors par récurrence sur |a|.

Il suffit donc de montrer que, pour toute suite h; de réels qui tend vers
0, la suite ¢; = %(T,(hho 77777 0y — ) tend vers Jip. Remarquons tout
d’abord que supp ¢; est inclus dans (supp ¢) U (supp ¢ + h;) et donc
qu’il existe un compact K tel que, pour tout j € N, supp ¢; est inclus
dans K car (h;) tend vers 0. Il reste & montrer que les dérivées d’ordre

B pour 3 € N" de ¢; — ¢ tendent vers 0 uniformément sur K quand j

tend vers +oo pour conclure. On remarque que, pour (z1,...,x,) € K,
o’ ! o
h_j(T—(hj,o ..... 0e — @) —oip | (z1,...,2,)
o’ —hi Ty ) — OP0(T1, T,y . ., T
- - — ,xh> A ) —8165<P(m1,...,xn>
J
donc
g (1
0 {<Tf(hj70 ..... oY — @) =0 | (z1,...,2,)
j
3 _}. _ap
< '8 o(x1 h],xQ,...,x;:) 0% p(x1, T2y .., Ty) 0 (e, 1)
J

< |hy] St}l{plf?fa%l
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d’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, et donc

1
sup[0° (170000~ 9) = 1) (o0.22)
J

reK

< |hy] St}l{plf?fa%l

tend vers 0 quand j tend vers 400 ce qui termine la preuve.
Six e R" ona

(T (px ) () = (T, (@ x P)]) = (T, 2= (@ x ) (=2 + x))

=(T,z . oz — 2z —yhh(y)dy).

Le support de 'application z — f g (T — 2 —y)Y(y)dy) est x — ( supp
@ + supp ¥ ) = K, et l’mtegrale précédente est en fait une intégrale
portant sur les y € (x — K, — supp ) Nsupp . Notons L, le compact
(z — K, —supp ) Nsupp ¢ et soit A, un nombre réel positif tel que L, C
[—A,, A;]". En écrivant cette intégrale comme une limite de sommes de
Riemann, on peut écrire

N

/ plz —2z—y)(y)dy = lim > Ajno(r—z—yin)(yn)
yER? —+ e

oules A\jy >0 et y; v € L,. Plus précisément, si F' est une fonction C!
sur [a,b] et My un majorant de la dérivée seconde de F', I'inégalité de
Taylor-Lagrange nous donne

b— )2
F(b) — F(a) — (b— a)F(a)] < M > a)”
En particulier si f est continue sur [a,b], la fonction F(x f f@t)
vérifie cette inégalité et donc
(b—a)

< M,

[ stat- -

2

ou M; est un majorant de f’. Si on décompose [a,b] en les N intervalles
[a+ b;,—“k, a+ l’;,—“(k%— 1)] pour £ =0,..., N —1, si on applique I'inégalité
sur chacuns de ces intervalles et si on somme ces inégalités, on obtient

b—a (b—a)?
f ﬁ—_Nkﬂf< MSAQQN
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(c’est la méthode des rectangles). En particulier, pour z € K, on a

\/A e = De -

24 24 24
kzk_o N Pz ta— ke )p(—at ko)

< FA sup max 0 (plz =2z —y)v(y))|-

L, 6%
En appliquant cette inégalité aux fonctions z — f[_ A AL olx —z —
Y)Y (y)dy et ainsi qu'aux dérivées z +— f[—AT.AI}“ OPp(x — 2 — y)(y)dy,
on en déduit que la suite de fonctions a supports dans K,

2A, 2A, 2A,
N (—a+ k)

converge uniformément ainsi que ses dérivées sur le compact K, vers la
fonction

— —z— dy.
8 RS OL

On en déduit que

(T, z — ol — 2z —y)Y(y)dy) =
yER"
N-1
, 24, 24, 24,
=dm 3 ST ele s ket kg
CLyeeey n=—
N—-1
_ 24, 24, 24,
= i ZON (@+a=—k=F)p(-atk=r)
1 sRp ="

La fonction T * ¢ est C*°, donc continue et donc la derniere limite est
une somme de Riemann qui converge donc vers

/ . (T * o) (x —y)Y(y)dy = / (T, 2z p(x — 2 —y))(y)dy.

yeR?

Autrement dit, on a montré qu’on peut permuter ’action de la distri-
bution 7" avec l'intégration par rapport a y, c’est-a-dire qu’on a

(o [ etemzmpitiy) = [ 0z clamsmiuiy
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On a alors

BT, 2 oz — 2 —y))dy = / bz —y' )T, 2 o oy —2))dy

yeR? y'eR”

oll on a posé y' = x — y, et cette derniere intégrale vaut

Y@=y )(T*)(y) =T * o) * Y] (z).

y/ GR'Z

(Cette question était difficile donc ne vous inquiétez pas si vous n’étes
pas arrivés a la traiter).

Exercice 2.22. Les points ¢, i et 722 se prouvent de maniere analogue. Il
reste le point v, c’est-a-dire qu’il reste a montrer que 7' * v est a support
compact. Plus précisément, nous allons montrer que supp 7' xv¢ C supp 1 +
supp ¢. Pour cela, soit = & (supp T + supp ). Or supp 7,9 = z— supp .
Et (z— supp ) N supp T = () puisqu’on a supposé que x & (supp T + supp
¥). Et donc T * ¢(x) = 0, ce qui prouve bien que supp T * ¢ C supp T +
supp .

Exercice 2.23. Si T est a support compact alors T % ¢ € D(R) et donc
S (T * ) a bien un sens. Si S est a support compact, alors T' x ¢ € E(R)
et donc S * (T * ¢) a bien un sens. Il existe alors une unique distribution
U telle que U x ¢ = S % (T % ¢). Pour voir "unicité il suffit de remarquer
qu’on a nécessairement (U, p) = (U * ¢)(0) = [S % (T * ¢)](0). Montrons que
U ainsi définie est bien une distribution. Si ¢; est une suite de fonctions qui
tend vers 0, alors il existe un compact K qui contient tous les supports des
@; et tel que, sur K, toutes les dérivées des ¢; tendent uniformément vers 0.
On en déduit que toutes les dérivées de (1" * ¢;) tendent uniformément vers
0 sur tout compact de R" et donc que [S * (T'* ¢;)](0) = (U, ¢;) tend vers 0
donc que U est bien une distribution. On a alors

(U p)(x) = (U, ) = [U* (120)](0) =[S (T (122))](0)
= [S(T*(7-20))](0) = [S*7o(T*p))(0) = 7o [S*(T)](0) = [S*(T*p)] (),

d’ou le résultat.

Exercice 2.24.
i. Si p,v € D, puisque la convolution de fonctions est commutative, le
point 2% du théoreme 7.2 implique que

(S*T)pxp) =S*(Tx(px9)) = Sx (T xp) x ) =5 * (Y (T * ).
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Chapitre 2.

Si supp T est compact, appliquons une fois encore iii du théoreme 7.2
tandis que si supp S est compact, on applique le point 777 du théoreme
7.4. Dans les deux cas, nous avons

(S*T)(px1p) = (Sx)* (T *¢p).

Puisque ¢ x ¢ = ¥ * ¢, le méme calcul donne

(T 8) % (0 x9)) = (T x @) x (S * ).

On a donc

(S*T)(p*1h) = (T*S5)*(p*1).

Pour conclure que S «*T = T % S, il reste a montrer que si U est une
distribution telle que U xp=*1) = 0 pour tout ¢,y € D, alors U = 0. Pour
cela on remarque que si ¢ € D et si 6 est une fonction de D a support
dans un voisinage de 0 et dont l'intégrale vaut 1, alors 6;(z) = j"0(jx)
est une suite de D et on a, pour x € R",

(% 0;)(z) = / ol — 4)7"0(y)dy =

[ ot = ufipdu — o) [ owin = o)
donc, comme U * (¢ x0;) = 0, on a U x ¢ = 0 puis U = 0 puisque

(U, ) = (U $)(0).
Si ¢ € D, un calcul simple nous donne

(ST, ) = (S, (T*@)).

D’apres ¢, nous pouvons supposer que supp 7' est compact. La démons-
tration du point v du théoreme 7.4. montre que le support de T * ¢ est
contenu dans supp 7' — supp ¢. En particulier (S % T, ¢) = 0 & moins
que supp S ne coupe supp ¢ — supp 7', c’est-a-dire a moins que supp ¢
ne coupe supp S + supp 7.

Nous concluons d’apres i@ que

(R+xS)*T et R« (S«T)

sont définies si au plus un des ensembles supp R, supp S et supp 1" n’est
pas compact. Si ¢ € D, on a

(R (S*«T))*xpo=Rx*x((S+«T)*x¢)=Rx* (S (T x¢))
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Si supp T est compact, alors
(RxS)«T)xp=(R*xS)(Tx¢)=Rx(S*(Tx*ep))
car T'xp € D d’apres iv du théoreme 7.4. On obtient donc le résultat des
que supp 1" est compact. Si supp 1 n’est pas compact, alors supp R est

compact et le cas précédent combiné avec la propriété de commutativité
¢ nous donne

Rx(ST) = R*(TxS) = (I'«xS)*xR = T*(S*R) = T« (RxS) = (RxS)«T.
iv. Si p € D, alors §y * p = @ car
(00 * @) (x) = (b0, Tap) = (T2£)(0) = ().
Donc les parties 412 ci-dessus et 72 du théoreme 7.2 nous donnent
(O“R) * o = R* (0%p) = R (0“(d * ¢)) = R x (0%dy) * .
v. Cela découle de v, iii et 7 :
O(R*S)=(0%0) * (R+S)=((0%9) * R)* S =(0"R) x S
et de méme pour 'autre égalité.

Exercice 2.25. Ona D(T* E) =T« (DE) =T x 6y =T.



