Chapitre 4.

Méthodes énergétiques,
formulations variationnelles
et espaces de Sobolev.

Tout ce que nous avons fait précédemment faisait appel aux méthodes
de représentation intégrales. Nous nous proposons maintenant de faire appel
a des méthodes différentes appelées méthodes énergétiques car elles font in-
tervenir les normes L? de nombreuses expressions. Une premiere illustration
de ces méthodes sera 'obtention du principe de Dirichlet pour 1’étude de
I’équation de Poisson.

1. Existence et unicité pour 1’équation de
Poisson et Principe de Dirichlet.

Soit Q un domaine de R" de classe C* et S le bord de €. Considérons le
probléeme de Dirichlet
{ —Au=f dans () (1)

u=g sur S

ou f est donnée sur () et g est donnée sur S. Nous avons le théoreme suivant,
qui découle du principe du maximum, mais nous allons en donner une autre
preuve afin d’illustrer notre propos.

1.1. Théoréme. Il existe au plus une seule solution u € C*(Q) du probléeme
1).



124 Chapitre 4.

Exercice 4.1. Soient u; et us deux solutions. Posons w = uy —uy. Montrez,
en utilisant la formule de Green que

O:—/wAwdx:/HVwHde.
Q Q

En déduire que w =0 dans ).
Nous allons montrer & présent qu’une solution de I’équation (1) peut-étre

caractérisée comme minimisant une fonctionnelle appropriée. Pour cela, nous
définissons la fonctionnelle énergie :

= [ (3196l - wr) do

ol les fonctions w sont dans I’ensemble
A={weC*Q), w=gsur S}
Nous avons le théoréeme suivant :
Théoréme 1.2. (Principe de Dirichlet). w est solution de (1) si et

seulement si
I'u] = min Iw]. (2)

weA

Exercice 4.2.
1. Soit w € A et u solution de (1). Montrez que

0= /Q(—Au — f)(u —w)dz.
En déduire
O:/Q(VU-V(u—w) — f(u —w)) dx,

puULS que
[l sy e = [ (Ve whae <
Q Q

1 1
/(—HVUHQ—F—HVwHQ—wf) dx.
o \2 2

En déduire qu’on a (2).
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2. Supposons qu’on ait (2). Soit v € D(Q) et posons
i(r) = Iu+ Tv], T €R.

Montrez que i est dérivable, que i'(0) = 0. En déduire que

/Q(Vu Vo —vf)dz = /(—Au — fvda.

Q

En déduire qu’on a (1).

2. Espaces de Sobolev en dimension 1.

2.1. Motivations.

Considérons le probleme suivant. Etant donné f € Cf0,1], trouver
une fonction u vérifiant

—u"+u=f dans[0,1],
{ w(0) =0 wu(1)=0. (1)

Une solution classique (ou solution forte) du probleme (1) est une fonction
de classe C? sur [0,1] vérifiant (1) au sens usuel. Bien entendu, (1) peut-
étre résolu explicitement par un calcul tres simple, mais nous ignorerons cet
aspect des choses afin d’illustrer la méthode sur cet exemple élémentaire.
On multiplie (1) par ¢ € C[0, 1] et on integre par parties ; il vient :

/olu/¢/+/01“¢:/01f¢’ Ve € C'0,1),  9(0) =p(1)=0. (2)

On notera que (2) a un sens dés que u € C*[0, 1] (contrairement & (1) qui sup-
pose u deux fois dérivable); en fait, il suffirait méme d’avoir u, v’ € L'[0,1],
u’ en un sens a préciser. Disons (provisoirement) qu’'une fonction u de classe
C! qui vérifie (2) est une solution faible de (1).
Le programme suivant décrit les grandes lignes de ’approche varia-
tionnelle en théorie des équations aux dérivées partielles :
A. On précise la notion de solution faible ; celle-ci fait intervenir les
espaces de Sobolev qui sont les outils de base.
B. On etablit 'existence et 'unicite d’une solution faible par la methode
variationnelle, via le théoreme de Lax-Milgram.
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C. On prouve que la solution faible est de classe C? (par exemple) : c’est
un résultat de régularité.

D. Retour aux solutions classiques. On montre qu’une solution faible de
classe C? est une solution classique. L’etape D est trées simple. En
effet, supposons que u € C?[0,1], u(0) = u(1) = 0 et u vérifie (2). En
intégrant (2) par parties, on obtient

/0<—u”+u—f>so:o, Vo e Cl((wbl,  @(0) = (1) =0.

Exercice 4.3 En déduire alors que —u" +u = f.

2.2. Définitions et propriétés immeédiates.

Définition 2.2.1. Si I est un intervalle ouvert borné ou non de R et p € R
avec 1 < p < oo, l’espace de Sobolev WP (I) est défini par

W'P(I) = {u € LP(I), u'(dérivée distribution) € LP(I)}.

On pose
HY(I) = Wh(I).

Remarque 2.2.2. Bien faire attention quune fonction v € LP(I) définit une
distribution mais que la distribution dérivée de u n’a aucune raison d’étre une
fonction. On sait simplement que c’est une distribution, et rien de plus. C’est
le fait d’étre dans l’espace de Sobolev WP qui sera alors équivalent au fait
que la dérivée de u au sens des distributions coincide avec une distribution
associée a une fonction g € LF(I), et c’est par abus de langage que I’on note
u' =g e LP(I).

Exercice 4.4
1. Montrez que C(I) C WP(I) pour tout p > 1.
2. Montrez que si I =] —1,1] et si u(z) = (|z| + z) alors pour tout
p € [1,+oc], ue WHP(I) et que v' = H ou

1 st0<x <1
H(x)_{o si—1<a<0,

Montrez que plus généralement toute fonction continue sur I et con-
tindment dérivable par morceauz sur I appartient a WP (I) pour tout
p € [1,+00].
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3. Montrez que la fonction H n’appartient pas a WP, pour tout p €
[1, +00].

Notation 2.2.3. L’espace WP est muni de la norme
[ullwre = llull + 10/ o

(ou parfois si 1 < p < +o0, de la norme équivalente [||ully, + ||u'||7,]/7).

L’espace H' est muni du produit scalaire

(u, vy g = (u, v) 2 + (U, ") e

et la norme associée est

1
lullerr = ([lullz: + [[o/]7:)?
qui est équivalente & la norme de W2,

Exercice 4.5. Vérifiez les affirmations précédentes concernant les équiva-
lences de normes.

Nous avons le théoréeme fondamental suivant :

Théoréme 2.2.3.L espace WP est un espace de Banach pour 1 < p < +oo.
L’espace WP est séparable pour 1 < p < 4+00. L’espace H' est un espace de
Hilbert séparable.

Exercice 4.6. On se propose de montrer le théoréme précédent.

1. Montrez que l’espace W' est bien un espace de Banach.

2. Montrez qu’un sous-ensemble F' d’un espace métrique séparable est
aussi séparable (on pourra considérer une suite (u,) dense dans E,
puis choisir ap,, € B(u,, ﬁ) NFE si cet ensemble n'est pas vide). En
considérant T : WP 5 u — (u,u’) € LP x LP, montrez que W'? est
séparable.

Les fonctions de WP sont “en gros” des primitives de fonctions de L?. Plus
précisément, on a le théoréeme suivant :

Théoréme 2.2.4. Soit u € W' ; alors il existe une fonction u € C(I) telle
que
u=1u presque partout sur
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u(z) —u(y) = /I o' (t)dt, Va,y € I.

Remarque 2.2.5. Précisons bien la portée du théoréme précédent. No-
tons d’abord que si une fonction u € WLP, alors toute fonction v telle que
u = v presque partout sur I appartient aussi ¢ WP, Le théoréme précédent
affirme que toute fonction u de WP admet un et un seul représentant con-
tinu, c’est-a-dire qu’il existe une fonction continue qui appartient a la classe
d’équivalence de u pour la relation u ~ v si et seulement si u = v p.p. Quand
cela sera utile, par exzemple, pour donner un sens a u(x) quand x € I, on
remplacera systématiquement u par son représentant continu ; afin de ne pas
alourdir les notations, on désignera également par u le représentant continu.

Exercice 4.7. On se propose de montrer le théoréme précédent.
1. Montrez que, si f € L}, (I) est telle que f' =0 au sens des distribu-
tions, alors il existe une constante C' telle que f = C p.p.

2. Soitge L} (I) etyy € I. On pose

loc

v(z) = /Ig(t)dt, Vz € I.

Yo

Montrez qu’alors v € C(I) et que

Vo € D(I), /w’ = —/990-
I I

3. En déduire le théoréme.

Théoreme 2.2.6. Soit u € LP avec 1 < p < +o00. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i. u € W

it. Il existe une constante C' telle que

'/Iuso’

ou p est tel que 1% + % = 1.
1ie. 1l existe une constante C' telle que, pour tout ouvert w CC I et tout
h € R avec |h| < d(w,R\I), on a

< Ol Vo € D(I)

[u- +h) = ul

() < Clh|.
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De plus, on peut choisir C = ||u'|| (1) dans ii et idi.
Exercice 4.8. On se propose de montrer le théoréeme précédent .

1. Montrez que © implique 1.
2. En utilisant la forme linéaire

QOED(I)D—)/UQO/
I

et le théoréme de dualité (LP) = LY, montrez que ii implique i.
3. On se propose de montrer que i implique iii. Montrez que, pour x € w,

1
u(z+h) —u(x) = h/ u'(z + sh)ds.
0
En déduire la conclusion st p = 400. St 1 < p < 400, montrez que
1
lu(z + h) —u(z)|’ < |h|p/ [u'(z + sh)[Pds.
0
En déduire i1i.
4. Montrons maintenant que 1ii implique ii. Soit p € D(I). On choisit

w CC I tel que supp ¢ C w. Pour h € R avec |h| < d(w,R\ I),
montrez qu’on a

/ fu(z + h) — u(@))p(z)dz = / u(@)lp(@ — h) — p(z)]dz.

1 I

En déduire que

< Clhlllell e,

/[u(m + h) —u(z)]p(x)dz

1
I

Corollaire 2.2.7. Une fonction u € L>(I) appartient a WHT° si et seule-
ment s’il existe une constante C' telle que

pULS que

<Cllell, Ve eD).

lu(z) —u(y)| < Clz —y| pour presque tous x,y € 1.

Exercice 4.9. Montrez le corollaire 2.2.7.
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Certaines opérations fondamentales de ’analyse ont un sens uniquement pour
des fonctions définies sur R tout entier (par exemple la convolution, la trans-
formation de Fourier, etc ...). Il est donc utile de pouvoir prolonger une
fonction uw € WH(I) en une fonction 4 € WIP(R). Le résultat suivant
répond a cette préoccupation :

Théoréme 2.2.8. (Opérateur de prolongement). Soit1 < p < co.
Il existe un opérateur de prolongement P : WHP(I) — WYP(R) linéaire et
continu tel que
i. [P(w)]jr=u, Yue Wh(I).
i ||P(u)ll ) < Cllullpy, Yu € WH(I)
111. HP(U)HLp(R) < C”U/le,p([), Yu € Wl’p([).

Exercice 3.10. On se propose de montrer le théoréme précédent.
1. Commencgons par le cas ou I est non borné. Montrez qu’on peut se
ramener au cas ou I =]0,4o00[. Posons

vy S ou(z) sixz>0,
Plu)(z) = w'(z) = {u(—x) stz <0.
Montrez que P vérifie les conditions énoncées.
2. On cosidere maintenant le cas d’un intervalle borné I. Montrez qu’on
peut se ramener au cas ot I =]0,1[. On fize une fonction n € C*(R),

0 <n<1 telle que
(z) = 1 s1x<
MNY=10 siz>

W | QO [ =

Etant donnée une fonction f définie sur |0, 1[, on pose

>\ Jflx) si0o<z<],
f(x)—{ 0 st x> 1.
2.1. Montrez que, si u € WYP(I), alors nu € W'?(]0,+o0[) et (nu) =
n'u + nu'.
2.2. Soit w € WYP(I). On écrit u = nu + (1 — n)u. Montrez qu’il existe
une fonction v € WHP(R) qui prolonge nu et telle que

vl o) < 2wl oy, o1 [lwiom) < Cllullwirn.-

2.3. Construire de maniére analogue un prolongement ve de (1 — n)u.
2.4. Conclure.
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Certaines propriétés des fonctions de classe C' restent valables pour les fonc-
tions de W', Il est trés commode d’établir ces propriétés par densité & 1’aide
du résultat suivant :

Théoréme 2.2.9. (Densité). Soit u € WP(I) avec 1 < p < +00. Alors il
existe une suite (u,) dans D(R) telle que u,; — u dans WHP(I).

Exercice 4.11. On se propose de montrer le théoréme précédent. Pour cela,
on va utiliser une technique importante de convolution (qui rend les fonctions
C™) et de troncature (qui rend les fonctions a support compact).
1. Montrez tout d’abord qu’on peut supposer que I = R.
2. Soit p € L'(R) et v € WIP(R) avec 1 < p < +oo. Montrez que
pxv € WL(R) et (prv) =p*v'.
3. On fize une fonction ( € D(R) telle que 0 < ( <1 et

|1 sz <1,
C(x)_{() si |x| > 2.

On définit la suite

On définit aussi une suite régularisante p,, c’est-a-dire une suite p,,
de fonctions de D(R) telles que supp p, C|— %, %[ et [pn=1, p, >0.
Montrez que la suite u, = C,(p, * u) converge vers u dans W' et
vérifie la conclusion du théoréme 2.2.9.

Remarque 2.2.10. En général, on ne peut pas choisir dans le théoréme
2.2.9 une suite de D(I) (voir a ce sujet le paragraphe suivant). Autrement
dit, D(I) n’est pas dense dans W'P(I) (sauf si I = R).

Théoréme 2.2.11. [l existe une constante C' (dépendant seulement de la
longueur de 1) telle que

lull =y < Cllulf (1), Yue WH(I), V1 <p < +oo.

Autrement dit, WHP(I) C L®(I) avec injection continue pour tout 1 < p <
+00.

Exercice 4.12. On se propose de montrer le théoréme précédent.
1. Montrez qu’on peut supposer I = R.
2. Soitv € D(R). Si 1l <p < 400, on pose G(s) = |s]P~!s..
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2.1. Montrez que la fonction w = G(v) est de classe C' a support
compact et que

Vz € R, Gv(x)) = /l plo(t)[P~ 1! (t)dt.

—0o0

2.2. FEn déduire que
Ve eR,  |o@)” < pllollE 1],

et que
Vo e DR),  [lvflzx < Clloflp

ot C est une constante universelle.
2.3. Conclure.

Exercice 4.13. Montrez que si I est un intervalle borné et 1 < q < +o0,
alors

el = Mlu'llze + [lullzs

est une norme équivalente a la norme de WP(I).

Corollaire 2.2.12. On suppose I non borné et u € WIP(I) avec 1 < p <
+o00. Alors on a
lim u(x) = 0.

rel
|z| =0

Exercice 4.14. Montrez le corollaire 2.2.12.

Corollaire 2.2.13. (Dérivation d’un produit). Soient u,v € W'P(I)
avec 1 < p < oo. Alors uv € WP(I) et

(uwv) = u'v + uv'.

De plus, on a la formule d’intégration par parties

Va,y € I, /: w'v = u(y)o(y) — ulz)v(z) — /: w'.

Exercice 4.15. On se propose de prouver le corollaire précédent.
1. Siu,v € WYP(I), montrez que uv € LP.
2. Montrez le corollaire si 1 < p < +00.
3. Montrez le théoréme si p = oo.
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Corollaire 2.2.14. (Dérivation d’un produit de composition.) Soit
G € C'(R) tel que G(0) = 0 et soit u € WHP(I). Alors

Gouec WhH(I) et (Gow) = (G ou)u.

Exercice 4.16. On se propose de montrer le corollaire précédent. Soit
M = ||U||Loo
1. Montrer qu’il existe une constante C telle que

Vs € [-M,+M], |G(s)] < Cls|.

2. Montrer que G ou et (G' ou)u’ sont dans LP(I).
3. Conclure si p < 400, puis si p = +00.

On définit maintenant les espaces de Sobolev W™ (I).

Définition 2.2.15. (Espaces de Sobolev W™?(I)). Etant donnés un
entier m > 2 et un réel 1 < p < +00, on définit par récurrence 1’espace

W?TL,p(I) _ {u c Wm—l,p([); u e Wm—LP(I)} .
On pose
H™(I) = W™(I).

On vérifie aisément que u € W™P(I) si et seulement s'il existe m fonctions
91y -+, 9m € LP(I) telles que

Vi € D(I), /uso(j) = (—1)j/gjs0-
On note donc A
uV) = g;, Vi=1,...,m.

L’espace WP est muni de la norme

m
lullwns =l + Y a9 1
j=1
et 'espace H™ est muni du produit scalaire

m

<u, U)Hm = <u, U)LQ + Z<u(a), 'U(Q)>L2~

J=1
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Exercice 4.17. Montrez que W™?(I) C C™ Y (I) et que cette injection est
continue.

2.3. L’espace W, ”(I).

Définition 2.3.1. Etant donné 1 < p < oo, on désigne par W,”(I) la
fermeture de ’espace des fonctions de classe C' & support compact dans
WP(I). On note HY(I) = W, *(I).

L’espace W, est muni de la norme induite par W'? ; I'espace H est
muni du produit scalaire induit par H'.

Exercice 4.18. Montrez que les espaces Wol’p sont des espaces de Banach
séparables, et que H} est un espace de Hilbert séparable.

Exercice 4.19. Montrez que Wy " (R) = W'?(R).

Exercice 4.20. Montrez, en utilisant une suite régularisante (p,) que
i. D(I) est dense dans Wy (I)
ii. siu € WY(I) est & support compact inclus dans I, alors u € Wy (I).

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle des fonctions de
VVO1 P(I) -

Théoréme 2.3.2. Soit u € W'»(I), alors u € W, P(I) si et seulement si
u=0 surdl.

Exercice 4.21. On se propose de montrer le théoréme précédent.
1. Montrez que siu € Wy'(I) alors u =0 sur 0.
2. Soitu € WP(I) tel quew = 0 sur dI. On fize une fonction G € C'(R)

telle que
0 st <1,
G(t)_{t si [t > 2

et
G <, VteR

On pose u,, = %G(nu) Montrez que u,, € Wol’p et que u, — u dans
whte,

Théoréme 2.3.3. (Inégalité de Poincaré). On suppose que I est borné.
Alors il eziste une constante C (dépendant de |I|) telle que

Vue W), fullws < Ol
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i

Autrement dit, sur Wol’p(l), la quantité ||u
la norme de W,

» est une morme équivalente a

Exercice 4.22. On se propose de montrer le théoreme précédent. Soit
a €0l et x € I. En utilisant l’égalité

montrez que ||ul|r~ < ||[u||zr. Conclure.
Remarque 2.3.4. Si I est borné, lexpression (u',v')r: définit un pro-
duit scalaire sur Hi et la norme associée, c’est-a-dire ||u'||12 est une norme
équivalente a celle de H}.
Remarque 2.3.5. Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo,
on définit 'espace W' (I) comme étant la fermeture de C'(I) (espace des
fonctions de classe C,, a support compact inclus dans I) dans W™P(I). On
montre (exercice 4.23 : le vérifier) que

WD) ={ue WD), u=1u=---=u™"Y =0 sur dI}.
1l convient de bien distinguer

Wog’p(l) = {uec W), u=1u =0 sur dI}.

et
W2 (1) "Wy P(I) = {u € W>P(I), u=0 sur dI}.

2.4. Théoremes de Stampacchia et Lax-Milgram.

A partir de maintenant, H désigne un espace de Hilbert.

Définition 2.4.1. On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est
i. continue s’il existe une constante C' telle que

Vu,v € H,  la(u,v)| < Cflullfv]]
ii. coercive s’il existe une constante o > 0 telle que

Vv e H, a(v,v) > aofjv|?.
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Théoréme 2.4.2. (Théoréme de Stampacchia.) Soit a(u,v) une forme
bilinéaire continue et coercive sur H. Soit K un convexe, fermé non vide.
Etant donné f € H, il existe u € K unique tel que

Yo € K, a(y,v—u) > (f,v—u) (1)
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ue K

Salu )~ (fu) = Ueilr(l{%a(u, W) —{f, u>}. (2)

Exercice 4.24. On se propose de montrer le théoreme de Stampacchia.
1. Montrez qu’il existe une application linéaire A : H — H telle que,

Yu,v € H, a(u,v) = (A(u),v)

et que
Vue H,  [[A(u)]| < Cllull, (3)

Yu € H, (A(u),u) > af|ul)®. (4)

2. Soit p > 0 une constante. Montrez que le probléme (1) revient a
trouver u € K tel que

Yo € K, (pf — pA(u) +u —u,v —u) <0,
soit encore a trouver u € K tel que
u= Pg(pf — pA(u) +u)

ou Pg désigne la projection orthogonale sur le convere complet K.
3. Pour tout v € K, on pose

S(v) = Px(pf — pA(v) +v).
Montrez que
Vo, v € K, [|S(v1) = S]] < [[(v1 — v2) — pA(vr — ).
En déduire que

Vo,v € K, [|S(01) = S(v2)||* < [lor — wa] (1 = 2per + p*C?)
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puis qu’il existe p > 0 tel que S soit une contraction sur K. Conclure.
4. Supposons maintenant a symétrique. Montrez qu’il existe g € H tel

que
Yo e K, (f,v) = alg,v).

Montrez que (1) devient
Vv e K, a(g—u,v—u) <0,
ce qui équivaut a trouver u € K tel que
Cl(g —u,g— U) = mina(g —U,9— U).
veK

Conclure.
Corollaire 2.4.3. (Théoréme de Lax-Milgram). Soit a(u,v) une forme
bilinéaire, continue et coercive sur un espace de Hilbert H. Alors, pour tout
f € H, il existe u € H unique tel que

Vv € H, a(u,v) = (f,v).

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisée par la propriété

weH, et %a(u,u) —(f,u) :min{%a(v,v) - (f,v>}.

veEH

Exercice 4.25. Prouver le théoréme de Lax-Milgram.

Remarque 2.4.4. Si on écrit F(v) = La(v,v) — (f,v) alors la différentielle
de F' en u est nulle si et seulement st

Vv € H, a(u,v) = (f,v).

2.5. Quelques exemples de problemes aux limites.

Soit a résoudre le probleme

—u" 4+ u=f surl=]0,1]
{ w(0) =0 wu(l)=0, (1)
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ot f est une fonction donnée (par exemple dans C(I) ou bien dans L*(T)).
La condition aux limites u(0) = u(1) = 0 s’appelle la condition de Dirichlet
(homogene dans ce cas).

Définition 2.5.1. Une solution classique de (1) est une fonction u € C?(I)
vérifiant (1) au sens usuel. Une solution faible de (1) est une fonction u €

H}(1) vérifiant
Yo € Hi(I), /u'v’+/uv :/fv (2)
I I I

Mettons en marche le programme décrit au paragraphe 2.1.
A. Toute solution classique est solution faible : ceci est évident grace a
la formule d’intégration par parties (corollaire 2.2.13.)
B. Existence et unicité d’une solution faible :

Proposition 2.5.2. (Principe de Dirichlet). Pour tout f € L?, il
existe u € Hi unique solution de (2). De plus, u s’obtient par

st foe oo~ [}

Cette proposition découle du théoreme de Lax-Milgram.
C et D. Régularité et retour a la solution classique : notons tout d’abord
que si f € L* et si u € H} est solution faible, alors u € H%. En effet,

o Vv € Cy(I), /u'v':/(f—u)v

et donc v/ € H'! puisque (f —u) € L?, ce qui implique que v € H2.
Si de plus, f € C(I), alors la solution faible u appartient & C?(I). En
effet (u') € C(I) et donc u' € C'(I) ; par suite u € C?(I). Le passage
d’une solution faible u € C?*(I) & une solution classique s’effectue
comme au paragraphe 2.1.

Exercice 4.26. Montrez par récurrence sur k > 1 que si f € H*(I), la
solution u de (2) appartient a H*2(I).

La méthode décrite ci-dessus est extrémement flexible et s’adapte a une mul-
titude de problemes. Nous indiquons un autre exemple d’application.

Soit a résoudre le probleme

—u" 4+ u=f surl=]0,1]
{ u(0)=a  u(l)=5, @
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ou f est une fonction donnée, o, 3 € R sont donnés.

Proposition 2.5.3. Etant donnés f € L*(I), a, 3 € R, il existe u € H*(I)
unique vérifiant (1). De plus u s’obtient par

Helll{{l {;/v + v?) /fv}

v(0)=a, v(1)=p
De plus, si f € C(I) alors u € C*(I).
Preuve. Dans ’espace H!, on introduit le convexe fermé
K ={ve H(I), v(0) =a, v(1) =6}

Si u est une solution classique de (1), on a

o€ K, /Iu/(v—u)'-l—/lu(v—u):/If(v—u),
Yo € K, /Iu’(v—u)'—l—/lu(v—u)Z/If(v—u). (2)

Le théoreme de Stampacchia nous donne l’existence et I'unicité de u € K
vérifiant la derniere inégalité. De plus, u s’obtient par

min {;/v + v?) /fv}

v(0)=a, v(1)=8

donc

Pour remonter a une solution classique, on choisit dans (2) v = u £ w avec
w € H}(I) et on obtient

Vw € Hy(I), /u'w’+/uw:/fw.
I I I

Ceci implique u € H?(I), ...
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3. Espaces de Sobolev en dimension N > 2.

3.1. Définition et propriétés élémentaires des espaces
de Sobolev W'?(Q).

Soit 2 C RY un ouvert et soit p € R avec 1 < p < +o0.

Définition 3.1.1. L’espace de Sobolev W!P(Q) est défini par

whr(Q) = {uELp(Q), dg1,...,98 € LP(Q) tels que /uf)go :—/gigp

Yo € D(Q), W:l,...,N}.

C’est aussi ’ensemble

{ue LP(Q), Vi=1,...,N, au sens des distributions est dans LP(2)}.

az;
On pose
HY(Q) = WH(Q).
Pour u € W?(2), on note
ou
6.@7‘, - gl
ou les g; sont les fonctions intervenant dans la premieére définition. De plus,

cette définition a bien un sens car les g; sont uniques a égalité presque partout
pres. Enfin, on note

ou ou
— [ 2= e P N
Vu <8x1,...,6xN)EL(Q) .

L’espace WP(£2) est muni de la norme

ou
(%:i

1
» /p
I»

N
lallwo = llufle + )
i=1

v

ou parfois de la norme équivalente

Y || ou
p
(nuup DN E5
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si1<p< +oo. L’espace H'(Q) est muni du produit scalaire

Gu 8u
7 7 L2

La norme associée
1/2
[ull g = ( )
L2

est équivalente & la norme de W12,
Proposition 3.1.2. L’espace W est un espace de Banach pour1 < p < oo
et séparable pour 1 < p < +o0.

(9xZ

Exercice 4.27. Prouver la proposition précédente.

Remarque 3.1.3. Il est clair que si u € C1(Q) N LP(Q) et si % € Lr(Q)
pour tout i = 1,2,..., N (ici % désigne la dérivée partielle de u au sens
usuel), alors u € WP(Q) ; de plus les dérivées partielles au sens usuelles

conincident avec les dérivées partielles au sens WP, En particulier, si Q est
borné, alors C1(Q) C WP (Q) pour tout 1 < p < +oo0.

Exercice 4.28. Montrez qu’inversement, si u € Wl’p( )N C(2) avec 1 <
p < 400 et si g—; € C(Q) pour touti =1,...,N (2 € C(Q) désigne la

dérivée partielle au sens de W'?), alors u € Cl( ).

Exercice 4.29. Soit (u,) une suite de W' telle que u, — u dans LP
et Vu, converge vers une limite dans (LP)™. Montrez que u € WP et
|un — u|lwr» — 0. Lorsque 1 < p < oo, montrez qu’il suffit de savoir que
u, — u dans LP et que (Vu,) reste borné dans (LP)N pour conclure que
ue W,

Exercice 4.30. Soit f une fonction définie sur Q. On désigne par f son
prolongement par 0 en dehors de Q. Soient u € WP(Q) et u de classe C* a
support compact dans Q. Montrez qu’on n’a pas forcément u € WP (Q) mais
que, par contre,

0 ou  Oa
an 17p N ~17) —
au € WHP(RY) et 92, (am) oz, + Gxiu




142 Chapitre 4.

On se propose de montrer le théoréeme suivant, qui est un résultat important
de densité :

Théoréme 3.1.4. (Friedrichs) Soit u € W?(Q) avec 1 < p < +oo. Alors
il existe une suite (u,) de D(RY) telle que

i U — U dans LP(§2)
it. Vg, — Vu, dans LP(w)N  pour tout w CC Q.

De plus, si u € L*(Q), alors on peut choisir (u,) telle que U'on ait de plus
|unljoo < ||u|lo- (rappelons que la notation w CC €2 qui se lit w est relative-
ment compact dans () signifie que w est un ouvert tel que w C €2 et W est
compact.)

Exercice 4.31. On se propose de prouver le théoréme 3.1.4.
1. Montrez que, si p € LY(RY) et v € WP (RY) avec 1 < p < oo, alors

ov

e WHRYN) et

ax'(p*v):p* Vi=1,2,...,N.

2. On note u le prolongement de u par 0 sur RN \ Q et on note v, =
Pn * U ou p, est une suite régularisante. Montrez que v, € COO(RN)
et v, — u dans LP(R™).

3. Soit w CC Q. On fize une fonction o € D(N), 0 < o < 1 telle que
a = 1 dans un voisinage de w. Montrez que, pour n assez grand, on
a pn * QU = p, * U sur w. En déduire que a%i(pn * QU) — ag—;fi + g—;u
dans LP(RY) et que %(pn kW) — g—;‘i dans LP(w).

4. Conclure.

Le théoréme suivant est une caractérisation simple des fonctions de WP
analogue au théoreme 2.2.6 :

Théoréme 3.1.5. Soit u € LP(Q) avec 1 < p < oo. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :
i. u € Whr(Q)

1. Il existe une constante C' telle que

R
Iuaxi

ot p' est tel quel%—l—%:l.

<Clollw, VYeeD), Vi=1,...,N.
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1. 1l existe une constante C' telle que, pour tout ouvert w CC § et tout
h € RY avec ||h]| < d(w, RN\ Q), on a

[u- +h) = ul

) < ClR|.
De plus, on peut choisir C' = ||Vul|p(r) dans ii et iii.

Exercice 4.32. On se propose de montrer le théoreme précédent.
1. Montrez que (i) implique (i7).
2. Montrez, en s’inspirant de 'exercice 4.8. que (i) implique (i).
3. On se propose de montrer que (i) implique (i1i). Commencgons par
supposer p < +oo et que u € D(RY). Soit h € RN et posons v(t) =
u(x + th) pour t € R. Montrez que

1
u(z +h) —u(x)]” < thl”/ IVu(z + th)||Pdt.
0

Fizant ||h|| < dist (w, RN \ Q), il existe un ouvert w' CC Q tel que
w+th C W' pour tout t € [0,1]. Montrez que

/
(- +h) — ulf, ., < BIP / IVl

En déduire grace au théoréme 3.1.4, (iii) pour p < 400, puis pour
p < 4o00.
4. Montrez que (iii) implique (ii).

Théoréme 3.1.6. (Dérivation d’un produit). Soient u,v € W(Q) N
L>®(Q) avec 1 < p < oo. Alors uv € WP(Q) N L>(Q) et

0 (uv) = Oou " ov
65()1‘ N 8@ Gxi’

Exercice 4.33. En utilisant le théoréme 3.1.4, montrez le théoréme précé-
dent si p < +00. Conclure.

Théoréme 3.1.7. (Dérivation d’un produit de composition). Soit
G € CY(R) telle que G(0) = 0 et |G'(s)| < M pour tout s € R. Soit
u € WH(Q), alors

ou
(9xi '

O (Gouy=(Cou)

1,pQ
Goue W (Q) et oz,
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Exercice 4.34. On se propose de montrer le théoréme 3.1.7.
1. Montrez que Gowu et (G' o u)g—:gl e L*(Q).
2. En utilisant une suite (u,) d’éléments de D(RY) qui approche u de
maniere convenable, montrez le théoréeme pour 1 < p < oo.
3. Pour p = oo, montrez le théoréme en remarquant que pour tout €
borné de Q, on a u € W'P(Q') pour tout p < +oc.

De maniere analogue a la dimension 1, on introduit les espaces W™P(Q).

Définition 3.1.8. Soient m > 2 un entier et p un réel avec 1 < p < +o0.
On définit par récurrence

W™mP(Q) = {u c Wmr(Q); g;“ c WP (Q), Vi=1,.. .N} :

Il revient au méme d’introduire

Wm,p(Q) — {u c Lp(Q)’ = NV avec |Oé| <m, dg, € LP<Q) tel que

[ute =08 [ e woe@}.

ou D* = %. On note D%u = g,. L’espace W™P({2) muni de la norme
1 N
lullwns = > 1Dl
0<]a|<m

est un espace de Banach. On pose H™(Q) = W™2(Q). H™() muni du
produit scalaire

(u, ?J)Hm = Z <DQ”LL, Da”U>L2

0<|a|<m

est un espace de Hilbert. Enfin, on définit ’espace VVO1 P(Q).

Définition 3.1.9. L'adhérence de D(2) dans W'?(Q) est Pespace W, " (£2).

Exercice 4.35. Montrez que Wol’p est un espace de Banach, et que
WLP(RY) = Wy P (RY).

Remarque 3.1.10. Nous avons vu qu’en dimension 1, Wol’p(Q) était l’espace
des éléments WP (Q) qui sont nuls sur Q. En dimension supérieure, cette
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caractérisation est malheureusement fausse. La raison principale est qu’en
dimension supérieure, les éléments de W'P(Q) n’admettent malheureusem-
ment pas de représentant continu en général. Et donc, dire que u est nulle
sur 02 sachant que u est définie presque partout et que 0S) est de mesure
nulle n’implique rien de particulier sur u si u n’est pas continue. On verra
dans les applications qu’on peut néanmoins contourner ce probleme grace aux
deur résultats sutvants.

Exercice 4.36. Soitu € W'P(Q) a support compact inclus dans Q. Montrez
1p
que u € Wy (Q).

Théoréme 3.1.11. On suppose Q de classe C. Soit u € WH(Q) N C(Q).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1)  u=0 sur o
(i) we W,"().

Exercice 4.36. On se propose de montrer que (i) implique (ii) dans le
théoréme 3.1.11. Supposons d’abord supp w borné. On fire une fonction
G € CH(R) telle que |G(t)| < |t| pour tout t € R et

_JO0 st <1
G(t)_{t silt > 2.

17
Montrez que u, = %G(nu) e W, que u, — u dans W, u, € W7
1 , . . .y ;
et w € WyP. Puis, dans le cas ot Q n'est pas borné, considérez une suite
“tronquée” u, de u.

Nous allons maintenant montrer que (i7) implique (7). On note

RY = {z = («/,an); oy > 0}
Q={z=(,zn);||7']| <let|zy| <1}
QR:=0nN R]X
Qo= {z = (z',zn);||2'| < T et xy =0}.
Par cartes locales, on se ramene au probléeme suivant. Soit u € Wolvp(Q+) A

C(Q+) ; montrer que u = 0 sur (. Soit wu, une suite de D(Q) telle que
u, — u dans W?(Q,). On a, pour (2/,2yx) € Q,

Otin

N
un(@zx)| < /
0

(2, t)' dt.

81’]\[
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et donc pour 0 <e <1

/ / lu, (2 x ) |de'dzy < / / ‘— )dtdx
2| <1 |2/ <1 Oy

A la limite, quand n — +oo (e > 0 fixé), on obtient

/ / lu(z's zy)|d'dzy < / /
[E4[ES! [l2']| <1

Enfin, quand € — 0, il vient

/ lu(z’,0)|dz’ =0
2] <1

car u € C(Q,) et 8‘1—“\, € LY(Q). Donc u = 0 sur Q. Ce qui termine la
preuve du théoreme 3.1.11.

)| dt
GxN ‘ dx’'.

L’inégalité de Poincaré quant a elle se généralise sans probleme en dimension
supérieure.

Théoréme 3.1.12. (Inégalité de Poincaré) Soit 2 un ouvert borné de
RY. Il existe une constante c(2) > 0 telle que, pour tout u € Wy"(Q), on

ait
/ uf? < () / IVl
Q Q

Exercice 4.37. On se propose de montrer le théoreme 3.1.10.
1. Montrez qu’il existe a > 0 tel que, pour tout xz € Q, |x1| < a.
2. Soit u € D(RY). Montrez que

ou 1l <p<oo.

Vo €, u(z) = —(t, xo,...,xy)dt.

En déduire l'inégalité de Poincaré si u € D(RY), puis conclure.
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3.2. Un exemple de probleme aux limite : Le probleme
de Dirichlet pour I’équation de Poisson.

Revenons au probléme initial : Soit  un domaine de R” de classe C'! borné
et S le bord de 2. Considérons le probleme de Dirichlet

(1)

—Au=f dans ()

u=0 sur S

ou f est donnée sur 2 et u : Q — R est I'inconnue. Une solution classique de

(1) est une solution u € C?*(Q) vérifiant (1). Une solution faible de (1) est
une fonction u € H} () vérifiant

Vo € H}(Q), /Qvu-vv = /va. (2)

Mettons en ceuvre le programme décrit précédemment.
A. Toute solution classique est une solution faible. En effet, u € H LQ)n
C(Q) et donc u € H}(Q) grace au théoreme 3.1.11. D’autre part, si

v € D(Q), on a
/Vu~Vv:/fv,
Q Q

et cette égalité reste vraie pour v € H} par densité.

B. Existence et unicité de la solution faible. C’est le principe de Dirichlet
(Théoréme 1.2 au début de ce chapitre). Pour tout f € L*(€), il existe
u € H} () unique solution faible de (31). De plus u s’obtient par

2 J 19 [ G 5= [}
= Vul|*— | fu= min < = Vol — [ fuyp.
5 190l [ fu= min {5 [ o= [

C’est une conséquence directe du théoreme de Lax-Milgram.

C. La solution faible est suffisamment réguliere. Cette question est diffi-
cile, nous ne ’aborderons pas.

D. Admettons que la solution faible u € H}(Q) de (31) appartienne &
C%(Q) et supposons € de classe C'. Alors u = 0 sur 9Q grace au
théoreme 3.1.11. D’autre part, on a

/Q_Auv:/va, Vo € D(Q)

et donc —Au = f presque partout sur (2. En fait, on a alors égalité
partout sur § car u € C%(Q) et donc u est une solution classique.
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4. Corrigé des exercices.

Exercice 4.1. En utilisant la formule de Green
/ wozwdo = /(wAw + Vw - Vw)dz,
S Q

compte tenu du du fait que x = 0 sur S, on a l'identité demandée. On a
donc Vw = 0 dans (2, ce qui implique que w est constante dans {2 car €2 est
connexe. Comme w = 0 sur S, on a w = 0 dans €.

Exercice 4.2.
1. On a —Au — f =0 d’ou la premiere identité. On a

[ wsuds = [ (- w)du+ Vi) Tyt

Or u —w =0 sur S donc

/Q_Au(u—w)dx:/QVU-V(u—w)dx.

La deuxieme identité en découle. L’égalité suivante est alors claire.
Enfin, I'inégalité suivante découle du fait que Vu- Vo < ||[Vul|||Vo|| <
s(IVull?> + [Vw|f?). (2) est alors claire.

2. On a

1 1
i(r) = / <§HVZLH2 +7Vu- Vo + 57'2HVUHQ —uf — va) dx
0

ce qui montre que 7 est un trindme, donc dérivable. Si 7 est minimale
en 0, alors nécessairement, i'(0) = 0. Or

i’(T):/Q(VU-VU—I—THVUHQ—vf) dx

donc

i’(O):/Q(Vu-VU—Uf)dx:O.

Comme v = 0 sur S, I'identité de Green nous donne

/VU~VU dm:—/(Au)v dx.
0

Q
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donc
/(—Au — flvdz = 0.
Q
Comme ceci est vrai quel que soit v € D(2), on a Au = —f, et donc
on a (1).

Exercice 4.3. La preuve est classique. Supposons qu'il existe g dans ]a, b|
tel que (—u” +u — f)(xg) soit différent de 0. Supposons (—u" +u— f)(zg) >
€ > 0. Il existe un intervalle fermé I inclus dans |a, b tel que —u"+u—f > 5.
Il est connu qu’il existe une fonction ¢ de classe C' & support inclus dans
Vouvert {x €|a,b], (—u” +u — f)(z) > 0} qui vaut 1 sur I. On a alors

1
/ (—u" +u— fo >0,
0
ce qui est absurde.

Exercice 4.5. Il suffit de comparer les quantités = + y et (2P + y?)'/P si
r,y>0et p>1.

Montrons tout d’abord que (2 + y?)'/? < x + y. 1l suffit de montrer
que, pour tous z,y > 0 et tout p > 1, on a 2 + y? < (z + y)?. Fixons y >0
et p > 1. Définissons sur R la fonction f(z) = (z + y)? — a? — yP. Cette
fonction est dérivable sur RT, de dérivée f'(x) = p((z +y)?~1 — 2P~1) qui est
positive car y > 0 et I’application x — 2P~! est croissante. Il en résulte que,
poour tout x > 0, on a f(z) > f(0) = 0.

Etablissons maintenant une inégalité inverse. Pour cela, on utilise
I’inégalité de Holder. Sin > 1 et aq,...,a,,b1,...,b, sont des nombres
positifs, alors

n n 1/p n 1/p'
5 (2
i=1 =1 ;

oup est tel que 1/p+1/p’ = 1. Faisonsicin =2, a4y =z, a9 =y, by = by = 1.
On a alors
4y < (P 4 yP) P2t

Cela démontre donc ’équivalence des normes.

Exercice 4.6.
1. Soit (u,) une suite de Cauchy pour la norme de W' alors (u,) et
(ul) sont des suites de Cauchy de LP(I). On en déduit qu’il existe
u,v € LP(I) tels que u,, — u et u), — v dans LP(I). Pour conclure, il
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suffit de montrer que v’ = v au sens des distributions. Soit ¢ € D(I).

On a
/u%cp = —/ungp’.
I I
/I ot =l < lum — llyll @'l —nrpoo 0
[t = [
upp — | uy'.
I I
/uw — /w
I I
/u/sa = —/w’,
I I

ce qui prouve bien que v’ = v au sens des distributions.

ce qui prouve que

De méme, on a

donc

. La famille (a,,,) ainsi construite est au plus dénombrable car N x N

est dénombrable. Montrons qu’elle est dense dans F. Soit x € F et
e > 0. Montrons que la boule Bp(z,¢) dans F' contient un élément
Q- Soit m tel que 1/(m + 1) < e. On sait que la boule B 1 (x)

m+1
dans E contient un élément u,. Comme z € F et € B_1 (uy),

1

m+
Iintersection F' N B(uy,, ﬁ) contient donc z et un élément a,,, ce
qui implique que a,,, € Bp(z,¢).
T :Wh — [P x LP ainsi définie est une application linéaire continue
de WP dans T(W'?). Comme LP est séparable, L x LP Iest aussi
ainsi que T (W1P) d’apres la question précédente. Il existe une suite
(u,,) de W2 telle que la suite (u,,u!,) soit dense dans T'(W'?), ce qui
montre que la suite (u,) est dense dans W».

Exercice 4.7.

1. Si I =]a,b] avec a,b € R, on prend ¢ € D(I) et on pose

o) = [ ctwau— ([ etwan) vio

ott § € D(I) et ¥(t) = [ O(u)du/ fabe(u)du Alors ¢ est & support

compact. On a
b
[ ro=o
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. / b (e~ ( | b ¢) SO )t =o
o abfso = (/b so) abfw’,
donc

au sens des distributions.
2. On écrit que, pour ¢ € D(I), on a

[ oo = / / dtdx—l—/x b/ 2)dt d

et on applique le théoreme de Fubini. Comme ¢ est a support com-
pact, on peut supposer que a et b sont finis. La fonction g est donc
intégrable sur le compact [x, o] et ¢ est intégrable sur les compacts
[a,yo] et [yo,b]. Le théoréme de Fubini s’applique et on a donc

/Imp’: /xa /tx dtd:z:+/l /_ x)dtdx
_ /tt ‘%/“ dtdx-l—/tb/“ 2)dt dz
= [ ( [ s )i+ / ot0) ( / b ¢ wye) d

t=yo t=b
— /t_ g(t)p(t) dt — /t g(t)p(t) dt

=Y

t=b

—— [ setta

t=a

4. La fonction v’ est dans L? donc dans LloC Fixons xy € I et posons
u(z) = f;f] u'(t)dt. D’apres la question précédente, la fonction u est
continue sur I et sa dérivée au sens des distributions est v/. La fonction
u — W est donc constante presque partout d’apres la question (1), et
donc u = uw + C presque partout. On en déduit que u admet un
représentant continu et que, pour ce représentant u =u + C, on a

u(z) —uly) = /l o (t)dt.
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Exercice 4.8.

. L’inégalité de Holder nous donne

[ue|=|[ve

< / ] < 112l

. . s . , . /
. Supposons i. La forme linéaire donnée est alors continue sur L7 .

Comme pour 1 < p < 400, le dual de L” est L?, il existe v € L? tel

que
Vo € D(I), /vgozfugp/
I I

ce qui implique que —v est dérivée de u au sens des distributions et
est élément de L?; donc u € WP,

. L’intervalle |z — d(w, R\ I),z + d(w,R \ I)[ est inclus dans I. Donc

uw(z +h) —u(z) = /Olu'(x + 8)ds

car u est assimilé a son représentant continu. Un changement de
variable nous donne donc

h
w(x + h) —u(z) = h/ v (x + hs)ds.
0
En particulier,

lul- + h) = ull =) < [Al]u]|o-

Si 1< p < +o0, on applique I'inégalité de Holder

1 1 1/p AN
/ |u'(z + sh)|ds < (/ \u’(m+sh)|pds) (/ 1p)
0 0 0

1
lu(z + h) —u(z)|P < |h|p/ [u/(z + sh)[Pds.
0

donc

En particulier

1
/ lu(z 4+ h) — u(z)Pdx < |h|p/ / |/ (z + sh)[Pdzds
w 0 Jw

1
<1 [ lyds < 0Pl
0
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On en déduit 1.
4. On a

/u(ac + B o(e)ds = / w(z + h)o(x)dz

I w

_ /w M= e = / w(z)p(z — h)dz.

1

La premiere identité en découle. On a alors

/[u(w + h) —u(z)]p(x)dx

1

Utilisant la premiere identité, on a

(/mwww—hm—w@um

I

< Clhlllell v

et donc

< Cllell v

[uto) [Pt =ete)]

D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a

vlh| < d(w, R\ 1), ‘ﬂw—g—@@>

D’apres le théoreme de la convergence dominée, comme

plr —h) —p(x)
h

o

Exercice 4.9. Si u € W1 alors v/ € L™ et

T
Y

—h—0 _(Pl<x) )

on a
< Cllell -

Ve,yel,  u(z) —uly)| = < u'llool = y]-

< lu-+h) = ullpwllell < Clhlllel

< ||‘P/||oo]lsupp 50(35)

Réciproquement, si u vérifie cette condition, alors on a i avec p = oo donc

ue Whe,
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Exercice 4.10.

1. Supposons I =|a,+o00[. Supposons avoir construit un opérateur de

prolongement P pour J =]0, 400| possédant les propriétés i,ii et iii
du théoréme pour J. Notons 7, 'opérateur qui & u € W1P(I) associe
T.u € WHP(J) défini par 7,u(x) = u(z+a) . Notons P' =7 ,0Por,.
En particulier, on a 4, ii et 47 pour I. Si maintenant I =] — oo, b alors
on fait la méme chose a ceci pres : on remplace 7, par o, définie par
opu(z) = u(b — x).

L’opérateur P construit pour I =|0,+o0| vérifie clairement les pro-
priétés i, i1 et iii.

. La méme démarche qu’a la question précédente nous montre qu’on

peut se ramener au cas ou I =0, 1.
2.1. Il est clair que nu € LP]0, +00[. Au sens des distributions, on a

(nu)" = n'u+ nu'

qui est aussi dans LP]0, +oo[ donc nu € W2(]0, +o0o]).

2.2. On pose v; = P(nu). On a clairement les propriétés énoncées.

2.3. On procede de maniére analogue avec (1 —n)u, c’est-a~dire que
I'on prolonge d’abord (1 — n)u & | — 0o, 1] par 0 sur | — 00, 0]
et ensuite on prolonge a R par une réflexion (par rapport au
point 1). vy est le prolongement ainsi obtenu qui vérifie les
conditions.

2.4. Pu = v + vy répond a la question.
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Exercice 4.11.

1.

2.

Il suffit de prolonger u en une fonction de W?(R) grace au théoréme
2.2.8.

Tout d’abord, comme le produit de convolution d’une fonction p de
L' avec une fonction v € L? est dans L, on a p*v et p*v' qui sont des
éléments de LP. 11 suffit de montrer que (p*v)" = p*v' pour conclure.
Soit ¢ € D(R). On a

_/x(p*v)(x) // v(z — )¢ (z)dx.

Or, pour presque tout x, la fonction t — p(t)v(x — t) est intégrable
sur R (voir un cours quelconque sur le produit de convolution d’une
fonction de L' par une fonction de L. Le théoréme de Fubini peut
alors s’appliquer et le terme précédent vaut

—/tp(t) (/xv(x—t) ( )dm) dt.

Utilisant le fait que

—/v(w—t) (x)dz = /v'(x—t)gp(x)d:z;,
x x
on en déduit aisément le résultat.
On vérifie aisément grace au théoreme de la convergence dominée,
que si une fonction f € LP avec 1 < p < oo alors (,f — f dans LP.
Montrons que la suite u,, = ¢, X (p, *u) définie dans 1’énoncé converge
vers u dans W', Tout d’abord, on a ||u, — ul|z» — 0. En effet, on
écrit

Up — u = Gu(pn * u) — u] + [Gou — u]

et donc

[un = ullr < [lpn * w =l + [[Guu = ||y — O

Ensuite, grace a la question 1, on a
Uy, = G (n * 1) + Gulpn * u'),
et donc
lug, — vl e < 16 (0 * W) lr + [1Ga(pn ') — o1
||€’

Ll + 10w o =l + e = iz — 0.



156 Chapitre 4.

Exercice 4.12.
1. Il suffit d’appliquer le théoreme de prolongement 2.2.8.
2.1. La fonction w est de classe C'! & support compact car G est de
classe C'. On a

w = G'(v)v = plulP~1,

d’ou I’égalité demandée.
2.2. La premiere inégalité découle de l'inégalité de Holder. De
I'inégalité
a v
ab < — + —
p p
ou1l/p+1/p’ =1, on déduit la seconde inégalité, sachant que,
pour tout p > 1, on a p'/P < el/e.

2.3. On raisonne ensuite par densité. Soit u € WP, Il existe une
suite (u,) € D(R) telle que u,, — u dans W'*(R). Appliquant
I'inégalité précédente, on voit que (u,) est de Cauchy dans L.
Donc u,, — u dans L* et on obtient le théoréme 2.2.11.

Exercice 4.14. D’apres le théoreme 2.2.9, il existe une suite (u,) € D(R)
telle que w,; — u dans W'?(I). On déduit du théoreme 2.2.11 que ||u, —
|1y — 0. Soit € > 0. On choisit n assez grand pour que ||u, — u||~ < €.
Or, pour |z| assez grand, on a u,(x) = 0 donc |u(z)| < e.

Exercice 4.15.
1. Du théoreme 2.2.11, il découle que u € L™ et donc uv € LP.
2. Soient (u,) et (v,) des suites de D(R) telles que w,; — u et v,; — v
dans WP(I). Alors, d’aprés le théoreme 2.2.11, u,, — u et v, — v
dans L>*(I). Par conséquent u,v, — uv dans L*(I) et dans LP(I).

On a
(upvn) = w,v, + upv), — v'v+uwv’  dans LP(I).

Il en résulte que uv € W et que (uv)’ = v'v+uv'. La seconde égalité
découle de la premiere égalité, que ’on integre entre x et y.
3. Supposons maintenant p = co. Alors

uv € L>(I) et w'v+w' € L™(I).

Il reste a vérifier que

Vo € D(I), /uvgp’ =— /(u’v +uv')p.
I I
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Pour cela, on fixe un intervalle ouvert borné J C I tel que supp ¢ C J.
Alors, u,v € WP (J) pour tout p < oo et d’apreés ce qui précede on

sait que
/uvcp' =— /(u’v +uv)p
J J

/uvcp’ =— /(u’v + uv') .
I I
Exercice 4.16.

1. Cela découle de I'inégalité des accroissements finis.

2. Tl découle de la question précédente que G ou € LP. De méme, (G’ o
u)u' € LP.

3. Il reste a vérifier que

c’est-a-dire

Vo € D(I), /I(G ou)y = — /(G’ o u)u'p.

I

Supposons tout d’abord que 1 < p < oo. Alors il existe une suite
(u,) de D(R) telle que u, — u dans WHP(I) et dans L>(I). Donc
Gowu, — Gowudans L>®(I) et (G' ouy)u,, — (G' ou)u' dans LP(I).
Or on a

D) [(Gou)y = - [(@ o

D’ou 'on déduit le corollaire pour p < co. Dans le cas ou p = oo, on
procede comme pour le corollaire précédent.

Exercice 4.19. Découle du fait que D(R) est dense dans WP (R).

Exercice 4.21.

1. Siu € Wy?, il existe une suite (u,) de C'(I) & supports compacts
dans I telle que u,, — u dans W*(I). Donc u, — u uniformément
sur I et par conséquent, u = 0 sur J1.

2. u, € WHP(I) grace au corollaire 2.2.14. D’autre part, supp u, C {x €
I; lu(z)| > 1} et donc supp u, est un compact inclus dans I (cela
découle du fait que u = 0 sur 91 et u(z) — 0 quand |x| — oo,
x € I). Par conséquent, u, € Wol P orace a exercice 3.20. Enfin,
on vérifie aisément a 1’aide du théoreme de convergence dominée que
u, — u dans WP,
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Exercice y.22. Pour u € W,”(I), on a

()] = |u(z) - u(a)| =

/ u’(t)dt‘ < |||

donc ||u|lee < ||¢/|l;. Le théoréme 2.3.3 en découle grace a 'inégalité de
Holder.

Exercice 4.24.
1. D’apres le théoreme de représentation de Riesz, pour tout u € H, il
existe un unique v’ € H tel que, pour tout v € H, a(u,v) = (u/,v).
On note v’ = A(u). L’opérateur A ainsi défini est bien linéaire continu
vérifiant (3) et (4).
2. Le probleme (1) revient a trouver u € K tel que

Vv € K, (Au,v —u) > (f,v —u)

ce qui équivaut encore a ce qui est demandé.

3. La premiere inégalité découle du théoreme de projection orthogonale
sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert : Si K est un con-
vexe fermé dans un espace de Hilbert, alors px est une application
1-Lipschitzienne. La deuxieme inégalité s’obtient immédiatement en
élevant la premiere au carré. Si on prend 0 < p < 2a/C?, alors S est
une contraction donc admet un point fixe unique.

4. a(u,v) définit un nouveau produit scalaire sur H et la norme associée
a(u, u)"? est équivalente & la norme || - ||. Donc H est aussi un espace
de Hilbert pour ce produit scalaire. Appliquons a nouveau le théoreme
de représentation de Riesz, on obtient g € H tel que

Vv € K, (f,v) =al(g,v).
Le reste en découle aisément.

Exercice 4.31.
1. Reprendre la question 2 de I'exercice 3.11.
2. (C’est bien connu.
3. Pour la premiere identité, cela découle du fait que

Supp(pn * QU — py * W) = supplp, * (1 — @)y

)+supp (1 -—@) CR"\w

1
C supp p, +supp(l —a)u C B(0, —
n

pour n assez grand.
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On a alors, d’apres I'exercice 3.30 et la question 1,

i( * QW) = P, * a8u+0au
8xi Pr — Pr 8@ 8@

et par conséquent

0 ou oo

a—xi(pn *W) - a@xi + leu

dans LP(RY). En particulier

0 (o + 711) — ou

dans LP(w) et grace au fait que
Pn ¥ OU = Py *U

sur w, on a
0 (p %) ou
B — —
8xi Pr 8@

dans LP(w).

4. Enfin, on “tronque” la suite (v,) comme dans la démonstration du
théoreme 2.2.9 via l’exercice 3.11. plus précisément, on pose u, =
CnUn. On vérifie aisément que la suite (u,,) a les propriétés souhaitées,
c’est-a-dire u, € D(RY) u, — u dans LP(Q) et Vu, — Vu dans
LP(w)N.

Exercice 4.32. a 3.37. Tout a fait analogues aux exercices corrigés dans
le cas ou N = 1.



