Corrigé de la question 4 de I’exercice 4 de la planche 3.

Si > u, et > v, convergent ainsi que Y wy, Ol Wy, = Y p_o UkUn—k, alors

O u)O v) =D wy.
En effet, posons Uy = Zg:o Up, VN = Z;V:O v, et Wy = ZnNzo wy,. On a
Wop = UpVo
W1 = UpV1 + V1Uo
W = UQV2 + UIV1 + U2Vg

W3 = UgV3 + U1V2 + U201 + U3Vo

Une récurrence sur /N nous donne
Wy =uVn +u1Vn_1+ - +un_1V1 +unVb.
Une autre récurrence sur N nous donne
Wo+ - Wn=UVN +UiVN_1+ -+ Un-1V1 + UnVb.

Si on suppose que > w, converge, alors Wy converge et par Césaro,

1
N——f—l(WO + ---Wx) converge vers Z (I

Il reste & vérifier que

1
N——H(UOVN ‘|‘ U1VN_1 ‘|‘ te ‘|‘ UN_1V1 ‘l‘ UNVO)

converge vers (> u,) (>  v,) pour conclure. Pour cela, on pose U = Z Up = Nlirﬂ Un
—+00

et V = Z Vp = Nl_lgrloo VN et on écrit que

1
N——|—1<UOVN + UlVN_l + cte + UN_l‘/l + UN‘/()) —
1

N—H((UO — U)W+ U —O)VNn_1+- -+ Un_1 —U)V, + (Uy — U)V)

U
by (ot e+ Vi)

Le terme NLH(VO + -+ 4+ Vy) tend vers UV par Césaro. Il suffit de montrer que
ﬁ((Ug U)W+ U1 —=U)VN_1+4--+(Un_1 —U)Vi+ (Un —U)Vy) tend vers 0 pour
conclure. Pour cela, on remarque que la suite (V) converge donc est bornée, mettons
par M en module. On a alors

1

N——|—1|((UO - U)VN + (U1 — U)VNfl 4+t (UN—l . U)V1 + (UN - U)V0)|

1
< M-— _ _ L _
< N+1(|UO U|+|U1 U|+ +|UN 1 U|+|UN U|)

qui tend donc vers 0, toujours par Césaro. Le résultat est donc prouvé.



