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Introduction a I’Analyse

CHAPITRE 1 - FONCTIONS USUELLES

1 Fonctions trigonométriques : Formules a connaitre.

Formules de duplication. Pour tous z,y € R,
cos(x 4+ y) = coszcosy — sinxsiny sin(z + y) = sinzcosy + coszsiny

Pour tous z,y € R tels que z, y et = + y ne soient pas de la forme 5 + km avec k € Z,

tanx + tany
tan(x +y) = ——.
( v) 1 —tanxztany
Pour tout z € R,
cos 2z = 2cos’x — 1 = cos’z —sin®z =1 — 2sin® z, sin 2z = 2sin x cos x.

Pour tout x € R qui n’est pas de la forme § + k7 avec k € Z et pas de la forme § + k7 avec k € Z

2tanx
tan 20 = ———.
1 —tan“x
Formules de linéarisation. Pour tout x € R,
9 14 cos2x . 9 1 —cos2x
cos“r = ———— sin“x = ——
2 2
Formules de déphasage. Pour tout =z € R,
(5-2)=sinz sin(5-a)
cos|(— —z) =sinz sin(—- —x) =cosz.
2 2

Pour tout x € R qui n’est pas de la forme k5 avec k € Z,

T 1
tan (7 - x) = .
2 tanx
Pour tout z € R,
cos(m — x) = —cos z, sin(m — x) = sinz, cos(m + x) = —cosx sin(r + x) = —sinz.

Pour tout x € R qui n’est pas de la forme § + k7w avec k € Z,

tan(m — z) = —tanz, tan(z + 7) = tanx.
Limites et dérivées.
. sinx
lim =1.
x—0 I




Les fonctions sin et cos sont dérivables sur R et, pour tout x € R,
sin’(z) = cos z, cos'(x) = —sinz.

Pour tout k € Z, la fonction tan est dérivable sur l'intervalle }fg +km, 5+ lmr[ et, pour tout x dans cet
intervalle,

tan’(z) = oz, LT tan® .

Les graphes des fonctions sin, cos et tan sont les suivants :

sin :
14
— _m ™ 7\
2 2
-1
COos :
o _g 7&/
—1
tan :

_ 3z
4

(3
ENERE S
ME
&




Quelques valeurs a connaitre.
cos0=1 sin0 =0 tan0 =10
T \/§ s 1 ¢ s 1
cos — = —— sin— = = an— = —
6 2 6 2 6 3
T V2 T V2 . )
cos — = — sin— = — an — =
4 2 4 2 4
™ 1 ™ V3 s
cos - = — sin — = — tan — = v3
3 2 3 2 6 V3
cosg =0 sing =1 tang = non défini
2 Fonctions trigonométriques réciproques.
2.1 La fonction arc sinus.
Définition. La fonction ¢ : [, 7] 3 x + sinxz € [~1,1] est une bijection continue et dérivable de
(-5, 5] dans [—1,1].
Pour tout élément y de [—1,1] il existe donc un unique = € [~F, 7] tel que sinz = y. Cet élément x est
appelé 'arc sinus de y et on note x =arc sin y.
En particulier, on a
Yy € [—1,1], sin(arc siny) =y
et
Vr € [—I, E], arc sin(sinz) = z.
2°2
La fonction sinus étant dérivable sur [—7, 7], et sa dérivée ne s’annulant pas sur | — 7, Z[, on en déduit
que arcsin est dérivable sur [—1, 1] privé des points p(—5) = —1 et o(5) = 1.
En particulier, arcsin est dérivable sur | — 1,1[, et pour tout y €] — 1, 1], comme sin(arcsiny) = y, on

1

obtient, en dérivant, arcsin’(y) x sin’(arcsiny) = 1, soit encore arcsin’(y) = —— .
cos(arc siny)

Or, pour y €] — 1, 1], cos(arcsiny) > 0 car arcsiny € }fg, 5 [

On en déduit que, pour y €] — 1, 1], cos(arcsiny) = \/1 — sin?(arc siny) = /1 — y2, donc

Yy €] —1,1], arc sin’(y) =

D’ot le graphe de la fonction arc sinus (obtenu en prenant l'image du graphe de sin par la symétrie par



rapport & la droite y = z) :

y==z
s R
2T Yy =-arc sin
/ y =sinz
-7 41 =0, 0,5 1 z
s
2t
Nous avons les valeurs remarquables suivantes :
. . T . V2 T . ™ , T
arc sin0=0 ; arcsin-=— ; arcsin—=— ; arcsin—=—- ; arcsinl=—.
2 6 2 3 2
De plus
Vo e [-1,1], arcsin(—z) = —arcsinz.

2.2 La fonction arc cosinus.

Définition. La fonction ¢ : [0,7] 3 & — cosx € [—1, 1] est une bijection continue et dérivable de [0, ]
dans [—1,1].

Pour tout élément y de [—1,1] il existe donc un unique x € [0, 7] tel que cosx = y. Cet élément = est
appelé 'arc cosinus de y et on note x =arc cosy. En particulier, on a

Yy € [-1,1], cos(arc cosy) =y
et

Vz € [0, ], arc cos(cosz) = z.

La fonction cosinus étant dérivable sur [0, 7], et sa dérivée ne s’annulant pas sur |0, 7], on en déduit que
arc cos est dérivable sur [—1, 1] privé des points ¥(0) = 1 et ¥(7) = —1.

En particulier, arccos est dérivable sur | — 1,1[, et pour tout y €] — 1, 1], comme cos(arccosy) = y, on

obtient, en dérivant, arccos’(y) x cos’(arccosy) = 1, soit encore arc cos'(y) =

sin(arc cosy)




Or, pour y €] — 1,1], sin(arccosy) > 0 car arccosy € |0, 7.

On en déduit que, pour y €] — 1, 1], sin(arc cos y) = /1 — cos2(arc cosy) = /1 — y2, donc

vy €] —1,1], arc cos’(y) = Ve

D’ot le graphe de la fonction arc cosinus (obtenu en prenant l'image du graphe de cos par la symétrie

par rapport a la droite y = x) :

Y =arc cos T @4 Ly=x

~1-0,5 x p
Yy =cosz
Nous avons les valeurs remarquables suivantes :
T ™ ™ T
arc cos0=— ; arccos—=— ; arc cos— =— ; arc cos— = — ; arc cosl=0.
2 2 3 2 4 2 6
De plus
Vo € [-1,1], arc cos(—x) = T — arccos x.
En effet, (m—arccosz) € [0, 7] et cos(m—arccosx) = — cos(arccosz) = —x.
Autre preuve : la fonction ¢ : [-1,1] — R qui & = € [—1, 1] associe arc cos (—z)+ arc cos z est continue
et dérivable sur | —1,1[. Or pour tout z €] —1,1], ¢'(z) = — 7 *(1 =~ 11 — = 0, donc ¢ est constante
(= =
sur | — 1,1[. Comme ¢ est continue sur [—1,1], on en déduit que ¢ est constante sur [—1,1]. Comme

©(0) = 2arc cos 0= 7, nous obtenons le résultat.



2.3 Lien entre arc sin et arc cos.

Nous avons la formule suivante :

Vo € [-1,1], arccosx+arcsinz:g.

En effet, si € [~1, 1], alors arccosz € [0, 7], donc (§—arccosz) € [-7, 5]. Comme sin(§—arccosx) =

s

cos(arccosz) = x, on en déduit que §—arccosx = arc sinz.

Autre preuve : la fonction ¢ : [-1,1] — R qui & x € [—1, 1] associe arc cos z+ arc sin z est continue et
dérivable sur | — 1,1[. Or pour tout = €] — 1,1[, ¢'(z) = \/11_7 - \/11_7 = 0, donc ¢ est constante sur

] —1,1[. Comme ¢ est continue sur [—1, 1], on en déduit que ¢ est constante sur [—1,1]. Comme (0) =

arc cos 0= 7, nous obtenons le résultat.

2.4 La fonction arc tangente.

Définition. La fonction ¢ :] — 7, 5[5 x — tanz € R est une bijection continue et dérivable de | — 7, 7|
dans R.

Pour tout élément y de R il existe donc un unique €] — 7, 5[ tel que tanz = y. Cet élément x est

appelé I'arc tangente de y et on note z =arc tany.
En particulier, on a
Vy € R, tan(arc tany) =y

et

V€] — g, [, arc tan(tanz) = .

SE

La fonction tangente étant dérivable sur | -7, 7|, et sa dérivée ne s’annulant pas, on en déduit que arc tan

est dérivable sur R.

Pour tout y € R, comme tan(arctany) = y, on obtient, en dérivant, arc tan’(y) x tan’(arctany) = 1, soit
1

1
encore arctan’(y) = = )
W) tan’(arc tany) 1+ tan?(arc tany)

On en déduit que

1

Vy € R, arc tan’(y) = T
Y

D’ot le graphe de la fonction arc tangente (obtenu en prenant l'image du graphe de tan par la symétrie

par rapport a la droite y = x) :



Y=z
s
5 4
y =arctanx
-3 -2-7 -1 1 7 2 3
s
-5 |
Nous avons les valeurs remarquables suivantes :
1
arc tan0=0 ; arc tanﬁ :% ; arc tanl = Z : arc tanV3 = g
De plus
Vo e [-1,1], arc tan(—x) = —arctanz.
3 La fonction exp.
Proposition. Pour tout x > 0, et pour tout n € N,
2 n
N r T x
€ 21+ﬂ+§+'“+ﬁ

Preuve. On le prouve par récurrence sur n € N. Pour n = 0 et pour z > 0, nous avons
e >1

donc la propriété est vraie.

Supposons qu’elle soit vraie au rang n, c’est-a-dire que
t o t? tn
t . —
vVt >0, 621+F+§++n',

et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.



En intégrant cette inégalité entre 0 et = > 0, nous avons

T e t? t" v Tt T ¢2 t"

Or, comme pour k£ € N, on a
x tk: xk:+1
[lan 2
o K! (k+1)!

Vo >0, /etdx:e‘”—l
0

on en déduit, comme d’une part

et que d’autre part,

t2 x t'rL 2 x:’) xn—‘rl
e [ b [ Baros [T 248 2
0 o n! 3! (n+1)!

2 IS J}n+1

Va > 0, 1>z — —_—
- + + 3! ot (n+1)!
Ceci montre que la propriété est vraie au rang n+ 1. On a donc prouvé la proposition par récurrence sur

n € N.

que

Proposition. Nous avons les limites suivantes :

x

Va > 0, lim — = 400, lim — =0, lim z%lnz = 0.
z——+oo % r—+4oco % z—0+

Preuve. Prouvons la premiere limite. Soit o > 0 et soit n un entier strictement plus grand que «. En

appliquant la proposition précédente, nous avons

z A Ak
Vax >0, e 21—|—x+~--+—2—,
n! n!
donc
eit 1‘71,—(1
Ve >0, — > — 400
& n! z—+c

carn—a > 0.

Prouvons la seconde limite. Posons 8 = 1/a. Comme £ > 0, nous avons

u

lim — = +o0.
u——+o0 uﬁ

En particulier, si on pose u = Inx, alors quand x — +o00, on a u — +00. Donc
e(ln z) T

= — .
(hl 33)5 1116 xr T—+oo 00

On en déduit en prenant la puissance a—ieme que

o a «@
T o _ox oo
In® 2 In?*z Inzes+too ’

donc que

1
ﬂ—>0.

% z—+o00



Prouvons la troisieme limite. Si on pose u = 1/z, alors quand x — 0+, on a v — +00. On en déduit que

=—a%mx — 0,
— T—>400

et la proposition est prouvée.

4 L’exponentielle complexe.

Définition. On appelle intervalle de R tout ensemble de la forme

[a,b], [a,b], Ja,b], Ja,b[, ]b,4o0[, [b,+o0], ]—o00,a], ]—o0,a], ]—o0,400]

ou a < b sont deux réels.

L’objet de la définition suivante est de définir la notion de fonctions dérivables mais a valeurs complexes.
Cette notion est tres naturelle, et est importante pour résoudre des équations différentielles, notamment

d’ordre supérieur ou égal a 2.

Définition. Soit I un intervalle de R et
frx el u(x)+iv(z)

une fonction a valeurs complexes et ol u et v désignent respectivement la partie réelle et imaginaire de

f. On dit que f est dérivable sur I si et seulement si u et v sont dérivables, et on note alors :

Ve el, f(z) = (z) + i ().

On vérifie facilement que, si f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R et a valeurs

complexes, la fonction fg est encore dérivable et (fg)' = f'g+ f¢'.

Enfin, si f : I — C ou [ est un intervalle est dérivable et vérifie f/'(z) = 0 pour tout x € I, alors f est

constante. En effet, si f = u + v alors u’ et v’ valent 0, donc u et v sont constantes.

On rappelle la définition suivante

Définition. Si z =z + iy € C avec z,y € R, on note

e =expz =e” x e =e(cosy + isiny).

Nous avons les propriétés suivantes :

Propriété 1. Si z =z + iy € C avec xz,y € R, alors

e #£0 et |ez|:ex=eRcz




En effet, [e?| = e®|cosy +isiny| = e"/cos2y +sin’ y = e = R > 0, donc e* # 0. a

Propriété 2. Sizy et zo sont deux nombres complexes, alors

z1+22 21,22

e = e e .

En effet, si 21 = x1 + iy1 et zo = x5 + iyo, alors

e*1t22 = P12 (cog(yy + o) +isin(yy + y2))

o et x e”2 = " (cosyy + isiny;)e”(cosys + isinys)
= €112 (cos Yy coS Yo — siny sinya + i(cos y; sinys + cos yz sinyy))
= ™72 (cos(y1 +y2) +isin(yr + y2))
grace aux formules de duplication pour cos et sin. a

Propriété 3. Si z € C, alors

Cela découle de la propriété 2 :

Propriété 4. Sia € C et si
o Rt e

alors p, est dérivable sur R et pour tout t € R,

Pu(t) = apa(t).

Preuve. En effet, pour t € R, et si a = a4+ i avec a, 5 € R, nous avons
©a(t) = e*(cos(Bt) + isin(Bt)).
Donc ¢, est dérivable et pour tout ¢t € R :
@l (t) = (™ cos Bt)" +i(e* sin(Bt)) = (ae® cos(Bt) — Be™ sin(Bt)) + i(ae™ sin(Bt) + Be™ cos(Bt))

= (a +iB)e™ (cos(Bt) + isin(Bt)) = apy(t). O

Autre Preuve de la propriété 2 et utilisant la propriété 4. Posons p(t) = (et(F1122) — gtz1ptzz)e—tz1+22)

pour t € R. ¢ est dérivable sur R et pour tout ¢t € R, nous avons

<p/(t) _ ((Zl + 22)et(z1+z2) _ Zletzl etz2 _ detzl etZQ)e—t(Zl+Zg) + (et(z1+z2) _ 6t216t22)(—(21 + Z2)>e—t(21+22)

10



= (21 + 22)0(t e~ Hzitz2) _ 21 4 29)p(t)e =) —
( Je(t) o

Donc ¢ est constante sur R. Comme ¢(0) = (1 —1x 1) x 1 =0, on en déduit que ¢ est identiquement

nulle sur R. Donc (1) = (e*11%2 — e#1e?2)e(#:1722) = 0, ce qui implique que

e*1t? _efle2 = ()

puisque e~ (21+22) £ (), O

Formules d’Euler. Pour tout x € R

Formule de Moivre. Pour tout x € R,

(cosz +isinx)” = cosnx + isinna.

Ces formules sont des conséquences directes des identités

cosx +ising = e et ()" = e,

5 Rappel. Somme des termes d’une suite géométrique.

Théoréme. Soit a € C et n € N.

n

Sia =1, alors g ab =n,
k=0

n+1l _ 1

a—1

Sia#1, alors Zak S
k=0

Preuve. Le cas a = 1 est clair. Si a # 1, montrons par par récurrence sur n € N que

,_a —
Zak_ a—1 "~

n n+1 1
k=

0

C’est vrai pour n = 0. Supposons que cela soit vrai au rang n € N*. On a alors

n+1 n n+1 n+1 n+2 n+1 n+2
k ntl @ -1 nt1l @ —1+4+a —a _a -1
a’ = +a = —+a = = ,
a—1 a—1 a—1
k=0 k=0

donc c’est vrai au rang n + 1.

On a donc bien prouvé par récurrence sur n € N que, pour tout n € N et pour tout a # 1,
n n+l _ 1

. a
2=

k=0

11



Nk
=D p_oa", alors

Remarque. Pour ”intuiter” la formule, quand a # 1, il suffit de remarque que, si S,
aS,=a+a’+ad - +a" M +a"+a"?

et
Sp=14a+a®+---+a" ' +a"

Faisant la différence de la premiere égalité et de la seconde, tous les termes disparaissent hormis a”t!

dans la premiere et 1 dans la seconde. Nous obtenons alors

(a—1)S, =aS, — S, =a"" — 1
d’olt
g amtt —1
T og—1
Théoréme. Soit x € R et n € N. Alors
n n
Six €217 coskr=n+1 sinkx = 0.
b b
k=0
) cos Zxsin “Ha sin Zxsin 2o
Six & 217, E coskx = - , E sinkx = — .
sin § sin
Preuve. Notons
n n
C, = E cos kx et S, = g sin k.
k=0 k=0
On a
n
. k
C,+1iS, = E e
k=0
Si xz € 27Z, le résultat énoncé est clair
Six & 277, e # 1, et donc
O o4 eilntz 1 gitfte gitfte  o—itfta . 2isin ”‘2"195
+1iS, = . = —= — - =e'? -
n etz _ 1 etz et —e '3 21 sin 5
On déduit de cela que
B R cos Zzsin 2ty ,sin 2l g sin Zzsin “H o
C,=Rele'2 — = — et S, =Im(e'2 — = — .
sin § sin § sin § sin §

12



6 Fonctions hyperboliques.

Définition. On appelle sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique et tangente hyperbolique les trois fonc-

tions notées sh, ch et th et définies sur R par

—e " e’

Vr € R, shx:eT, chx =

+e " shz
_— the = —.
2 ’ =Gz

On vérifie immédiatement que ces trois fonctions sont dérivables sur R et que
ch’ =sh sh’ =ch th! = —.
La fonction ch est paire, les fonctions sh et th sont impaires.

Comme la fonction ch est & valeurs dans [1,4+00[, on en déduit que sh est strictement croissante sur R,

nulle en 0, que lim; o sh = 400, lim_,,sh = —oc0.

La fonction ch est donc strictement décroissante sur R_, vaut 1 en 0, et est strictement croissante sur

R*. De plus lim4o ch = +o0.
La fonction th est strictement croissante sur R, nulle en 0. De plus,

shx et —e 7" 1—e 22 1-0
Vr € R, the = — = = — —
v v chx eT4+e* 14+e2z340140

1.

et
x _ T 2:r_1 0—1
VeeR, the=S_—¢ ¢ N -
e+e® e 4las-—o00+41

—1.

Voici le graphe de ces trois fonctions : - ch

13



- sh

Formule importante. Pour tout r € R,

ch?z —sh?z = 1.

Preuve. En effet, si z € R,

ch?z—sh?z = (chz+shz)(chz—shz) = (

et +e T et — e“”)(e” +e T —¢e” +e_‘”)

2

14



7 Fonctions hyperboliques réciproques.

7.1 La fonction argument sinus hyperbolique.

Définition. La fonction ¢ : R 3 z +— shax € R est une bijection continue et dérivable de R dans R.

Pour tout élément y de R il existe donc un unique x € R tel que shx = y. Cet élément = est appelé

I’argument sinus hyperbolique de y et on note x =arg shy.

En particulier, on a

Yy € R, sh (argshy) = argsh (shy) = y.

La fonction sinus hyperbolique étant dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulant pas, on en déduit que
argsh est dérivable sur R, et pour tout y €] — 1,1[, comme sh (argshy) = y, on obtient, en dérivant,

argsh’(y) x sh’(argshy) = 1, soit encore argsh’(y) = ﬁ
ch (argshy

Or, pour y € R, ch (argshy) > 1. Comme ch? —sh? = 1, on en déduit que, pour y € R, ch (argshy) =
V/1+sh2(argshy) = /1 + 42, donc

1

V1ity?

Yy € R, argsh’(y) =

D’ot le graphe de la fonction argument sinus hyperbolique (obtenu en prenant l'image du graphe de sh

par la symétrie par rapport & la droite y = z) :

y =sh x

LY==
*1 y=argshz
1 4
N s
1]
o

15



7.2 La fonction argument cosinus hyperbolique.

Définition. La fonction ¢ : RT 3 2+ chz € [1,400] est une bijection continue et dérivable de Rt dans
[1, 4+o0].

Pour tout élément y de [1,+oo il existe donc un unique z € R* tel que chz = y. Cet élément = est

appelé 'argument cosinus hyperbolique de y et on note x =arg chy.

En particulier, on a

Yy € [1,+o0], ch(argchy) =y

et
Vo € RT, argch (chz) =y

La fonction cosinus hyperbolique étant dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulant pas, hormis en 0, on

en déduit que argch est dérivable sur [1,4o0[ privé de ¥(0) = 1, et pour tout y €]1,4o00[, comme

ch(argchy) = y, on obtient, en dérivant, argch’(y) x ch’(argchy) = 1, soit encore argch’(y) =
1

sh (argchy)’

Or, pour y €|1,+oc[, sh(argchy) > 0. Comme ch? —sh? = 1, on en déduit que, pour y €]1,+o0],
sh (argchy) = \/ch2(argshy) — 1 = \/y2 — 1, donc

1
Vy €]l +oof,  argch'(y) =
y?—1
D’ou le graphe de la fonction argument cosinus hyperbolique :
Y=z
y=chz
2] y =arg ch x
2 3

16



7.3 Expressions explicites des fonctions hyperboliques réciproques.

Proposition.

Vy € R, argshy = In

/

y+\/y2+1)

Yy € R, argchy=In (y + y2—1)

N

Preuve. En effet, si y et  dans R sont tels que

S
en posant X =e*, on a X — 1/X = 2y, ce qui équivaut apres multiplication par X > 0 a
X? —2yX —1=0.

La résolution des équations de degré 2 montre que

X=y—vy2+1 ou bien X=y++Vy2+1.

Or la premiere solution est strictement négative car, pour tout y € R, y < /92 + 1. Comme X doit étre
strictement positif et que la seconde solution I'est car \/y2 + 1 > —y, on en déduit que X = y++/y2 + 1,
donc que x =In X = In(y + y/y2 + 1). Ceci acheve la preuve du premier point.

Pour le second point, si y € [1,+oo[ et z € RT sont tels que

et +e "

9 =Y

en posant X = e, on a X + 1/X = 2y, ce qui équivaut apres multiplication par X >0 a
X2 —2yX +1=0.
La résolution des équations de degré 2 montre qu’on a deux solutions
Xi=y—+vy2-1 ou bien Xg:y—i—\/gﬁ.

Supposons y > 1. Comme z > 0, on en déduit que X = e* > 1. Il faut donc voir laquelle des deux

solutions est strictement plus grande que 1.

Or la seconde solution X5 est, pour y > 1, strictement supérieure a 1 car

y+vVy2—1>9y> 1.

Comme le produit des deux racines de I'équation X2 — 2yX + 1 vaut 1 (le coefficient constant), on en
déduit que X7 =1/Xs < 1, donc que z = In X5 = In (y—f— Vy?— 1>.

Ceci achéve la preuve du second point.

17



7.4 Fonction argument tangente hyperbolique.

Définition. La fonction § : R 5 x — thx €] — 1,1] est une bijection continue et dérivable de R dans
]—1,1].

Pour tout élément y de [—1, 1] il existe donc un unique x € R tel que tha = y. Cet élément x est appelé

I’argument tangente hyperbolique de y et on note x =arg thy.

En particulier, on a
Yy €] —1,1], th (argthy) =y

et
Vr € R, argth (thz) =y

La fonction tangente hyperbolique étant dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulant pas, on en déduit que

argth est dérivable sur | —1, 1], et pour tout y €]1, +00[, comme th (argthy) = y, on obtient, en dérivant,
ch?(argthy) _
ch2(argthy) —sh2(argthy)

argth’(y) x th’(argthy) = 1, soit encore argth’(y) = ch?(argthy) =

1 1
= .D
1—th2?(argthy) 1-—g92 one

1
Vy €]l +ool,  argth’(y) = 7— 2
D’ou le graphe de la fonction argument tangente hyperbolique :
y =arg th x Y=z

2 |

S I 4
—1 1
! _1 T

97

18



Proposition.

1 1
Vy € R, argthy:iln (11—3)

Preuve. En effet, si y et  dans R sont tels que

et — e
pranpearl )
X-1/X S . e
en posant X = €7, on a m =y, ce qui équivaut apres multiplication par X > 0 en haut et en bas
a
X?-1
x241 Y
soit encore a
1
X2 1=yX’4y o X(l-y =14y o X2:1+—y.
)
Comme X > 0, nous obtenons donc
1
[y
-y
puis
1 1
z=InX=-In ty .
2 1—y

7.5 Formules de duplication.

Nous avons les formules suivantes, valables pour tous xz,y € R :
e =chz+shz e ¥ =chx —shzx
ch?z —sh?z =1
ch(z+y) =chachy +shashy ch (z —y) =chachy —shashy

sh(z +y) =shazchy + chashy sh(x —y) =shachy — chashy

thx +thy thz —thy
(+y) 1+ thathy (=) 1 —thazthy
ch (2z) = ch?z 4+ sh?z = 2ch?z — 1 = 1 + 2sh %z.
2th
sh (2z) = 2chashz th2x = H—ﬁ

Pour tous réels p et q :

chp—i—chq:?chp—’_qchpi_q Chp—chq:2shp—+qshp—_q
2 2 2 2
Shp+shq:28h¥0hl% shp—shq:2sh?ch¥.

Formule de Moivre : Pour tout entier naturel n et pour tout réel x :

(cha +shz)" = chna + shnz (chz —shz)" = chna — shnz.
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