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CHAPITRE 2 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

1 Equations Différentielles Linéaires du premier ordre a coefficients

constants.

1.1 Equation homogene 3’ + ay = 0 avec a € C.

Définition. Soit I un intervalle de R et a € C. On appelle solution sur I de l’équation y' + ay = 0 toute
fonction f dérivable sur I et & valeurs dans C telle que, pour tout ¢t € I, f'(t) + af(t) = 0.

Théoréme. Soit a € C. Si f est solution de Uéquation y' + ay = 0 sur un intervalle I de R alors il existe une

constante C' telle que
vt e, f(t) = Ce .

—at

Preuve. En effet, pour toute constante C, la fonction f(t) = Ce est solution sur I de I’équation proposée

puisque

vtel, ') +af(t) = (Ce ) +aCe™ = —aCe™ " + aCe™ " = Ce™"(—a +a) = 0.

Réciproquement, si f est une fonction dérivable sur I solution de I’équation proposée et si on pose, pour t € I,

o(t) = f(t)e*, alors ¢ est dérivable comme produit de fonctions dérivables, et pour tout ¢ € I,

¢'(t) = f(t)e™ +af(t)e™ = (f'(t) +af(t))e™ =0 x e = 0.

On en déduit que la fonction ¢ est constante sur I. Notons C' cette constante. On a donc, pour tout ¢t € I,
o(t) = C, donc f(t) = Ce . O

1.2 Equation non homogene ¢’ + ay = g avec a € C.

Définition. Soit I un intervalle de R, @ € C et g : I — C une fonction continue. On appelle solution sur I de

Uéquation y' + ay = g toute fonction f dérivable sur I telle que, pour tout ¢ € I, f'(t) + af(t) = g(t).

Théoréme. Soit a € C. Si fo est une solution de I’équation y'+ay = g, toute solution f de l’équation y'+ay = g

sur un intervalle I de R est de la forme
f=l+e

ot @ est solution de l’équation homogéne y' + ay = 0.




Preuve. En effet, si fj est une solution particuliere de I’équation non homogene et f une autre solution de cette

équation, la fonction ¢ = f — fy définie et dérivable sur I vérifie

o' +ap=(f—fo) +alf —fo)=(f +af) = (fo+afo) =g—9=0.

Réciproquement, si fy est une solution particuliere de 1’équation non homogene et ¢ une solution de I’équation

homogene, alors f = fy + ¢ est solution de I’équation non homogene puisque

Ve, f(t)+af(t) = folt) + ¢ (t) +afo(t) + ap(t) = (fo(t) + afo(t)) + (¢'(t) + ap(t)) = g(t) + 0.

1.3 Equation non homogene avec second membre exponentielle polynéme.

Il s’agit de remarquer que, si dans le cas d’une équation non homogene, la fonction g est une exponentielle po-
lyndéme, alors on peut bien souvent trouver une solution particuliere (et donc résoudre complétement ’équation)

de la méme forme.

Recette. Soit a € C, b € C et P un polynome. Alors on peut chercher une solution particuliére de l’équation

y' + ay = P(t)e® sur un intervalle I de R de la forme

ou @ est un polynéme.

Cet énoncé implique par ailleurs l'autre recette (utile) suivante :

Recette. Soita € C, a,8 € R et A,B,C € C. Alors on peut chercher une solution particuliére de I’équation
y' 4+ ay = (Acosat + Bsinat + C)ePt sur un intervalle I de R de la forme

fo(t) = (A’ cosat + B'sinat + C")e?!

ou A',B',C" € C.

1.4 Variation de la constante.

On appelle "Méthode de variation de la constante” la méthode que nous allons exposer destinée a rechercher

une solution particuliere fy de I’équation y' + ay = g.



1l s’agit de faire la chose suivante : on sait que les solutions f de 1’équation homogene 3y’ + ay = 0 sont de la

forme f(t) = Ce " ol C est une constante.

On cherche une fonction fy(t) solution de y' + ay = g de la forme fo(t) = p(t)e™ ou ¢ est dérivable (la

constante C' est remplacée par une fonction, d’out le nom “variation de la constante”).

On a alors :
Viel,  fo(t)+afo(t) = (' (e — p(t)ae™™) + ap(t)e™ " = ¢'(t)e™ = g(1),

ce qui nous donne ¢'(t) = g(t)e*. 1l suffit alors de trouver une primitive de g(t)e pour conclure.

2 Equations Différentielles Linéaires du second ordre a coefficients
constants.
2.1 Equation homogene.

On s’intéresse dans ce paragraphe aux solutions de ’équation 4" + ay’ + by = 0 sur un intervalle I de R, avec
a,beC.

Définition. Soit I un intervalle de R et a,b € C. On appelle solution sur I de ’équation y" + ay’ + by = 0
toute fonction f dérivable sur I telle que, pour tout t € I, f”(t) + af’(t) + bf(t) = 0.

Théoreme. Soient a,b € C et I un intervalle de R. On considére les solutions complexes r1 et ro de l’équation

r?+ar+b=0.

— Si 1y = 1o, toutes les solutions f de l’équation y" + ay’ + by = 0 sont de la forme f(t) = (At + B)e™* pour
tel et ou A et B sont deux constantes.

— Si T # 1o, toutes les solutions f de l’équation y" + ay’ + by = 0 sont de la forme f(t) = Ae™* 4+ Be™! pour

tel et ou A et B sont deux constantes.

Preuve. On cherche les nombres complexes «, 3 tels que, si on pose z(t) = f'(t) — af(t) pour tout ¢t € I et pour

f solution de I’équation y” + ay’ + by = 0, on ait 2'(t) = Bz(¢t) pour tout ¢ € I.

Pour cela on écrit que :
vtel, () =Bt) <« [fU(t)—aft)=8f(t)-Baft) & ') (a+B)f({t)+aBf(t)=0

11 faut donc que o + 8 = —a et que o3 = b, soit encore que a et 3 soient les racines de r% 4 ar + b = 0.
Supposons donc que 1'équation 7% + ar + b = 0 ait deux racines complexes différentes | et 7.

Posant z(t) = f'(t) — r1f(t) pour tout ¢t € I, on obtient que f”(t) + af’(t) + bf(t) = 0 pour tout ¢ € I si et
seulement si z'(t) = r9z(t) pour tout t € I. On obtient I’existence d’une constante C; telle que pour tout ¢t € I,

on ait z(t) = Cre™?t.



On a alors, f'(t) — 1 f(t) = C1e™" pour tout ¢ € I. En particulier,

Wel,  (fe ) = (f/(1) —rif(E)e ! = Crelr,
donc il existe une constante Cy telle que
C

1 _
6(7"2 r1)t + Oy,
To —T1

vtel, (f(t)e ™" =
ce qui donne o
Vtel,  f(t) = — et 4 Chet.

To —T1

Supposons maintenant que I’équation 72 + ar + b = 0 ait une seule racine complexe 7.

Posant z(t) = f'(¢t) — r1.f(t) pour tout ¢t € I, on obtient que f”(t) + af’(t) + bf(¢t) = 0 pour tout ¢ € I si et
seulement si z'(t) = r12(¢) pour tout t € I. On obtient I’existence d’une constante C; telle que pour tout ¢t € I,

on ait z(t) = Crem?.
On a alors, f/(t) —rif(t) = Cre™* pour tout ¢t € I. En particulier,
veel,  (fHeY = (f() - mf@)e " = O,
donc il existe une constante C5 telle que
vtel, (f(t)e ™) = Oyt + Oy,

ce qui donne
vt e, f(t) = (Cit + Ca)e™t.

Corollaire. Soient a,b € R et I un intervalle de R. On suppose que le discriminant de Uéquation r?>+ar+b =0
est strictement négatif, si bien que les deux solutions de cette équation sont des complexes conjugués r1 = a+i3

et ro = a—1if avec a et B réels.

Alors toutes les solutions f de l’équation y" + ay’ +by = 0 sont de la forme f(t) = e**(A cos Bt + Bsin 8t) pour

tel et ouA et B sont deur constantes.

Preuve. En effet, d’apres le théoréeme précédent, il existe deux constantes A’ et B’ telles que
Vtel, f(t) = Alelatibt L Blelamif)t — pat( AlpiBt 4 plo=ibty
= ™ (A’(cos Bt + isin Bt) + B'(cos Bt — isin Bt))
= e ((A" + B')cos Bt + i(A" — B')sin Bt) = e*(A cos ft + B sin t)
avec A=A"+ B et B=1i(A' — B’) O

2.2 Equation non homogene.

Définition. Soit I un intervalle de R, a,b € C et g : I — C une fonction continue. On appelle solution sur I de

I’équation non homogéne y"” + ay’ + by = g toute fonction f deux fois dérivable sur I telle que, pour tout ¢ € I,

F'(@) + af'(t) + bf (1) = g(t).




Théoréme. Soient I un intervalle de R, a, b deux nombres complexes et g une fonction continue de I dans C.

St fo est une solution de ’équation y"” + ay’ + by = g, toute solution f de l’équation y" + ay’ + by = g sur
un intervalle I de R est de la forme f(t) = h(t) + fo(t) pour tout t € I et ou h est une solution sur I de
y" +ay + by = 0.

Preuve. En effet, la fonction h = f — fy définie et dérivable sur I vérifie
R +ah’ +bh = (f = fo)" +a(f — fo) +0(f — fo) = f" +af' +bf = (f§ +afs+bfo) =9g—g=0.
Réciproquement, si h est solution de 3" + ay’ + by = 0 et si fo vérifie y”’ +ay’ + by = g, alors si f = fo+h,on a
veel,  f'(t)+af'(t) +0f(t) = (fo (t) + 2" (1) + a(fo(t) + h'(£)) + b(fo(t) + h(t))

= [fo (1) + afo(t) + bfo ()] + [n"(2) + a()'(t) + b(t)A(t)] = g(t) +0 = g(2).

2.3 Equation non homogene avec second membre exponentielle polynome.

Il s’agit de remarquer que, si dans le cas d’une équation non homogeéne, la fonction g est une exponentielle po-
lyndme, alors on peut bien souvent trouver une solution particuliére (et donc résoudre complétement I'équation)

de la méme forme.

Recette. Soit a,b € C, g € C et P un polynéme. Alors on peut chercher une solution particuliére de l’équation
y" 4+ ay’ + by = P(t)ePt sur un intervalle I de R de la forme

fo(t) = Q(t)e”

ou @ est un polynome.

Cet énoncé implique par ailleurs autre recette (utile) suivante :

Recette. Soit a,b € C, a,3 € R et A,B,C € C. Alors on peut chercher une solution particuliére de I’équation
y" 4+ ay + by = (Acosat + Bsinat + C)ePt sur un intervalle I de R de la forme

fo(t) = (A’ cosat + B’ sinat + C")eP?

ou A',B',C" € C.




3 Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients

non constants.

3.1 '+ ay =0 avec a continue.

Définition. Soit I un intervalle de R et a une fonction continue de I dans C. On appelle solution sur I de

Iéquation y' + ay = 0 toute fonction f dérivable sur I telle que, pour tout ¢t € I, f'(¢) + a(t)f(t) = 0.

Théoréme. Soit a : I — C continue. Toute solution [ de l’équation y' + ay = 0 sur un intervalle I de R est de

la forme f(t) = Ce 2 pour tout t € I, ot A est une primitive de a et ot C est une constante.

Preuve. En effet, pour toute constante C, la fonction f(t) = Ce=4(") est solution sur I de I’équation proposée.

Réciproquement, si f est une fonction dérivable sur I solution de I’équation proposée et si on pose, pour t € I,

o(t) = f(t)e=2® alors ¢ est dérivable comme produit de fonctions dérivables, et pour tout ¢ € I,
O'(t) = f'(t)e 2D +a(t) f(t)e 2D = (f'(t) + a(t) f()e AP =0 x e =0,

On en déduit que la fonction ¢ est constante sur I. Notons C' cette constante. On a donc, pour tout t € I,
o(t) = C, donc f(t) = CeA®), O

3.2 y +ay=g avec a et g continues de [ dans C.

Définition. Soit I un intervalle de R, a: I — C et g : I — C deux fonctions continues. On appelle solution sur

I de l’équation y' + ay = g toute fonction f dérivable sur I telle que, pour tout t € I, f'(t) + a(t) f(t) = g(t).

Théoréme. Soit a : I — C et g : I — C deux fonctions continues. Si fy est une solution de l’équation

y' + ay = g, toute solution [ de l’équation y' + ay = g sur un intervalle I de R est de la forme

f(t) = fot) + ()

pour tout t € I ot ¢ une solution de l’équation homogene.

Preuve. En effet, si f est une solution particuliere de I’équation non homogeéne et f une autre solution de cette

équation, la fonction ¢ = f — fy définie et dérivable sur I vérifie

¢ +ap=(f—fo) +alf—fo)=(f +af) = (fo+afo)=g—9=0.

Réciproquement, si fy est une solution particuliere de 1’équation non homogene et ¢ une solution de I’équation

homogene, alors f = fy + ¢ est solution de I’équation non homogene puisque

veel,  f'(t)+af(t) = fo(t) +¢'(t) + afo(t) + ap(t) = (fo(t) + afo(t)) + (&' (t) + ap(t)) = g(t) + 0.



3.3 Variation de la constante.

On appelle "Méthode de variation de la constante” la méthode que nous allons exposer destinée a rechercher

une solution particuliere fo de I’équation 3’ + ay = g précédente.

1l s’agit de faire la chose suivante : on sait que les solutions f de 1’équation homogene 3y’ + ay = 0 sont de la

forme f(t) = Ce=4(® o C est une constante et ott A est une primitive de a.

On cherche une fonction fy(t) solution de ¥ + ay = g de la forme fo(t) = p(t)e 4® ol ¢ est dérivable (la

constante C' est remplacée par une fonction, d’out le nom “variation de la constante”).

On a alors :

VeI,  fi(t)+afo(t) = (¢ (e 2D — p(t)a(t)e D) + a(t)p(t)e ) = o/ (t)e ) = g(1),

ce qui nous donne ¢'(t) = g(t)e*®. 1l suffit alors de trouver une primitive de g(t)e*®) pour conclure.




