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Analyse a une variable complexe.

Calcul de l'intégrale

14+ sin 7w\
par les méthodes des résidus sur le contour suivant :

oo A—1
/ Y dp=-T pour 0 < A\ < 1.
0




Agrégation : Analyse Complexe. 2

On prend « €]0,2], € €]0, 5[, R > 1 et le chemin vg. o

ci-dessus.

On considere la fonction Ln, détermination du loga-

rithme sur C\ R". Ln est définie par le fait que, pour

tout z € C\ RT, il existe § €0, 27| tel que z = |z|e®,

et on pose donc Ln z = In |z| 4 6.

On considere la fonction

e()\—l) Ln z

fe) = S

définie et holomorphe sur C\ (R* U {—1}). Elle a un

poOle simple en —1 et son résidu en ce point est

lim F(z)(z+ 1)= lim pA-DLnz _ (A1) In(-1) _

z——1 z——1

im(A—1) _ _€i7r)\

—e
L’intégrale de la fonction f sur le contour ~ygz., est
donc égale a 2w fois le résidu de f en —1, donc :

f(2)dz = —2mie™.

TR.e,a

On paramétrise les différentes portions du chemin~yg . ,,
et on obtient

2mr—«o

R
f(z)dz:/ f(tem)emdt—F/ f(Re®)Rie™do
VReo Ji=¢ , Ja _

(1)]%,6,(1 (2)]%,(1
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\ 7
~" Vv

Re,a (4)5,a

3
—/ f(tez(%_o‘))el(%_o‘)dt—/ f(ee®eie™ds .
t=¢ o
(3)

(%)
R et ¢ étant fixés, on va d’abord faire tendre o vers
0+.

Regardons le terme (1)g. . quand o — 0+.
Nous avons

Re()\—l)Ln(tem) . R e(A—l)(lnt—l—ia) .
= [P [P
“ = ) TTxten e 1 ten

La famille de fonctions

6(A—l)(ln t+ia)

aile, Rl 2t — . o
9o : [€, R] o0 €

tend simplement, lorsque o — 0+ vers
p(A—1)Int -1

SR 2t — = :
e B 1+t  1+¢

Pour appliquer le théoreme de convergence dominée,
il faut majorer les fonctions g, par une fonction indé-
pendante de « et dans L'[e, R].

On remarque que, comme « €|0, 5[, le segment de
droite [ee'*, Re™] est dans le demi-plan {z, Re z > 0}.
Comme la distance de —1 a ce demi-plan est égale a
1, on en déduit que

Vt € [e, R], |1+ te| > 1,



Agrégation : Analyse Complexe. 4

donc que

(A=1)(Int+ic)

€ 1o’

Vit € [€,R], < |6(>\—1)(1nt+ia)‘

1+ tete

— e()\—l)lnt — t)\—l c Ll [E,R].

Le théoreme de convergence dominée nous donne donc

R N1
thdt
Iim (1)g.0 = (1)pe = :

Pour le terme (3)p..q, On remarque que la famille de
fonctions

(A—1) Ln (te'27—))
€ i(21—a)

Gor—a &, Rl 2t — [T foiera) e —

e()\—l)(ln t+i(2r—a)) i

1 + te—io

converge simplement quand o — 0+ vers

(A—1)(In t+273) A-1
e t .
R >t— = 2mix,

. B 1+t 1+t
La encore, pour tout a €]0, 7] :

Vtele, R, g olt) <t' € L'e, R].
Donc
R a-1
: th i dt
3 _ _2miA
I 3o = e = [ I



5 Cours.

Regardons maintenant la limite de (2)g, quand o —

0-+.
Nous avons

2r—« e(A—l)Ln(Rew) ’
2)Ra = —— Rie’’df
@no= | g Rie
2n—a (A—1)(In R+i0) .
:/ €1+R —Rie"df
[0 ez
27 e()\—l)(lnR—H'@) ”
S — Rie” df
a—>0+\/0 1 + Rew !
car la fonction (0,27 2 0 +— &MEM)REZH est con-
) 14+ Re
tinue.
On note

27 e(A—l)(lnR—H’G) ”
2)p = — Rie"df.

De méme, quand o — 0+, nous obtenons

27 6(A—1)(1n6+z'9) ”
4)e0 — (4): = : e’ df.
Wen =, 0= [ e

Faisant donc tendre « vers 0+ dans (x), nous obtenons

R 4x—1 2t _(A=1)(In R+10)
- A dt .
—27ie™ = / - / ¢ Rie’dp
€ 0

14+t 1 + Re'®
(1) @
R 4 -1 21 (A—=1)(Ine+ih)
, 1 dt :
— 2 / — / c ——cie?df. (%)
e 1 —|— t 0 1 —|— 5619

TV TV

(3)R,5 (4)5



Agrégation : Analyse Complexe. 6

Faisant maintenant tendre R vers 400 et € vers 0+,
nous obtenons que

' 00 t/\—l
(Dre — (3)re — (1 — 62”“)/0 o dt.

Pour le terme (2)g, nous avons

2w e(A—l)(lnR—f—ié?) ”
— Rie” df
/0 1+ Reit ¢ '

[(2)r| =

7 | - R4i0) 21 pA-1
< — Rie” | df < Rd6
/0 1+ Rei0 ¢ /0 R—1
R)\
=27 > 0,

R—1 R—>+E>o

car A < 1 et car pour tout # € [0,27] et pour tout
R > 1, nous avons

|1+ Re”| > ||Re”| —1|=|R—1=R—1.
Pour le terme (4)., nous avons
2 ,(A-1)(Ine+if)
/ c 5iewd0‘
0

1+ cet?
(A=1)(Ine+10) 2 8)\—1
df < / edf
0 — &

8)\

()] =

2
S / i
0

€

cie

1+ cet?

— 0,

=27
1 —ge=40
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car A > 0 et car pour tout € € [0,2n] et pour tout
£ < 3, NOUS avons

[1+ee’| > |lee’| 1] =le—1=1-c¢.

Faisant tendre € vers 0+ et R vers +o0o dans (#x*), nous
obtenons donc

. . 0 Al
—27ie™ = (1 — e%m)/ dt,
o 1+t
ce qui implique que
A g™ 274
dt = 21— = —— :
/0 1 4+t 1 — 62#2)\ e—m)\ _ em)\

— 271 s

—2isintA  sinmwA

Comme conséquence de cela, nous avons, pour tout

a>1
/OO de.  w
o l+z* asnZ’

En effet, si on pose u = z® alors z = u"/® donc dz =
1l

éua Ldu.

On obtient donc

/OO dx _1/°Ou$1du_ T
o l+z* afy l1+u asin®




