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Analyse à une variable complexe.

Calcul de l’intégrale∫ ∞
0

xλ−1

1 + x
dx =

π

sinπλ
pour 0 < λ < 1.

par les méthodes des résidus sur le contour suivant :

+α
−α

ε

R

γR,ε,α
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On prend α ∈]0, π
2
[, ε ∈]0, 1

2
[, R > 1 et le chemin γR,ε,α

ci-dessus.
On considère la fonction Ln , détermination du loga-
rithme sur C \R+. Ln est définie par le fait que, pour
tout z ∈ C \ R+, il existe θ ∈]0, 2π[ tel que z = |z|eiθ,
et on pose donc Ln z = ln |z|+ iθ.
On considère la fonction

f(z) =
e(λ−1) Ln z

1 + z

définie et holomorphe sur C \ (R+ ∪ {−1}). Elle a un
pôle simple en −1 et son résidu en ce point est

lim
z→−1

F (z)(z + 1)= lim
z→−1

e(λ−1) Ln z = e(λ−1) Ln (−1) =

= eiπ(λ−1) = −eiπλ.

L’intégrale de la fonction f sur le contour γR,ε,α est
donc égale à 2πi fois le résidu de f en −1, donc :∫

γR,ε,α

f(z)dz = −2πieiπλ.

On paramétrise les différentes portions du cheminγR,ε,α
et on obtient∫
γR,ε,α

f(z)dz =

∫ R

t=ε

f(teiα)eiαdt︸ ︷︷ ︸
(1)R,ε,α

+

∫ 2π−α

α

f(Reiθ)Rieiθdθ︸ ︷︷ ︸
(2)R,α
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−
∫ R

t=ε

f(tei(2π−α))ei(2π−α)dt︸ ︷︷ ︸
(3)R,ε,α

−
∫ 2π−α

α

f(εeiθ)εieiθdθ︸ ︷︷ ︸
(4)ε,α

.

(∗)
R et ε étant fixés, on va d’abord faire tendre α vers
0+.

Regardons le terme (1)R,ε,α quand α→ 0+.
Nous avons

(1)R,ε,α =

∫ R

t=ε

e(λ−1) Ln (teiα)

1 + teiα
eiαdt =

∫ R

t=ε

e(λ−1)(ln t+iα)

1 + teiα
eiαdt.

La famille de fonctions

gα : [ε,R] 3 t 7→ e(λ−1)(ln t+iα)

1 + teiα
eiα

tend simplement, lorsque α→ 0+ vers

[ε,R] 3 t 7→ e(λ−1) ln t

1 + t
=

tλ−1

1 + t
.

Pour appliquer le théorème de convergence dominée,
il faut majorer les fonctions gα par une fonction indé-
pendante de α et dans L1[ε,R].
On remarque que, comme α ∈]0, π

2
[, le segment de

droite [εeiα, Reiα] est dans le demi-plan {z, Re z ≥ 0}.
Comme la distance de −1 à ce demi-plan est égale à
1, on en déduit que

∀t ∈ [ε,R], |1 + teiα| ≥ 1,
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donc que

∀t ∈ [ε,R],

∣∣∣∣e(λ−1)(ln t+iα)

1 + teiα
eiα
∣∣∣∣ ≤ ∣∣e(λ−1)(ln t+iα)

∣∣
= e(λ−1) ln t = tλ−1 ∈ L1[ε,R].

Le théorème de convergence dominée nous donne donc

lim
α→0+

(1)R,ε,α = (1)R,ε =

∫ R

ε

tλ−1dt

1 + t
.

Pour le terme (3)R,ε,α, on remarque que la famille de
fonctions

g2π−α : [ε,R] 3 t 7→ e(λ−1) Ln (tei(2π−α))

1 + tei(2π−α)
ei(2π−α) =

=
e(λ−1)(ln t+i(2π−α))

1 + te−iα
e−iα

converge simplement quand α→ 0+ vers

[ε,R] 3 t 7→ e(λ−1)(ln t+2πi)

1 + t
=

tλ−1

1 + t
e2πiλ.

Là encore, pour tout α ∈]0, π
2
[ :

∀t ∈ [ε,R], |g2π−α(t)| ≤ tλ−1 ∈ L1[ε,R].

Donc

lim
α→0+

(3)R,ε,α = (3)R,ε = e2πiλ

∫ R

ε

tλ−1dt

1 + t
.
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Regardons maintenant la limite de (2)R,α quand α →
0+.
Nous avons

(2)R,α =

∫ 2π−α

α

e(λ−1) Ln (Reiθ)

1 +Reiθ
Rieiθdθ

=

∫ 2π−α

α

e(λ−1)(lnR+iθ)

1 +Reiθ
Rieiθdθ

−→
α→0+

∫ 2π

0

e(λ−1)(lnR+iθ)

1 +Reiθ
Rieiθdθ

car la fonction [0, 2π] 3 θ 7→ e(λ−1)(lnR+iθ)

1+Reiθ
Rieiθ est con-

tinue.
On note

(2)R =

∫ 2π

0

e(λ−1)(lnR+iθ)

1 +Reiθ
Rieiθdθ.

De même, quand α→ 0+, nous obtenons

(4)ε,α −→
α→0+

(4)ε =

∫ 2π

0

e(λ−1)(ln ε+iθ)

1 + εeiθ
εieiθdθ.

Faisant donc tendre α vers 0+ dans (∗), nous obtenons

−2πieiπλ =

∫ R

ε

tλ−1dt

1 + t︸ ︷︷ ︸
(1)R,ε

+

∫ 2π

0

e(λ−1)(lnR+iθ)

1 +Reiθ
Rieiθdθ︸ ︷︷ ︸

(2)R

− e2πiλ

∫ R

ε

tλ−1dt

1 + t︸ ︷︷ ︸
(3)R,ε

−
∫ 2π

0

e(λ−1)(ln ε+iθ)

1 + εeiθ
εieiθdθ︸ ︷︷ ︸

(4)ε

. (∗∗)
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Faisant maintenant tendre R vers +∞ et ε vers 0+,
nous obtenons que

(1)R,ε − (3)R,ε −→
R→+∞
ε→0+

(1− e2πiλ)

∫ ∞
0

tλ−1

1 + t
dt.

Pour le terme (2)R, nous avons

|(2)R| =
∣∣∣∣∫ 2π

0

e(λ−1)(lnR+iθ)

1 +Reiθ
Rieiθdθ

∣∣∣∣
≤
∫ 2π

0

∣∣∣∣e(λ−1)(lnR+iθ)

1 +Reiθ
Rieiθ

∣∣∣∣ dθ ≤ ∫ 2π

0

Rλ−1

R− 1
Rdθ

= 2π
Rλ

R− 1
−→
R→+∞

0,

car λ < 1 et car pour tout θ ∈ [0, 2π] et pour tout
R > 1, nous avons∣∣1 +Reiθ

∣∣ ≥ ∣∣∣∣Reiθ∣∣− 1
∣∣ = |R− 1| = R− 1.

Pour le terme (4)ε, nous avons

|(4)ε| =
∣∣∣∣∫ 2π

0

e(λ−1)(ln ε+iθ)

1 + εeiθ
εieiθdθ

∣∣∣∣
≤
∫ 2π

0

∣∣∣∣e(λ−1)(ln ε+iθ)

1 + εeiθ
εieiθ

∣∣∣∣ dθ ≤ ∫ 2π

0

ελ−1

1− ε
εdθ

= 2π
ελ

1− ε
−→
ε→+0

0,



7 Cours.

car λ > 0 et car pour tout θ ∈ [0, 2π] et pour tout
ε < 1

2
, nous avons∣∣1 + εeiθ

∣∣ ≥ ∣∣∣∣εeiθ∣∣− 1
∣∣ = |ε− 1| = 1− ε.

Faisant tendre ε vers 0+ et R vers +∞ dans (∗∗), nous
obtenons donc

−2πieiπλ = (1− e2πiλ)

∫ ∞
0

tλ−1

1 + t
dt,

ce qui implique que∫ ∞
0

tλ−1

1 + t
dt = −2πi

eiπλ

1− e2πiλ
= − 2πi

e−iπλ − eiπλ

=
−2πi

−2i sinπλ
=

π

sinπλ
.

———————————————————————
Comme conséquence de cela, nous avons, pour tout
α > 1 ∫ ∞

0

dx

1 + xα
=

π

α sin π
α

.

En effet, si on pose u = xα alors x = u1/α donc dx =
1
α
u

1
α−1du.

On obtient donc∫ ∞
0

dx

1 + xα
=

1

α

∫ ∞
0

u
1
α−1du

1 + u
=

π

α sin π
α

.


