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NOMBRES COMPLEXES

1 Inégalités triangulaires.

Théoréme. Premiére inégalité triangulaire. Pour tous z,z dans C, nous avons

2+ 2| < |2] + |2']

avec égalité si et seulement (z =0) ou (2/ =0) ou (X >0, z = \2').

Preuve. En effet, si z, 2’ sont dans C, on a
|2+ 21 <[+ 2] & [2+ZP<(+12)? & (+2)E+Z) < |2 22| + |2
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& 27 +272<2)2]] & 2Re(27) <2|2Z'| & Re(z7) < |27

Or cette derniére inégalité est toujours vraie car, quel que soit le nombre complexe w, on a toujours Re
w < |w.

De plus, on déduit que nous avons P'égalité |z + 2’| = |z| + |2/ si et seulement si Re(zZ') = |27/
Il est clair que, si z = 0 ou si 2’ = 0, Pégalité Re(zz’) = |2Z'| est vraie.

Supposons z # 0 # 2'. Si w = 27, alors w # 0. Il existe donc 7 > 0 et 6 € R tel que w = re'®. Nous avons
alors Re w = rcosf = |w| = r. Ceci nous donne que 6 € 27Z, donc que w = r est un réel positif. Nous

avons alors ,
2Z w w
z = e = = = ﬁzl = )\ZI
avec A = ‘le > 0. Ceci termine la preuve du théoreme.

Théoréme. Deuxiéme inégalité triangulaire. Pour tous z, 2’ dans C, nous avons
2] = |2"]] < |z = 2|

avec égalité si et seulement (z =0) ou (2 =0) ou (IXA >0, z = A\2').

Preuve. Si w,w’ sont dans C, on applique la premiere inégalité avec z = w et 2z’ = w’ — w. On obtient
alors |w'| = |z + 2| < |z| + || = |w| + |[w’ — w], soit encore |w’ —w| > |w'| — |w].

Echangeant les rdles de w et w’, nous obtenons |w' —w| = jw—w’'| > |w|—|w’|, donc |w' —w| > ||w|— |w'|].
Ceci prouve la deuxieme inégalité triangulaire.

Enfin, nous avons égalité si et seulement si, quand nous appliquons la premiere inégalité a z = w et
Z=w —wouaz=w etz =w—w,ily aégalité. Nous avons donc légalité ||w| — |w'|| = |w — w’'| si
et seulement si

[(w=0)ou(w —w=0)ou (IAN>0, w=Aw —w)] ou [(w =0)ou (w—w =0)ou (IA>0, w=Aw—w)]

ce qui équivaut a
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(w=0) ou (w=w') ou (IA >0, w:w'} ou [(M/ZO)OU(w:w/)Ou(HA>Ov wzmw



soit encore a
(w=0)ou (w' =0)ou (IN >0, w=Nuw).

Ceci acheve la preuve de la seconde inégalité triangulaire.

2 Somme des termes d’une suite géométrique.

Théoréme. Soit a € C et n € N.

n
Sia =1, alors g ak =
k=0
R |

Sia#1, alors Zak =

a—1

Preuve. Le cas a = 1 est clair. Si a # 1, montrons par par récurrence sur n € N que

Za

C’est vrai pour n = 0. Supposons que cela soit vrai au rang n € N*. On a alors

n+1 1

n+l n n+1 n+1 n+2 n+l n+2
a—1 a—1 a—1"

donc c’est vrai au rang n + 1.

On a donc bien prouvé par récurrence sur n € N que, pour tout n € N et pour tout a # 1,
n qnt1
Yot = T
Ta—1

k=0

Théoréme. Soit t € R et n € N. Alors :

Six € 277, Zcoskac:n+1, Zsink:a::O.

k=0
) cos Zxsin “Hy sin Zasin 2H g
Six & 217, g coskzx——, E smk:x——.
sin 5 sin
Preuve. Notons
n n
= E cos kx et S, = g sin k.
k=0 k=0
On a
n
C, +1iS, = E etk
k=0
Si x € 2nZ, le résultat énoncé est clair.
)
Six & 277, e # 1, et donc
. - n+41 -n+41 - n+41 ..
. eilnthz _ 1 pifgme gifyme _ p—itgu inp2isin 2Ly
Cn 4850 = v —1 ¢ % e3¢ “2isinZ
2
On déduit de cela que
o R in ,sin ”glx cos 2xsm "—Hx " g I ;1 S %Hac sin 2xsm ”—Hx
=Rele = e =Im|(e'2 - = .
" sin 5 sin 5 " sin 5 sin 5



3 Racines n—iemes de nombres complexes.

3.1 Racines carrées de nombres complexes.

Soit a+1ib # 0 un nombre complexe avec a,b € R. On cherche les z = z + iy € C tels que 22 = a +ib. On
appelle ces nombres les racines carrées de a + b.

Pour trouver ces z, on écrit que 22 = (22 — y?) + 2izy = a + ib, ce qui nous donne
2 —y? =a, 2zy = b.

Or 22 + y? = |2|2 = |2?| = |a + ib] = Va? + b2. En additionnant cette relation a la relation 22 — y? = a?
et en divisant par 2, on obtient donc que

5 a++Va?+b?
=
et donc que

a+va? + b2

— 4
v 2

La relation 2zy = b nous donne alors les deux valeurs de y correspondantes :

2b

a+ va? + b2
2
Les deux racines sont donc

a+ Va2 + b2 ; 2b B a+\/a2+b2_
2

y=+=+

a+va? 4 b 2 a+va? + b

3.2 Remarque importante.

Il ne faut jamais écrire \/z quand z € C

Quand z est un réel positif, '’équation y> = = admet toujours deux racines, une positive et 'autre
négative. On a donc un moyen simple de différencier les racines, c’est leur signe, on choisit de noter la
racine positive /z. Dans ce cas, on a /Ty = /Z,/y.

2

Quand « est un complexe, I’équation z* = a admet toujours deux solutions opposées. On pourrait choisir

la racine qui a une partie réelle positive (et qui n’est pas de la forme —ib avec b € R™) pour définir une
fonction racine complexe. Mais ce choix donne une fonction qui n’est pas continue, et qui ne vérifie pas
VvaB = y/ay/B. On risque de faire plein d’erreur avec une telle fonction. Et tous les choix possibles pour
la racine posent les mémes problemes. Le plus simple est de se passer d’une fonction racine complexe.

3.3 Racines n—ieémes de a € C pour n > 3.

Soit n > 3 un entier et a € C. On cherche les z tels que 2™ = a.
Si a = 0, alors seul z = 0 est solution de 2™ = 0.

Si a # 0, alors on peut écrire a = pe'? avec p > 0 et p € R.



Posant z = re*?, nous avons 2" = r"e™?

= pei®.

1/n 0

. Nous avons alors e'™

2km
e

Donc |2"| = r™ = |pe?| = p, ce qui nous donne que r = p
équivaut & l'existence d'un k € Z tel que nf) = ¢ + 2km, ou encore § = £ +

= ¢, ce qui est

Nous en déduisons que ’ensemble des racines n—iemes de a est
. 2km
S = {p/mei(E+57) | ke 7).

Or la suite wy = (ei(%‘krz%ﬂ))k est périodique de période n car, pour tout k € Z, on a

Whm = G(E+20E) _ (g2 4om) _ i(542)
n = = = = wy.

On en déduit que I'ensemble S se réduit a ’ensemble

S = {pl/"ei(%‘*'%), ke{0,1,...,n—1}}.

n 3 n __ n
3.4 Equation z{ = zJ
Cela n’implique pas z; = 29, mais
n
n n 21 21 : ieme ’ A
2] =z5 & Pl le - est une racine n'*™° de 'unité.
2 2

Par exemple pour n = 2, les racines carrés de I'unité sont {1, —1} et cela donne z; = +25.
Pour n = 3, les racines troisiémes de 'unité sont {1, j, 2} et cela donne z; = 2o ou z; = j 23 ou 23 = j2 z5.

4 Résolution de I’équation du second degré a coefficients com-
plexes.

Soient a, b, ¢ trois nombres complexes avec a # 0. On cherche a résoudre 1’équation
az’? +bz+c=0 (%)
dans C.

Soit z € C. En divisant par a # 0, on a

b
az’+bz+c=0 < Z24+-z4-=0.
a

2Lt B\
a” 2a 4a2”

On en déduit que z est solution de (x) si et seulement si
b\> (B ¢
B R A
<Z + 2a> <4a2 a) ’

b\? 1
(z+2a) —@(b2—4a0):0.

Notons d; et 3 les deux racines carrées complexes (opposées) du nombre complexe b — 4ac.

Or

soit encore si et seulement si

z est alors solution de (*) si et seulement si
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i 2a 4a2 * 2a 2a * 2a  2a) * 2a  2a * 2a 2a)

On en déduit que les deux solutions de () sont

—b+ —b+ 09
7= —— et 2g = ——=,
2a 2a



