CORRIGE DU DEVOIR NY1

Exercice 1.

sinx
1. Montrons que la fonction —— n’est pas dans L*(R). Pour cela, on écrit
x

que
/+OO ‘Sinx‘dx = 2/+OO de > 2/+OO Mdm
—00 ‘.CE‘ 0 x T x
100 a(k+1)m | o 100 o .
:2;/]6” ‘Sl;lm‘dx:2;/0 g’:sflﬂdx
DI RN

car la série harmonique Y- + diverge.

B

sin
Montrons que la limite de / dx existe quand A tend vers —oo et
A X
B tend vers +00. On écrit que (grace a une intégration par parties qui

sin x

est licite puisque la fonction = — se prolonge par continuité en 0

et en utilisant le fait que 1 — cosx est une primitive de sin x)

B sinx 1 —cosx B B1—cosx
dr = | —| + —Qd:c.
A X o A A X

. 1—coszx . ..
La fonction g(x) = ———— se prolonge par continuité au voisinage de
x
1—(1—% +o(a? 1 1
0 puisque g(x)= ( = (@) = -+ 0(1) — =. De plus, g(x)
0 T 2 =0 2

2
est inférieure a — donc la limite quand A tend vers —oco et B tend vers
x

+00 de s
1—
/ czos:c e
A X

T 1 —coszx
ST
o x

L 1—cosA: lim 1—CosB:0

A——0 A B—+00 B ’

existe et vaut

Comme
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on obtient donc bien 'existence de la limite cherchée.

+00 o3

sin ©

On notera / dx cette limite.
e X

Vérifions que pour tout n > 1,

n .: n “+00
sin x P
/ d:l::/ dx/ e sin z dt.
0o T 0 0

On remarque que
1 +00
- = / e dt,
x 0

et donc

n sinx n +oo n —+00
/ dx :/ Sinxdx/ et = / dm/ e *tsin x dt.
0 x 0 0 0 0

Pour tout t > 0, on pose F,(t) = / e "'sinzdzr. Calculons F,(t). On
0

integre par parties :

n 1 n 1 n
/ e einxdr = [——e_wt sin 1} + = / e " cosxdr.
0 13 o tJo

On integre encore par parties :

n 1 n 1 n
/ e eosxdr = [— —e " cos m} - = / e "'sinzdr.
0 t 0 t 0

En reportant la seconde égalité dans la premiere, on obtient :

n 1 n
/ e lsinxdr = |——e “'sinx| +
0 t 0

+=< |==ecosx| — = / e sinz dz
t t 0 13 0

e™sinn 1—e"cosn 1 [ _, .
= — + 5 - e "'sinxdx.
t t 2 J,

En passant l'intégrale de droite a gauche, on obtient

1 e ™Msinn  1—e ™cosn
(1 + t_2> F,(t) = — ; + "
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et donc
e Msinn 1—e ™cosn
2 1—e™cosn + te ™sinn
Fn(t) == t 1 : = +2
gl 1+t
t2
Déterminons
lim F,(t).
n—-+0o00

Sit > 0 alors (cosn), et (sinn), sont bornées et e ™ tend vers 0 donc,
pour t > 0,

, 1
i Fat) = 142

T ginx
dr = .
T

On remarque que, si n est fixé,

n (0.¢] n s
/ / e~ sin z|dt dx = / Mdz < +o00.
2=0 J1=0 o T

D’apres le théoreme de Fubini, on a

n S' n o0 ) .
/ mxdx:/ / e sing dtdx =
0 x =0 Jt=0
:/ / e sinx dwdt:/ F,(t)dt.
t=0 J =0 0

Or F), converge simplement sur |0, +oo[ vers ¢

Déduisons que

De plus, pour

14+ ¢2
n>1,
Fy(1)] < 1—e™cosn+te ™ sinn - 1+1+te? _ 2+ tet
= 1+¢2 - 14+ 14

La fonction ¢ — te™! tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo donc est bornée,
mettons par M. On a alors

M +2
1+

[E ()] <
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M +2
et donc F),(t) est bornée, pour n > 1 par ¢ — rth? qui est une fonction

intégrable sur Rf. On en déduit que le théoreme de la convergence
dominée s’applique et que

n : 400 [e.e] dt
/ "2 G :/ Etdt — | 2 =T
0 X 0 n—-+00 0 1 + t2 2

o0 . (o] .
sin x sin
/ dr = 2/ dr = .
— 0 xr 0 X

sin nx

et donc

3. Soit f,(z) =
L’application f, est continue sur R* et se prolonge par continuité en 0
en posant f,(0) = n. Donc elle définit une distribution sur R.

. Montrons que f, définit une distribution sur R.

Montrons que, pour ¢ € D(R), on a

/_ o0 sinnx(p(x) do — /_ * sinnx [p(z) — ¢(0)] dz + mp(0).

00 € 00 &

Si A, B € R sont tels que le support de ¢ est inclus dans |A, BJ, alors

sin nx

. o(r)

est intégrable sur R et

B +oo o
/ smnxgp(x) de :/ Slnnx(p(m) d.
A _

Or

A x A x

et, en posant u = nx,

B ginna "B sinu
dxr = du — .
n

A xT A u A——00,B—+00

On montre comme dans la question 1 que la limite quand A — —o0 et
B — +oo de

/ ST () — p(0)] de
A Z
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existe et vaut

et donc

/ Csinnz / TSINT ) — o(0)] da + we(0).

[ee) T oo x

Déduisons la limite de f, au sens des distributions quand n tend vers
+00. On va montrer que

[ o) — o) 0,

00 €T n—-+o00

ce qui permettra d’en déduire que

(furp) — mp(0)

n—+00

et donc que f, —, 100 ™y. Pour cela, on écrit que, en intégrant par
parties comme dans la question 1,

/ ST ) — p(0)] dar =

A x

(s o) (s

La limite du terme entre crochets quand A — —oo0 et B — 400 existe et
vaut 0 (car ¢ est a support compact donc borné en valeur absolue par
My et donc

Kl-cosm) o(z) —¢(0)‘ 2 (Mo+|go(0)|> _ Ay

< —
n - ] — nfz]

).

n

Le terme

vaut quant a lui

/AB (1 — (::S nx) <xcp’(:c) — gxoga:) + go(O)) .
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Posons u = nx dans cette derniere intégrale, on obtient qu’elle est égale

a
nB
1 —cosu u o, u
) (BEE) = e(5) + ¢(0) ) du.
L5 (B - e+ o) du
L’application u — 2¢'(%) — (%) 4 (0) est bornée sur R car ¢ est a

1 —cosu

support compact. Comme u —> ) est intégrable sur R, on en

2
u
déduit par application du théoreme de la convergence dominée que la
limite que A — —o0 et B — 400 de la derniere intégrale est

/+Oo (:ﬂ) (%w’(%) - so(%) + g0(0)> du,

donc
[ o) — o) do -

/_m (ﬁ#) (%W%) - s&(%) + s0(0)> du.

o0

Si on suppose que A > 0 est tel que le support de ¢ est inclus dans
| — A, Al et si on note My = supg |¢], on a

(2222 (o) - oty +o0)| = (2520 4ty +-200)

1—
et u — <#> (AM; + 2M)) est intégrable sur R. Comme la suite
u

1—
de fonctions u — ﬂ (Ega/(g) — go(g) + go(O)) converge sim-
u n’'n n

plement sur R vers 0, on déduit du théoreme de la convergence dominée

h [T () (B - e+ o) du — 0

2
00 (% n n n—+00

d’ou le résultat.
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Exercice 2.
1. Rappelons la définition du produit d’une fonction f de classe C* avec
une distribution T'. On appelle fT la distribution définie par :

Vi € D(Q), (fT,0) =(T, fo).

2. Montrons qu’on ne peut pas étendre ce produit en un produit sur l’espace
des distributions qui soit commutatif et associatif. en supposant qu’un
tel produit existe et en calculant de deuxr maniéres différentes le produit

1
x 0o vp {—} dans D'(R).

x
Calculons zdy. Pour ¢ € D(R), on a (zdy, p) = (dg,xp) =0 x ©(0) =0
donc zdy = 0. En particulier, s’il existe un produit associatif,

cion 1] = g [2] o [1] -0

x
Calculons z vp [%] Pour ¢ € D(R), on a

(zvp E] ) = (vp E] ,vp(z)) = lim 20) gy =

e—0+ ‘J“ZE T

im [ p(a)ds = /]R o(x)dz = (1, )

e—0+ |z|>e

donc zvp [ﬂ = 1. En particulier, s’il existe un produit commutatif,

xdovp [l] = dpx vp {1} = Jy (az vp {l}) =09 X 1 = 9.
x x T

Cecl est contradictoire.

Exercice 3. Soit T une distribution sur R.
1. Calculons (2*T)'. Soit ¢ € D(R). On a

<(1‘2T)/7 90> = _<CC2T7 Q‘)/) = _<T7 :L‘2g0/> = _<Ta (1'290),> + <T7 2:L“cp> =
(T, 2p) + (22T, p) = (x*T" + 22T, @)

donc (2?T) = 2*T" + 22T
2. Trouvons toutes les solutions de l’équation

22T + 22T = 0.
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Si on pose z?T = U alors U’ = 0. Résolvons 1'équation U’ = 0. Pour
cela, soit ¢ € D(R). Posons

o) = [ etwu—( [ stan) wio

ou § € DR") et (t) = fioo O(uw)du/ [7 O(u)du. Si A > 0 est tel que
supp 6 et supp ¢ sont dans [—A, A], alors pour t < —A, ¢(t) = 0 et pour
t > A, ¢(t) =0 ce qui montre que ¢ € D(R). On a

S p(u)du

U,p)=0=—(U,¢)=—(U (U, 0

(V') = 0= ~(U6) = ~(U0) + R GaU0)
donc

<U7 (P> = <C7 90>
(U, 6) : o

avec C = ————— ce qui montre que U = C est une distribution con-

J7o 0(u)du

stante (c’est & dire une distribution attachée a une fonction constante).
On en déduit que z°T = C.

Posons Ty = —C (Vp [ﬂ)/ et montrons que x°Ty = C (cette définition
de Tj est motivée par le fait que, formellement, la dérivée de —% est %)
Soit ¢ € D(R). On a

) = M) = (-0 (w0 [1] ) et =otw [ 2], 62n)
~ Clwp E] 2w+ 22)

2.
=C ( lim / Mdm—i— lim / de)
e—0+ || >e xX e—0+ lz|>e x
=C (/ 290(x)dx+/xgo'(x)d:z:>
R R

e ( /R 20(2)da + [p(x)] %, — /R go(x)dm) e /]R o(z)dz.

On a donc bien prouvé que 22Ty = C.

En particulier si T vérifie 22T = C alors 2*(T — Ty) = 0. 1l reste
pour conclure a trouver les distributions S telles que 225 = 0. On
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aura alors T' = Ty + S. Pour cela, on procede comme pour l'exercice
2.11. Si ¢,0 € D(R) avec § = 1 au voisinage de 0, on va montrer que
o(z) — (p(0) + ¢'(0)x) O(x) est de la forme z*¢)(z) avec 1» € D(R). En
effet, la fonction f(x) = p(z) — (¢(0) + ¢'(0)x) 8(z) est de classe C*™ et
vérifie £(0) = f/(0) = 0. On a donc

T 1
f@) = [ @=ora=a [ - @

grace au changement de variables t = a:u La meme preuve que pour
Pexercice 2.11 montre que la fonction ¥ (x fo u) f’(zu)du est de
classe C™ et a support compact. En partlcuher on obtlent donc

(S, 0) = (9, 0(z) = (£(0) + ¢'(0)x) (=) + (S, (#(0) + ¢ (0)x) O(x))
= (S, 2% (@) +0(0)(S., 0) + ' (0)(S, 20) = ap(0) + B'(0)
————

=0
avec a, 5 € R et donc S = ady — B9,

On en déduit que les solutions de I’équation proposée sont les distribu-
tions de la forme

11\’
T=0Cy <Vp |:E:|) +01(50+02(56

ou Cy, C4 et Cy sont des constantes.

Exercice 4. On note D(R) l’espace des fonctions C* sur R a support com-
pact, D'(R) Uespace des distributions sur R et Dk (R) ’espace des fonctions
de D(R) a support dans le compact K.

1.a. Montrons que T définie par

voeDL®, (o= [ E ) ma

Déterminons aussi son ordre et son support.
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1.b.
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Soit ¢ € Di_yq(R). Soit € > 0.

/“ pz) —9(0) , [(o(z) — ¢(0)) Ina]® — /a ¢ (x) Inz dz
= —¢(0)Ina — (¢(e) —¢(0))Ine — /a ¢'(z) Inzx dz.

Lorsque € — 0, comme ¢ est dérivable a 'origine, on a (¢(g) — ¢(0)) ~
¢’ (0)e et donc (p(e) — ¢(0))Ine —.9 0. On en déduit que

(T, ) = —/Oagp'(:p) Inx dx.

ce qui montre que T = (X[o, o0 In|2[)" (01 X0, 4+0[ €st la fonction caracté-
ristique de 'intervalle [0, +00[) est une distribution d’ordre exactement
1, ayant pour support Rt et que

' — (0)

Vo € Dioq(R), (T, ) = /O P(@) . dz 4+ ¢(0)Ind’

pour a’ > a.

Calculons 1. On a 21" = (2T)" — T (cela se prouve comme pour la
question 1 de I'exercice 3). Calculons zT. Soit ¢ € Dj_,4(R). On a

(T, @) = (T, zp) = /Oa zo(r) —xO < 2(0) dz+0x¢(0)Ina = /Oa o(z)dx

= (X[0, 400> )

donc 2T = X[ 4o Comme XfO,Jroo[ = Jp (en effet pour ¢ € D(R),

— fR X[0,+o0]' (2)d = — fooo ¢ (z)dz = ¢(0)), on en déduit que

SCT/ = (50 —T.

. Déterminons une primitive de T. On a vu que T' = (X[o o0/ In|z])" et

donc une primitive de 1" est X[ joof In |Z].

. Trouwver une distribution S dans D'* (espace des distributions dont le

support est inclus dans [0, +oc[) telle que

28 + 8 = &. (E)
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Il est clair que T vérifie ’équation (F).

2.b. Trouvons la solution générale de (E) dans D'(R)et dans D'*. 11 suffit
pour cela d’additionner a la solution particuliere T trouvée la solution
générale de I’équation

xS +S5=0

dans D'(R) et dans D'"(R). Si 258"+ S = 0 alors (zS)" = 0 et donc
xS = Constante ce qui entraine que S = C vp [ﬂ + C'6y (d’apres tout
ce qui a été vu dans l'exercice 3). On a S € D'(R). Enfin, S € D' (R) si
et seulement si C' = 0. On obtient que les solutions de (F) dans D'(R)
sont de la forme T + Cvp [1] + C'dy et que les solutions de (E) dans
D'*(R) sont de la forme T 4 C'4y.



