Corrigé de I’Ecrit Blanc

Question préliminaire.

Soient z,y € R". On a: Ve € C, |d(z,c) — d(y,c)] < d(z,y). Donc Ve €

C, de(x) —d(z,y) <d(xz,c) —d(z,y) < d(y,c). En passant a la borne inférieure sur
¢ € C dans le membre de droite, on obtient do(z) —d(z,y) < dc(y) soit do(z) —de(y) <
d(z,y). L’autre inégalité s’obtient de maniére analogue.

Partie I. Quelques exemples.

1. do(z) = {z—a,x—a). v — (z—a,z—a)et CF sur R" et /" est C sur

3.

10, +00[. Or (z —a,x —a) > 0 si x # a, donc d, est C* sur R" \ {a}.

. En changeant de repere orthonormé, on suppose que S = [—a,a] x {0}. Alors
ds(z)? = p(z1)+ Y1, 22, ot p(x1) = (21+a)? siz; < —a, p(z1) = 0siz; € [—a,d
et p(x1) = (r1 —a)? si z1 > a.
¢ est C! sur R donc d% est C! sur R". Comme d% >0siz &S, ds = \/% est C'!
sur R™\ S.

a. f est continue sur le compact [z, z1] donc admet un minimum en un point

¢ € [xg, 1] qui ne peut valoir z et z;. On a donc ¢ €]xg, 1] et f'(c) = 0.

. Quitte & changer f en —f, on peut supposer f'(zg) < f'(x1). Soit v €

[f' (o), f/(x1)]. St~y = f(xg) ouy = f'(x1), le résultat énoncé est trivial.
Supposons donc f'(xg) < v < f'(x1). La question précédente appliquée a la
fonction = +— f(z) — ya donne le résultat.

. S’il existe xy et xy tels que f'(zg) = —1 et f'(x1) = 1, la question précédente

montre qu’il existe ¢ tel que f'(¢) = 0 ce qui est absurde. On a donc f' =1 ou
f' = —1. Supposons f' = 1. Pour t €la,b[ et x €]a,b[,ona f(t)—f(z) = (t—x).
Faisant tendre x vers a grace a la continuité de f, on a f(t) = f(a) +t —a
pour t €]a,b| puis pour ¢t € [a,b] par continuité. Le cas f' = —1 se traite de
maniere analogue.

Partie II. Différentiabilité de fonctions distance.

1. C c C donc de < dc.

Soient z € R" et y € C. y est la limite d’'une suite (y;) de C. Pour tout k € N,
d(x,yr) > de(z) donc d(z,y) > deo(z). Comme y est quelconque dans C, on obtient
de > do d’ou Iégalité.



2.

4.

Soit (yx) une suite d’éléments de C' telle que lim d(x, y;) = dc(x). La suite (yi) est
bornée, donc on peut en extraire une sous-souite convergente vers c¢. ¢ € C car C'
est fermé et d(z,c) = do(x) par passage a la limite.

- Ona lyell < [lzxll + llys — il = [Jexl] + do(zr). Comme limg([lzg]| + do(xr)) =

||| + do(zoo) car de est continue, la suite (yi) est bornée. On peut donc en
extraire une sous-suite convergente vers Yoo. Yoo € C puisque C est fermé. Or
d(mkayw = dC(xk) donc d<mooayoo) = dC(xoo) et Y € Cx%

a. C, est fermé borné dans R" donc compact. L’application y — (x — y, h) est
continue donc possede un minimum sur C, en ¢ € C,. Le ¢ ainsi construit
répond a la question.

b. SiheR"etce C,onadi(z+h) <|lx—c+h|? =|z—c|?+2(h,x—c)+|h|>
Si on applique cela au ¢ de la question précédente, on a d%(x + h) < d%(x) +

c. L’application distance est continue sur le produit de deux compacts qui est
compact donc atteint son minimum.
Supposons que d, ne tende pas vers 0 quand h — 0. Il existe donc ¢ > 0 et
hi — 0 tel que d,(h;) > 0. Choisissons (yx) € Cyip,. 1l existe une sous-suite
de y; qui converge vers y € C. Or d(yg,y) > d.(hg) > €. Cest absurde.
L’existence de y et z est justifiée par le fait qu'une fonction continue sur un
compact atteint son minimum.
On a alors d%(z + h) = ||z + h — 2||> = |lz — 2| + 2{z — 2,h) + ||R|* >
dg(x) +2(x —y, h) +2(y— 2, h) + | hl|* = d.(x) + 2ps.c(h) — 2|y — 2| | hl| + [|A]]>.
Le résultat en découle puisque 0,(h) = ||y — z||.
On a alors la double inégalité suivante (qui découle aussi de la question 4.b de
la partie II) :

d%(x + h) — d%(x) — 2p,.c(h)

et donc , ,
o [+ 1) = (@) = 2] _
h—0 ||h||

d. Si C, est réduit & un seul point ¢,, alors h — p, c(h) = (x — ¢;, h) est linéaire
continue et donc d% est différentiable en x € R" avec VdZ(z) = 2(x — ¢,).
Réciproquement, supposons d2 différentiable de différentielle ¢. Soit h € R",
on a

o(h) = Tim dz(z + th) — d%(m)
t—0+ t

d¢(x + th) — dz:(x) = 2p,. o (th) = o(t)



avec p, c(th) = tp, c(h), donc

[ A4 th) — d2 ()

t—0+ t = QPI,C(h)

et ¢ = 2p, c.
En particulier, pour tout h € R", p, ¢(—h) = —p, c(h) et donc

inf (x —¢,—h) = —sup (r — ¢, h) = — inf (z — ¢, h)
ceCy ceC, ceCy

ce qui entraine que, pour tout h € R" et pour tous ¢,¢ € C,, (z — ¢,h) =
(x — ', h), soit encore (¢ — ¢, h) = 0. h étant quelconque, on obtient ¢ = ¢/, ce
qui implique que C) est réduit a un singleton.

5. Siz € C, alors C, = {z}. Six € R"\ C alors dc(z) > 0. Donc C, est un singleton
pour tout z € R" si et seulement si dZ est différentiable sur R" \ C si et seulement
si de est différentiable sur R™ \ C.

6. Notons ¢, 1'unique élément de C,. On a Vdi(z) = 2(z — ¢;). Pour z € R"\ C,
Vd2(z) T — Cy
Vde(z) = S = d’olt || Vdc|| = 1.
D= (@) ~ e IV
On a établi a la question 4.c de la partie II que limy,_,6,(h) = 0, ce qui s’écrit ici
limy, o d(¢y, corn) = 0. ¢ est donc continue sur R™ et par suite Vd¢ est continue
sur R"\ C et d¢ est C sur R™ \ C.

Partie III. Etude des fonctions de classe C? de gradient unitaire.

b b b
L On a (y) = [0 = %) = [[@®)dt < [ i®ldt < [y @)lldt = £(y).
Donc toutes les intégrales sont égales. Comme les applications dans les intégrants
sont continues, on a égalité des intégrants et donc 7|(t) = |y1(t)| est positive et

(’727 cee a’)/n) = (07 o ,0). Donc 7([% b]) - [’Y(a)77(b)]'

2. |f(2(0) ~ F2la))] = [ V) - (00t <
b b
[ IV @I ©llde= [ 1y @©llde = ).
En particulier, si a, b sont dans U et s y({t)=(1—t)a+tdb alors Y (t)=(b—a) et
F(b) — f(@)] < [lb— al.

3. Application directe du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

4. On a
(f o) (t) = (VF(y(1),~' () = IVF(v()]? = 1.

Donc pour tout s € [a,b], on a f(v(s)) = f(v(a)) + /5 dt = f(y(a)) + (s — a).

a



6.

Supposons d’abord de plus que le segment [y(a),y(b)] est inclus dans U. On a alors

F(B) — F(1(@)) < () — (@)
soit b —a < ||y(b) —y(a)||. Or :
Iv(®) — (@) < £y / I/ (0))ldt = / IV F((®))lde = b — a.

Donc ||7(b) —v(a)|| = £(y) = b — a. D’apres la question 1 de la partie III, v([a, b))
est donc le segment [y(a),y(b)].

Plus précisément, en posant e; = 7(b) ~y(a) , on a pour tout s € [a,b], v(s) =
17(b) =~ (a)l

v(a) + 71(s)e1, ou y; croit de 0 a ||y(b) — y(a)|| = b — a.

Mais alors, 7'(s) = v1(s)e1. Or ||¥/(s)|| = 1, donc |y{(s)| = 1, et 7{(s) = 1 car 1

~

croit. Finalement, v1(s) = s —a et e; =v'(a) = Vf(a), dou

Pour conclure sans supposer a priori que [y(a),y(b)] C U, on remarque que, pour
tout s €]a, b[, on peut trouver (a, 8) telsquea < a < s < f < bet [y(a),y(8)] C U,
donc v est affine sur [o, 8], et 7"(s) = 0. 4" est donc nulle sur |a,b] et 7' est
constante sur [a, b], d’olt encore v(s) = v(a) + (s —a)V f(a).

. Soit v la solution maximale de & telle que v(0) = x, et notons |, 5[ son intervalle

(ouvert) de définition. D’apres la question précédente, v est affine sur tout segment
inclus dans Ja, 8], elle est donc affine sur |a, 8] et Vs €]a, 5[, v(s) = v(0) + sv/(0),
soit y(s) = x + sV f(x). Par suite, a, < a < 8 < b,.

Si on suppose par exemple que a, < «, alors limg ., Y(s) = x + aVf(x) € U,
ce qui est impossible puique < est une solution maximale de £. Donc a = a, et
B = b,.

De plus, d’apres la question précédente, f oy est également affine et de dérivée
égale a 1. Donc f(y(s)) = f(z) + s, soit f(z + sV f(x)) = f(z) + s.

a. On suppose que, Vs > 0, ||y — x — sv||* > s, soit :
ly — ]* = 25y — z,v) > 0.
Donc nécessairement (y — x,v) < 0.

b. Comme R" est convexe, f est 1—lipschitzienne. Supposons f(y) = f(x). Alors
Ay, 2+ sVF()) > |F() — f(z+ 5 f(2))| = |s|. Par suite, {y—z, V f(2)) <
et (y —z, =V f(z)) <0 dou (y —x, Vf(r)) =
Posons alors v = Vf(0, et v(s) = sv pour tout s € R. D’apres la question
5 de la partie III, v est la solution maximale de &; telle que v(0) = 0 donc
v=1/(s) =V f(sv). De plus, f(sv) = f(0) + s.
Soit = quelconque dans R" et s = f(z) — f(0). Alors f(x) = f(sv), donc
(x — sv,Vf(sv)) = 0, soit (x — sv,v) = 0 et (x,v) = s. Par suite, f(z) =
f(0) + (x,v) et f est affine.
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On prend ici U = R"\ C et f = d¢. Soit z € R"\ C. Notons ¢(z) 'unique élément
x — c(x)

de C,, et v =V f(x) e

Pour tout s €|a,,b,[, on a do(x + sv) = do(x) +s. On a donc a, > —de(x), et

meéme a, = —d¢o(x) car z + a,v € U.

De méme, b, = +00, car sinon on aurait de(x+b,v) = do(x)+b, > 0et x+b,v € U.

En posant t = d¢(x) + s, on obtient donc Vt € RY, do(z — do(z)v +tv) =t. Or

x —do(x)v = ¢(x). Par suite, Vt € R, do(e(x) + tv) = t. Donc (y — ¢(x),v) <

0. Notons alors H, = {y € R", (y — ¢(x),v) < 0}. On a C C H,. De plus,

<z —c(x),v) =dc(x) >0, donc z € H,.

Par suite, C = (),.;y Hz- C est une intersection de demi-espaces affines fermés

zel -~
convexes. C est donc convexe.

Partie IV. Etude des fonctions de classe C! de gradient unitaire.

1.

3.

D’apres la question 2 de la partie III, f est 1—lipschitzienne sur B(x,r). Donc, si
o] =,

fle+v) = flx) < [fle+0v) = f@)] <ol =,

d’ou O(x,r) <.
/ _ /
Soit u = V f(z). On a flatr u,) /(@) < G(ZU’,T) <1sir €]0,r]. Or

lim fla+ 1) = fl@) = (Vf(z),u) =1. Donc lim bz, 1)

=0 7! =0+ 7!

=1.

La fonction f n’a pas de point critique dans U. Or B(z,r) est compact, donc f
possede un maximum sur B (x,7) qui ne peut étre atteint que sur la frontiere de

B(z,r). Ce maximum est donc f(z)+ 0(z,r), et pour tout y € B(z,7), f(y) <
f(x) 4+ 0(z,r). En particulier, pour y = x, on a 6(x,r) > 0.

a. Notons que 0(z +w, §) existe car B(z+w, §) C B(z,r) C U. Choisissons v tel
que [[v]| =5 et O(z+w, §) = f(z+w+v)— fz+w). Alors z+w+v € B(z,r)
et flz+w)— f(z) +0(+w,5)=flz+w+v)—flz) <0,r)

b. Choisissons maintenant w tel que f(z 4+ w) — f(x) = (x, 5). Alors 0(z, ) +
O(z+w,%5) < 0(x,r). Sif(z,5) < 10(z,r), on pose 21 = . Sinon §(z+w, §) <
30(x,7) et on pose 1 = z + w. on a bien 1 € B(z, ) et §(z1,5) < 360(z, 7).

a. On définit la suite z;, par récurrence : on pose zy = z. Si B(wzy, %) C B(z,r),
on choisit zy1 € B(xk, 55r) tel que O(zyi1, 35r) < 56(zk, 3) et qui existe
grace a la question précédente. On a alors

— r — r —
B($k+la W) C B(xka Q_k) C B(:L‘,T’),

ce qui permet de poursuivre.



b. On aalors §(zy, 3r) < 5:0(z,r). Do %G(xk, 5r) < @ < 1. Comme lim 5 =
0, on est tenté de conclure a 'aide de la question 1 de la partie IV, mais ce
n’est pas possible directement car x; varie.

La suite (zj) est de Cauhy, elle converge donc vers y € B(w,r). Notons
u=Vf(y). Alors :

ok r 2k r
79(9% Q_k) . (f(ffk + Q_k“) - f(%)) :
2k r ! T )
Or — <f(xk + ?u) — f(xk)) = (Vf(xp+ ?tu), u)dt, qui tend vers
r 0
1
/ (u,u)dt = 1 par application du théoréeme de convergence dominée. Par
0
0
suite (,7) =1et (x,r)=r.
r
5. Choisissons v tel que ||v|| = r et f(z +v) — f(z,v) = §(x,r) = r. Posons alors

w="2. Ona |w|=1et f(x+rw) = f(z)+r.
Soit t € [0,7]. Comme f est 1—lipschitzienne sur B(x,r), on a :

flz+tw)— f(x) <t et flz+rw) — f(z+tw) <r—t.

Donc Vt € [0,r], f(x + tw) = f(x) + 1.
En dérivant, on obtient (Vf(z + tw),w) = 1. Or |V f(z + tw)|| = ||w|]| = 1. Par
conséquent, V¢t € [0,7], Vf(x + tw) = w. En particulier Vf(x) = w.

6. Posons w = Vf(z), et A = {s €la,,b;[, Vf(z + sw) = w}. A est fermé dans
Jas,b,[. Soit s € A. Posons y =z + sw. On a Vf(y) = w.
Il existe r > 0 tel que B(y,r) C U. Alors, d’aprés la question précédente, on a
V f(y+tw) = w pour tout t € [0,r]. De méme, en appliquant la question précédente
a —f, ona—Vf({t—tw) = —w pour tout t € [0,7]. Donc |s —r,s+7r[C A. A
est donc également ouvert dans ]a,,b,[. Or A # () car 0 € A. Donc A =|a,,b,| et
Vs €lag, b.], Vf(z + sw) = w.
Mais alors s — f(x 4+ sw) a une dérivée constante égale a 1 sur |a,,b,[. D’ou
Vs €lag, by, f(x + sw) = f(x) + s.

7. La démonstration donnée en question 6 de la partie III est encore valable en utilisant
la question 6 de la partie IV au lieu de la question 5 de la partie III.

8. (i) = (i1) : L’existence de c est acquise. Il s’agit d’établir I'unicité. Soient ¢,
dans C,. Alors ||c — || = 2(||z — ¢|]* + ||z — £||?) — 4]|z — %HH Or %ﬁl € C donc
4|z — %‘,H >do(z), et |z —c|| = ||z — || =dc(x). Dot |le—||*><0etc="¢.
(i7) = (i13) : c’est la question 5 de la partie II.

(731) = (i) : La démonstration donnée dans la question 7 de la partie III est encore
valable en utilisant la question 6 de la partie IV au lieu de la question 5 de la partie
II1.

Donc (i), (i1) et (iii) sont équivalentes.

Fin du corrigé.



