Solutions des exercices.

Exercice 1.1. La formule du multindbme se prouve par récurrence sur n.
Pour n = 1, elle est vraie. Pour n = 2, c’est la formule du bindme usuelle.
Supposons la vraie au rang n — 1. On a alors

k
k
k _ oo . k: Qn s n— k—(ln.
(14 +xy)" = (14 - +xp1)+x,) E <an) o (x4 Tp_1)

an=0

D’apres 'hypothese de récurrence, le dernier membre vaut

k EN [k —a, ,
Z Z (an) ( a/a )xg”x/a

avec & = (ay,...,an 1) et ' = (x1,...,2,_1), et ce terme vaut

lal\ .
az_:k<a)f'3

k E—an) k! (k—an)!_k_!
o, o Sk —ay)! o al

Exercice 1.2. Pour n = 1, la formule a prouver est la formule de Leibniz
classique en une variable

car

qui est bien connue.

Supposons la formule de Leibniz vraie dans R"~!' et prouvons la dans
R™. Soit & = (v, ..., Qp_1, ) un n—multiindice et o/ = (ay, ..., @, 1). On
a

9% (uv) = 8% 9% (ww),
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\ 7’ / — \ \
olt on a noté ' = (x1,...,2,-1 et 3% =" ...9,"; . D’apres 'hypothese de

récurrence appliquée a la fonction 2’/ — uv(z/, x,) ot x,, est fixé, on a :

/
’ (6 / =Y
9% (uv) = A% y ( 5/) % 8%y
j’i/:(j’il seeolp—1)

8l <a!

qui vaut

/
(0 ﬁ/ -
« o' —p
g (ﬁ’) oy (QE,U 0, v) :
B'=(B1 18—
(‘{}1/9/ 1)

Appliquant une nouvelle fois la formule de Leibniz en une variable, on a

o (8w 057 v) = ﬁZ (g) (@) (@ ),

donc

o o Oy / o, — o -
Fww)= > Y. ( ﬁ/) ( p )(agnagm(ann 5% )

$i,:($i1 seBp—1) ,Bn:O
#'<a!
qui vaut
Q
Z < ) 9% 9 Py
B<a B
car

<O/) (an) B o' ay,! B a! B (a)
B)\Bn) BN =) Bl — Ba)! Ba—pB) \B)’

d’ou le résultat.

Exercice 1.3. On fixe x € R" et on applique la formule de Taylor-Lagrange
avec reste intégral a la fonction t — ¢(t) = f(tx) pour obtenir, si N € N* :

11 _ p\N
9(1) = 9(0) + (0 + 50"(0) 4+ 1500) + [ BT ey

Or
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X e g )
TLyeeey IN= :

On remarque que, formellement, on a

1 1
i k!

avec la convention que x;0; x;0; = x;x;0;;, méme si ¢ = j. En utilisant la
formule du multinome, on a

1 K akf L o
"0 =75 Z ™ a0 = D 70" (0)e

la|= k |a|=k

Pour conclure, il suffit donc de montrer que

1 FA=-0)N v
t\dt — 0.
HxHN/ Nt Y ®) /|0

'g(N“)(t)': Z iaaf(tm)x“

|a|=N+1

1 C C
S D IOl

|a|=N+1

1
< > sl el e

|a|=N+1
1
= [l — 10 f ()l
|a|=N+1

Il en résulte que
1 L -V
(N+1)
R, e o

<lalv+ [(a-0¥( 3 Slos) ) d o

o e —0
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car les dérivées partielles de f sont bornées au voisinage de 1’origine. On a
donc bien obtenu le résultat escompté.

Exercice 1.4. Si u est de classe C' dans € et si x et y sont deux points de
R" tels que [z, x + y] soit dans €, posant v(t) = u(x + ty) pour ¢ € [0, 1], on
remarque que v est bien définie, dérivable sur [0, 1] et donc que

lu(z +y) — u(z)| = |v(1) — v(0)]
< sup [v'(t)]

te[0,1)

= sup |y - Vu(x + ty)|
t€[0,1]

< lyll sup [[Vu(z +ty)|.
tel0,1]

En particulier, si K est un compact de €2 et 7 est strictement inférieur a 1
et a d(IK, 01), pour tout z € K et pour tout y € B, (0), le segment [z, z + y]
est dans €2 et donc

sup |u(z +y) — u(z)| < |lyl[sup sup [[Vu(z +ty)||
zeK reK t€)0,1]

<|lyll sup [[Vull
K+B,(0)

<llyl* sup_|[|Vull
K+B,(0)

ce qui prouve que u € C*(Q).

Exercice 1.5. Par définition, le support de u est le complémentaire du
plus grand ouvert sur lequel u est nulle. On en déduit que le support de
u est le complémentaire de U'intérieur de I'ensemble {x, u(x) = 0}. Il en
résulte que le support de u est 'adhérence du complémentaire de I’ensemble
{z, u(z) = 0}, et donc que supp v = {z, u(zx) # 0}.

Exercice 1.6. On applique la formule

@iz~ [ et | 1)

a la fonction f qui vaut 1 sur la boule unité et 0 ailleurs. On a

+00
. o o n—1
Vol B,, = /Bn de = 5 f(x)dx = /7-—0 r /Snf(TC)dUn(C) dr

1 ' 1
= " = n—1 _ -
= /r_or 1/& do,(C) dr = U(Sn)/o r"ldr = ng(gm.

R?L
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Exercice 1.7. On définit la fonction F'(z) par F(0) =0, F(z) = f(%) si
x € B, \ {0} et F(x) =0 sinon. On a

/Bn\{o} Hate = / Flelds = / io " /S F(rQ)dar Q) dr
B /g fe)ion ) | io lar = | S (@)dono),

d’ou le résultat.

Exercice 1.8. On reprend la formule de ’exercice précédent. On a

Ux
fOUdO'n:TL/ f( )dx.
/S,,, B, \{0} |Uz||

On pose alors y = Uz dans la derniere intégrale. Comme |det U| = 1 et

U(B,) =B,, ona
Ux Y
fgmda= [ sy
/IBn\{O} [Uz|| B} Y

/ foUdo, :/ fdo,.
§7L Sn,

Exercice 1.9. Soit 7 > 0. La fonction z + ||z]|* est intégrable dans B, (0)
si et seulement si

donc

/ |||} dz < +oo0.
B, (0)

Or, en passant en coordonnées sphériques,

/ ||| dz = O’(Sn>/ s 1A s,
B, (0) 5=0

D’apres le critere de Riemann, la derniere intégrale est finie si et seulement
sin—1+4+\ > —1, soit si et seulement si A > —n. Donc la fonction x — ||z|*
est intégrable dans B, (0) si et seulement si A > —n.

De méme,

o0

/ |z||*dx = O'(Sn)/ s s,
R"\B,.(0) s=r
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D’apres le critere de Riemann, la derniere intégrale est finie si et seulement
sin—1+\ < —1, soit si et seulement si A < —n. Donc la fonction x + ||z|*
est intégrable dans R™ \ B, (0) si et seulement si A > —n.

Exercice 1.10. La fonction R* 3 z — e 7I#I° décroit plus rapidement
que n’importe quelle puissance négative de ||z|| quand ||z|| tend vers I'infini.

D’apres I’exercice précédent, elle est intégrable sur R” et d’apres le théoreme
de Fubini

n
. 2 2 2 2
/ el dx:/---/e T™x o x e Mndx, .. dry = </e ”dm) .
Rn R R R

Le calcul de 'intégrale
_ 2
/ e ™ dx
R

(intégrale de Gaufl) est classique. Nous le rappelons brievement. Si

I:/emzd:p,

R

() ([ e
R R R?

On passe en coordonnées polaires dans la derniere intégrale double pour

obtenir
+00 2 ) +00 )
I’ = / / e ™ rdrdf = / e ™ 2wrdr.
r=0 0=0 r=0

Puis on pose u = mr? dans la derniere intégrale et on obtient

+00
I’ = / e “du=1,
u=0

donc I =1 et 'intégrale demandée vaut 1.

alors

Si Re s >0, 0on a

‘e—tté—1| ~ tRe s—1
t

—0

qui est intégrable au voisinage de 0. Au voisinage de l'infini, la fonction

t —s e—tté’—l

décroit plus rapidement que toute puissance négative de ¢, donc elle est
intégrable sur R*.
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On a, en passant aux coordonnées sphériques
2 oo 2
ez g = o(Sy) o1 g
n r=0
Posons ¢t = 7r? dans la derniere intégrale, on a

(/%me%%ldt:(ﬂgﬁ
t 27_‘_”

22 Ji—o 2

/ el dz = 5(S,) I'(n/2),

d’ou le résultat. Le volume de B,, découle alors du résultat de 1’exercice 1.6.

Exercice 1.11.
1. La fonction ¢ est aussi & support compact donc intégrable. Soit A > 0
tel que supp ¢ C [—A, A]. On a

00 A+1
/0 o (t)dt = / S ()t = (A +1) — (0) = —p(0).

2. a. Posons ¢(t) = f(x +ty). Comme y € R™\ {0}, la fonction p(t) est

a support compact. En effet, si on suppose que R est tel que supp

[z]l+R
[yl

¢ soit inclus dans Bg(0) et si t > , alors

Iz + 2yl = [tllyll = [l=ll| = tllyl — = > R,

et donc g(z + ty) = 0 ce qui prouve que le support de ¢ est inclus

— ”ﬁ‘%R, ”“"MR]. Il est clair que ¢ est de classe C!, et donc

d’apres la question 1, on a

dans [

)=o) = - [ bt = - [ vsas )y

= =57 | 1@in)

1 [e%)
(S,) /S / Vf(x+ty) -y dtdou(y).

Or, d’apres la question précédente, si y € S,, le support de ¢t —
Vf(x 4+ ty) est inclus dans [—||z| — R, ||z|| + R], donc

1 <l +R
t@ =gy [ [ @)y o)
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Le théoreme de Fubini s’applique donc et on obtient

1 lel+R
f@=—gy L e vama

et donc

c. On calcule I'intégrale

Vf(z) dz

seRe [z = ="

en passant en coordonnés sphériques centrées en x, c’est-a-dire en
posant z = x + ty avec y € S" et t € [0, +oo[. Cette intégrale vaut

e ty n—1
Vi(z+ty) —t" do,(y)dt.
t=0 yesr t

On voit facilement que cette intégrale est égale a

/ / Vi +ty) -y do,.(y)dt,
0 yEeS,

d’ou le résultat.

Exercice 1.12. Rappelons le théoreme des fonctions implicites (¢f. par
exemple “Les maths en téte” (Analyse) de Xavier Gourdon aux éditions
Ellipses, théoreme 2 page 318) :

Soient E, F' et G trois espaces de Banach, U un ouvert de E, V un ouvert
de F. Soit f : U xV — G (z,y) — f(x,y) une application de classe C*.
Supposons que, pour (a,b) € UXV, Oy f(a,b) soit un isomorphisme bicontinu
de F sur G. Alors, il existe

- un voisinage ouvert U' de a avec U' C U,

- un voisinage ouvert W de f(a,b),

- un voisinage ouvert Q0 de (a,b) (avec Q C U x V),
une fonction ¢ : U' x W — V de classe C*,

vérifiant

- pour tout x € U’, pour tout z € W, il existe une unique solution y de
f(z,y) =z avec (z,y) € Q, et on a y = ¢(z, 2).
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En particulier, f(z,p(z,2)) = z pour tout (x,z) € U' x W.
Supposons V() # 0. On en déduit qu’il existe 7 € {1,...,n} tel que

Oy
63@-

(o) # 0.

Quitte a changer 'ordre des coordonnées, on peut supposer que ¢ = n, c’est-
a-dire que

O
Ox,,

Appliquons maintenant le théoreme des fonctions implicites avec E = R" 1,
F=R=Get f=¢etz=0. 1l existe donc une fonction ¢ de classe C*
telle que 1’équation de S pres de z( soit x, = ¥ (x’) ce qui termine notre
vérification.

(zo) # 0.

Exercice 1.13. 1l suffit de montrer que, si ¥ : z — (2/, 2, — ¥ (2')), alors,
grace au théoreme d’inversion locale, il suffit de montrer que la matrice ja-

cobienne
v 0¥
oz, 7 Ox,

est inversible. Or, la matrice de cette famille de vecteurs est

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 1 0
L
6.731 8x2 8%_1

et elle est bien inversible.

Exercice 1.14. Si x est adhérent a {2 et adhérent au complémentaire de €2,
alors il existe une suite (x,) de points de Q2 qui tend vers x et une suite (y,)
de points de R™ \ © qui tend vers z. Comme, pour tout n € N, p(x,) < 0 et
p(yn) > 0, on en déduit que p(z) = 0, ce qui montre que 92 C {z, p(x) = 0}.

Réciproquement, si z € {z, p(z) = 0}, montrons que x est adhérent a
Q et au complémentaire de 2 sous I’hypothese que Vp(z) # 0. Pour cela, on
remarque que

pl + 1) = p(x) + Vp(x) - h + o(h)
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quand h tend vers 0 dans R"”, et donc

1 1 )

oo+ V() ~ V()]
ce qui montre que z + 1Vp(z) est dans R” \ Q & partir d’un certain rang.
Comme cette suite converge vers x, on en déduit que x est adhérent a R\ Q.
De méme, en considérant la suite (z — 1Vp(z)), on en déduit que z est

adhérent a 2 et donc
0Q = {z, p(x) = 0}.
On a donc 2 = QUIN = {z, p(x) <0}, et donc R"\ Q = {z, p(x) > 0}.

L’équation du plan tangent a 0f) en x est alors

{z, Vp(zo) - (z = 20) = O}

En particulier, les vecteurs normaux a 9€2 en zy sont colinéaires a V(zg). 11
) 0 0
y a donc deux vecteurs normaux unitaires possibles :

Vp(z) o Vp(zo)
V(o) V(o) |l
Montrons que le vecteur extérieur est Hggiz;\l' Pour cela, on calcule
V(o) V(o)
p(xo +1t ) = plxo) + V(o) - ro—— + o(t) = t[[Vp(xo)[| 4 o(t)
IV p(zo) || IV p(zo)|]
et donc, il existe ¢y > 0 tel que, pour tout t €]0, ty[, on ait
V(o)
zo+t——"U c R"\ Q.
IV p(zo) ||

Exercice 1.15. En un point (g, yo) du bord de Q qui est le cercle de centre
0 et de rayon 1, le vecteur normal extérieur unitaire est, d’apres 'exercice
précédent
(220, 2y0)
Ty = (%0, Yo)-
[1(20, 2y0) |

Passons en coordonnées polaires et calculons le laplacien de u en coordonnées
polaires. Ecrivons sur R? privé de la demi-droite {(z,y), y = 0 et 2 < 0}
que a(r,0) = u(rcosf,rsinf) ou r €]0,+o0[ et § €] — 7, 7[. On a, au point
(z,y) = (rcosf,rsinf),

ou

ou . Ou
E(T’ 0) = cos Qg(x,y) + sm@a—y(x,y),
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ou . O0u Oou
60(T ) = —rst%(m,y)+rcos€a—y(m,y),
2~ 2 2 2
%(r,@) = cos Q%Q,y)+2605081n96i5y(x,y)+51n 9%( )
et
0t 0*u 5 . 0%u 0*u
892(7" 0) = r*sin Qﬁ(x,y)—Qr (308051119a ay (z,y) + 7% cos Qp(x,y)
ou . Ou
—7 COS Qa(x,y) - rsm@a—y(x,y).
En particulier,
L0+ 2800+ 12 ) = Autey)
2 902\ a2\ rors ) T SME Y

On a donc

/(uAv — vAu)dm
0

[ [ (2
= e Jo— s “\r2oeez "oz T v or

(10% o*a 10u
—U(Ew—Fw—f‘;E)}TdedT

hm/ / 62~—|— @—1—@
0 S M \Geer T e T ar
_[(10%* 82 ot
Calculons le terme
Loy /10%  _10%

/T_E/Gv_ﬂ— (U;w—ﬂrae )d@dr

1 g _0%0  _0%*u

/7:_5 ; </0‘_7T <'LL% — Uw) d@) d?“.

Une intégration par parties nous donne

g 020 oV T 0u v T Ou0v
/ gt = { aeL__ﬁ ‘/e_ﬂ%%d" = ‘/e_ﬂ%%de
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0v ov
%(r, —m) = %(T,W>. Et donc,

Lo 10%%  _10%*u
/ /9 (U;w -0 am) d6 dr = 0.

/(uAv — vAu)dm
Q
T / / 32~ N @ . 0%
0 e Jo— s "or2 T or "oz T
L (5 - (5
r=0 Jo=—7 37‘2 or "o

car t(r,—m) = a(r,m) et

On a alors

ou
67“)} do dr

0

n a“)] 0 dr.

D’apres le théoreme de Fubini (qui s’applique ici car on integre des fonctions
continues sur des compacts qui sont donc bornées et donc intégrables), la

derniere intégrale vaut

0%t Ov o’ Ou
//[ (W E) (ar“a)]drd"'

Une intégration par parties nous donne

/1 o /1 ARy
N\ T )= e \Tar )T
1 ~

Et donc,
i L1/ 0%  0b _( &*u Ou
//{“(a_ﬂ?_)‘(a 8r)]d’“d9‘

[ (saofae-wnd

Enfin, il est clair que ce dernier terme vaut exactement

i
or

(1, 9)) do.



Introduction. 35

Exercice 1.16. Il suffit de remarquer que

div (uVv — vVu) = 91 (udyv — vou) + + - - + Oy (udpv — VI, u)
= (udjv — vO{u) + - - - + (u02v — vO2u) = ulAv — vAu,

et que
ov ou
uVo—oVu) - 1=u—s —v=—.
( ) on on
En appliquant la formule de Green-Ostrogradsky, on obtient la formule de
Green-Riemann suivante

ov ou
— — V=5 = Av —vA .
/89 <u = v ﬁ) do /Q(u v — vAu)dx

Exercice 1.17.
1. Equation linéaire homogene a coefficients constants du premier ordre.
2. Equation linéaire homogene a coefficients constants du second ordre.
3. Equation linéaire homogene a coefficients constants du second ordre.
4. Equation linéaire homogene a coefficients constants du second ordre.
5. Equation linéaire homogene a coefficients constants du premier ordre.
6. Equation linéaire homogene a coefficients constants du second ordre.
7. Equation linéaire homogene a coefficients constants du second ordre.
8. Equation linéaire homogene a coefficients constants du second ordre.
9. Equation linéaire homogene a coefficients constants du second ordre.
10. Equation linéaire homogene a coefficients constants du second ordre.
11. Equation linéaire homogene a coefficients constants du troisieme ordre.
12. Equation linéaire homogene a coefficients constants du quatrieme ordre.

13. (Liouville) Equation linéaire du premier ordre.

14. (Fokker-Planck) Equation linéaire du second ordre.

15. (Eikonal) Equation quasi-linéaire d’ordre 1.

16. (Poisson non linéaire) Equation quasi-linéaire d’ordre 2.
17. (p—Laplacien) Equation quasi-linéaire d’ordre 2.

18. (Surface minimale) Equation quasi-linéaire d’ordre 2.

19. (Monge-Ampere) Equation quasi-linéaire d’ordre 2.

20. (Hamilton-Jacobi) Equation quasi-linéaire d’ordre 1.

21. (Conservation scalaire) Equation quasi-linéaire d’ordre 1.
22. (Burger) Equation quasi-linéaire

23. (Réaction-Diffusion) Equation linéaire a coefficients constants non ho-

mogene du ssecond ordre

24. (Porosité) Equation quasi-linéaire d’ordre 2.

25. (Ondes non linéaires) Linéaire a coefficients constants d’ordre 2 et non
homogene.
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26.
27.

28.
29.
30.
31.

32.
33.

Chapitre 1.

(KdV) Equation quasi-linéaire d’ordre 3.
(Elasticité linéaire en équilibre) Systéme d’équations linéaires a coeffi-
cients constants homogene et d’ordre 2.
Elasticité linéaire en évolution) Systeme d’équations linéaires a coeffi-
y q
cients constants homogene et d’ordre 2.
(Maxwell) Systeme d’équations linéaires & coefficients constants homo-
gene d’ordre 1.
Lois de conservation) Systeme d’équations quasi-linéaire d’ordre 1.
y q q
Réaction-Diffusion) Systéme d’équations quasi-linéaire d’ordre 2.
( y q q
(Euler) Systeme d’équations quasi-linéaire d’ordre 1.
Navier-Stokes) Systéme d’équations quasi-linéaire d’ordre 2
( y q q

Exercice A. Si (x(t),y(t)) est une courbe de R? paramétrée par ¢ pour
t € [a,b], alors la longueur de cette courbe est

[ 1wy = [ V@

Si (x(t),y(t), 2(t)) est une courbe gauche dans R® paramétrée par ¢ pour

tela

, b, alors la longueur de cette courbe est

b
/|r<x’<t>,y’< )llde = /m VR0 + 2 (0)de

La sphere unité est paramétrée par

f(p,0) = (cos @ cos b, cospsinb, sin )

pour ¢ €] — 7, 5[ et 0 €]0,27[ a un ensemble négligeable pres. On a
% = (—sinycosf,sin psinf, cos p)
et 9
a—g = (—cospsinf, cospcosb,0).

Le déterminant de Gram vaut donc

of of of of

Op dp 9dp 00| |1 0 9

af of of of| |0 costp|” ¥

20 d0p 00 90
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ce qui implique que la surface de la sphere unité est

/ / cos pdpdf = 4.
0 —

us
2

Si une courbe est donnée en coordonnées polaires par (r(t),0(t)), pour t €
[a, b, alors la longueur de la courbe est I'intégrale de la longueur de la dérivée
du vecteur (r(t) cos6(t),r(t)sinf(t)), c’est-a-dire

/ V(7' (t) cos O(t) — ()0 (t) sinO(t))2 + (/(t) sin O(t) 4+ 7(t)0'(t) cos O(t))2dt
::/bv%%ﬂﬁ%ﬂ—+ﬂ%ﬂdt

Si une courbe est donnée en coordonnées sphériques par (r(t),0(t), ¢(t)),
pour t € [a, b], alors la longueur de la courbe est 'intégrale de la longueur de
la dérivée du vecteur (r(t) cos6(t) cosp(t), r(t) siné(t) cos p(t), r(t) sinep(t)),
c’est-a-dire

b
/ V()2 (t) + 2(t) + r2()072(t) cos? p(t)dL.
Exercice B. La paramétrisation du bord de 'ouvert est

U2 — (2, 9(2)).

ox j place j ox j

donc la matrice de Gram est
det([n 1 + (

Il suffit donc de vérifier que

det(L—1 4+ ANiXj)ijetmo1) = L+ AT+ A3+ + A2

pour conclure.
Pour cela, on raisonne par récurrence sur n € N. On a
T+ A A 2 2
=1 .
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Supposons que

14+22 M A1
/\2/\1 1+ )\% /\2/\n71
: : : =1+XN++ A
An—1A1 A1 1+ A2,
On écrit alors que
14 /\% A1 A2 M1 M,

M1 1+ M

)\n—l )\1 )\n—l )\2

)\2 )\n—l )\2 )\n

1+ )\%_1 )\n—l)\n

WA Ak Ade 1 14N
T+A A AMA—1 O
Ao\ 14 )\% MAp—1 O
Ac1iA A1 1+X , 0
A Al A A1 1
1+ A A A1 A,
Ao 14+ AoAn_1 Ao,
o : : :
A—1A1 An_1A2 T+X2 0 Mt
An 1 An o AnAn_1 A2

Le premier déterminant vaut, grace & I’hypothése de récurrence, 1 + A3 +
-+ A2_,. Si on met ), en facteur dans la derni¢re ligne et dans la derniére
colonne, le second déterminant vaut

1422 Ak M A
Ao 1+ )\% AoAn_1 Ao
22 : : : :
An—1A1 Ao g T+X2 0 Mg
A A2 A1 1

Si on retranche \; fois la derniere ligne a la premiere ligne, puis A2 fois la
derniere ligne a la seconde ligne,..., et A\, _; fois la derniere ligne a la n — 1
eme ligne, le dernier terme vaut

1 0 -~ 0 0

o 1 -~ 0 O
A2 oo : = \2

o 0 - 1 0

Al Ao A1 1
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ce qui termine donc la preuve par récurrence.
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