Solutions des exercices du chapitre 3.

Exercice 3.1. Calculons

% (/io Fryx+ (r — t)g)dr) .

On introduit pour cela la fonction

ty
ot 1) = / F(r,a+ (r — ))dr.
r=0
Cette fonction est différentiable sur R2 et

[ S+ (= 8dr = (t),

donc

0 t _ Oy Oy
BT (/T_Of(r,x-l— (r —t)é)dr) = 6—tl(t’t> + G—tg(t’w

=)= [ € Vopat (-

On a donc

6tu(t7'r) - _6 : Vg(x - tg) + f(t7x> - /05 . fo(r,x + (T - t>€>dr

et
t
V.u(t,z) = Vg(xz —t&) + / Vaof(r,x+ (r—1t)&)dr
r=0
donc
ut<t7x) +&- VU(t, .’L‘) = f(t7 .’L‘)
Enfin, (0, z) = ¢g(z) de maniére évidente.

Exercice 3.2.
1. Siu(t) = u(x(t)), alors

" du ou

d(t)=) oz, ((t))i(t) = Zai(«r(t))axi (z(1)),

1=1
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et donc
' (t) + b(z(t))u(t) = c(x(t)).

(2) est claire.

. On cherche & résoudre u; + & - Vu = f dans R"™ avec u(0,2) = g(x).

Pour cela, on cherche a résoudre le systeme d’équations différentielles

(e

avec t(0) = 0 et (0) = X € R". Cela nous donne t(s) = s et z(s) =
X + &s. Sion pose u(s) = u(t(s),z(s)), on a w'(s) = f(t(s),z(s)) avec
u(0) = g(X). On a donc

i(s) = / iof(t(a),x(ff))daJrg(X)-

donc

(s, X +65)= [ ft(o).a(o)da+ 9(X).

Posons t = s,z = X + &£s, on a

ut.o) = | Hoa+ €lo — 0)do + (o — ).

On fixe (xg, o) € R?. On commence par résoudre le systéme

avec (x(0),y(0), 2(0)) = (z0, Yo, 0), ce qui nous donne

z(t) = wpe
y(t) = yoe*
z(t) =t

Or @' (t) = 3u(t) et u(0) = ¢(xo,y0) donc u(t) = d(xo,yo)e*. On en
déduit que, pour tout ¢ € R et pour tous (zg,yy) € R?, on a

u(’roeta ?JOB%, t) - Qb(l'o, yO)egt‘
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En posant X = zge!, Y = ype?’ et Z =t,onaxy = Xe “ et yg = Ye 2%,
donc
w(X,Y,Z) = ¢p(Xe ?,Ye 2)ed.

Il reste a vérifier que I’expression

u(z,y, z) = ¢p(we *, ye >*)e*

qui définit bien une fonction sur R? est bien solution de 1’équation avec
les conditions initiales proposées. On a bien u(x,y,0) = ¢(z,y). Enfin,

ou _ 8¢ —z —2z\ 2z

or Oz (we s ye )™,

ou _ % -z —22\ %

9y~ 9y (ze %, ye “%)e”,
et
@ (. — % — —92\ 3z —2z (9(}5 —z —22\ 3z
82 - ( zxe )ax<xe 7ye )6 +< de )ay(xe 7ye )6

+3¢(ze %, ye ¥)e*.

En reportant les expressions trouvées, on voit que la fonction u vérifie
bien I’équation aux dérivées partielles proposée.

On se fixe zy € R et on considere la solution (x(t),y(t)) du systeme

{ 7' (t) = 2%(t)
= y*(t)

avec (2(0),y(0)) = (zo, 2x0). La solution est donnée par

@O0 = (2 2.

1 —.’Bot7 1 —2.’B0t

Si

~ 2
u(t) =u 0 , 0 ,
1-— xot 1-— 2.%()'[5

alors u'(t) = u*(t) et w(0) = 1. On a donc
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o 2x 1
U , = —.
1 —axpt™ 1 —2x0t 1—1

To 2z
(z,y) = , :
1 —-xot ],—-2$0t

soit encore

Si on pose

alors

1
y
ce qui implique que (z,t) = (%ﬂ y_Qx), donc

Ty

= ey Ty e

On vérifie directement que cette solution est exacte en remplagant u par
son expression dans ’équation aux dérivées partielles.

. of _ or , or _ m Ff ¢
Exercice 3.3. On a oz, axiqﬁ(r) et 9, 7 donc 97 =
_887' x; Or 1 2?2 22
0T gt 2 /! — - / 1 —
Tit 5 d (r) + — —axicb (1) (T —rg) ¢ (r) + 50 (r). Et donc Af

no_2 n_2

n x; T; n—1

(; -2 —) ¢ )+ () = ¢(r) + ¢/ (r).

i=1 '

Exercice 3.4. Sous les hypotheses précédentes, Af = 0 si et seulement si
—1

" (r)+ n—(b'(r) = 0 soit si et seulement si "~ '¢" (1) +(n—1)r""2¢'(r) = 0
r

ce qui équivaut a (7"”_1(,75’ (7")), = 0. Comme |0, 400 est connexe, ceci équivaut

: : a
au fait que r"1¢/(r) est une constante a. Si n > 2, alors ¢/(r) = et

/

donc par intégration ¢(r) = +boud et bsont des constantes. Sin = 2,

yn—2
alors ¢(r) = alnr + b ol b est une constante.

Exercice 3.5. La seconde formule a été prouvée dans 'exercice 1.16. Prou-
vons la premiere. On applique pour cela le théoreme de la divergence pour
F =vVu. On a div F(z) = Vv - Vu 4+ vAu d’ou le résultat.

Si on applique la premiere formule de Green pour u harmonique et v = 1,
alors Au =0 et Vv =0 d’ou le corollaire.
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Exercice 3.6. Sin > 2, on applique la formule de Green-Riemann avec u
notre fonction harmonique, v(y) = ||y||*™" et Q = B,(0) \ B-(0). D’apres le
corollaire 2.1.2, v est aussi harmonique donc

/(UAu — uAv)dzr = 0.
Q
On a donc

/ (vVOzu — udzv)do = / (vVOzu — udzv)do — / (vVOzu — udzv)do = 0.
00 S:(0) 5:(0)

Comme v est constante sur S:(0) et S,(0), les intégrales portant sur vOzu
valent 0 d’apres le corollaire 2.2.2. On obtient donc

/ udzvdo — / udzvdo = 0.
S,(0) S:(0)

Or Orv = 27“2_" = (2 —n)r'™" donc

or
1 1
o L et =z [t = [ o) 00

n

La preuve pour n = 2 est totalement analogue.

Exercice 3.7. On passe en coordonnées sphériques :

n n

u(y)dy = / / u(y)p" tdo(y)dp
s [ rwr = [ sty
n T

_ /p P nu(a)dp = == ()

"Wy,

On a aussi Vol B,(x) = il (¢f. Exercice 1.6) d’ou la seconde égalité.

Enfin, en posant y = = + rz dans la seconde intégrale, on a dy = r"dz et
7,.7L

Vol B,(x) ~ Vol B,

, d’ou la troisieme égalité.

Exercice 3.8.
1. On prend v de classe C'™°, positive, valant 1 dans un voisinage de 0 et a
support compact dans [—1,1]. ¢(x) est C car ¢ est C* dans R" \ {0},
et ¢ est constante et égale a 1 dans un voisinage de 0 donc de classe C'*°
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dans ce voisinage. Il est clair que ¢ est a support compact. Si a = f 10}

1 .
alors a > 0 et la fonction —¢ vérifie les conditions requises.

a
. On a||z|| > € implique ¢.(x) = 0 donc ||y—=z|| > € implique ¢.(x—y) =0

donc le support de y — ¢-(x — y) est inclus dans B.(x). Le support de
y — ¢-(x —y) est donc inclus dans 2 si x € .. On a

[t -y = [ute =)oy = [ute - )=o)y
— [ e~ eppoto)dy = [ uta - co)ilulay
B,
1
= / / u(z — re)Y(r)yr" tdo, (¢)dr

r=0 C€§n

D’apres la formule de la moyenne, on a
/< ) =),

et donc le terme précédent vaut

( / iozb(r)r"ldr) wnu(z).
Y S s

d’ou le résultat. La fonction x — ¢.(x —y) est C™ et toutes les dérivées
par rapport a x sont a support compacts. Si K est un compact de €2,
alors le support de y — 9%¢(x — y) est inclus dans K. = K + B.(0) qui
est un compact de . Si M = sup,cg [0°¢,|, alors

Vo e K, |0%Pe(y — )| < M1k (y).

En appliquant le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on en
déduit que u est de classe C*°.

, . Oou , .
L’application r +— a—(x + ry) est localement bornée si r < ry par
r

SUPp, (x) |u|. On peut donc appliquer le théoréeme de dérivation sous le
signe intégrale. Dérivons par rapport a r 1’égalité de la valeur moyenne

u(zx) = i/ u(x + ry)do, (y).

Wn

n
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Nous obtenons . 9
U
0= o ‘ E(W‘i‘ry)d%(y)-

n

/ (9ﬁu dan.
Sy ()

On a dzu(z) = Vu(z) - (Z ; x) donc

/ Orudo, = / Vu(z) - (Z — x) do,(z2)
S, (x) z€8, () r

n—1 _ a
= /§n Vu(x +ry) - yr" do,(y) = / EU(I +ry)do,(y).

n

Calculons

Il reste a vérifier que

/ Au = / Ozudo,,.
B, (z) Sy (z)

Cela découle de la formule de Green prise avec v = 1 et u la fonction
précédente.

L’intégrale de Awu est donc nulle sur toute boule, donc Au = 0 sur R".
En effet, supposons Au non nulle en un point x > 0. Quitte a changer
u en —u, on peut supposer que Au(xg) > 0. u est de classe C*> donc
Awu est continue. Par continuité, il existe une boule B, (r) sur laquelle

Au(z) > %Au(mo) et donc

/ Au(x) >
By, (r)

ce qui est absurde.
4. Toute fonction harmonique possede la propriété de la valeur moyenne
donc est C™ d’apres la question 2.

u(xo)Vol B, (xg) > 0,

DN | —

Exercice 3.9. Si B est vide alors, u < A sur §2. Supposons B non vide.
L’ensemble B est I'image réciproque par ’application continue du singleton
{A} donc B est fermé. Montrons maintenant que B est ouvert. Soit zy € B
et soit r > 0 tel que B,(x¢) C . Montrons u(x) = A dans B,(x;). Supposons
que ce ne soit pas le cas et qu'il existe ' € B, (x¢) tel que u(z’) < A. Notons
"= |’ —x||. On a ' > 0, et 2’ appartient a la sphere de centre z et de
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rayon r’. La fonction u est continue en 2’ et donc, si a €]u(z’), A[, il existe
un voisinage V sur la sphere tel que, pour tout x dans V u(z) < a. En

particulier,
1

_— d <A
74/nflwn /9T/(x0) U(y) U(y) 9

ce qui est contradictoire. On a donc

A =u(zg) =

Br(.Io) C B,
ce qui montre que B est ouvert. Comme () est connexe et que B est ouvert

et fermé non vide, on a B = ) donc u = A.

Si Q est compact, u admet une borne supérieure atteinte dans Q. Si
celle-ci est atteinte sur 0f2, il n’y a rien a prouver. Sinon, celle-ci est atteinte
dans ) en un point zy. Soit U la composante connexe de ) contenant z.
D’apres le principe du maximum, u est constante dans U donc dans U donc
le sup de u est atteint aussi sur QU C 0f).

Si on applique le corollaire a u; — usy, on a

sup(u; — ug) = sup(u; —uz) =0
Q o0

donc u; — us < 0 dans 2. En renversant les roles de u; et us, on a aussi
us — u1 < 0 dans 2 donc u; = us.

Exercice 3.10.
1. D’apres le corollaire 2.2.4, on a

) = 00) = gy Lo O gy
= wan ( /B " u(y)dy — /B o U(y)dy)
= wan /D u(y)dy

ou D est la différence symétrique des domaines Bp(z) et Br(0), c’est-a-
dire que D = (Br(z) U Br(0)) \ (BR(x) N Br(0)). Et donc

u(z) = u(0)] < R ~[[ullc Vol D.

2. Siy € D, alors soit y est dans Br(0) et pas dans Bg(z), ce qui implique
que
Iyl < R < R+ |zl
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et ||y — x|| > R soit encore R < ||y — z|| < |ly|| + ||z|| donc
R—lzl <Tlyl;

ou alors soit y est dans Bp(z) et pas dans Br(0) ce qui implique que
ly — [l < R donc que [[y|| <z +Ret [yl >R >R—|z|.
On en déduit que D est inclus dans I’ensemble des y tels que

R— |zl < llyll < R+ ]|

Le volume de la boule de centre 0 et de rayon R+ ||z est ﬂ(R+ l|lz])"
n

et le volume de la boule de centre 0 et de rayon R—||x|| est ﬂ(R— |z]])".
n

Donc w
Vol D < %((R—F z])" = (R —||lz])"),

et

(R + [lz])" = (R — [[=])"

Rn '
Faisant tendre R vers +o00, le membre de droite tend vers 0 donc u(z) =
u(0), ce qui montre que u est constante.

u(z) = uw(0)] < flufloe

Exercice 3.11.
1. On a

u(zo) = Vol B /BP(IO) u(y)dy,

donc

1
u(xg gi,/ ul.
e < g [,

2. Les dérivées de u sont encore harmoniques, donc

27L
O;u(0) Vol B, /B,/Q(o)au x

Utilisons l'identité de Green

/ uOzvdo = /(uAv + Vu - Vu)dz
S Q

avec 0 = B, 5(0), v = x;. Le membre de droite vaut

/ oiudx,
B,/2(0)
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tandis que celui de gauche vaut

2x;
/ u T do.
ST‘/2(O) r

3. Si x est un point de S, 5(0) alors,

(@) < 2 / | < —2 / o
ulxr e — u —_ Uul.
~ Vol Bur® Jp @) Vol Bur™ Jp ()

donc
2" 2z;
; S oo - d
0 < e, f, 1@l
A 2" 2xz
< |u|
r"Vol B,, Vol B,,r" S,/(0
A 2"
< +/72(0
— Vol B, Vol B, r" /BT(O) lulo(S /2( )
2n+1n
~ ot
VOI ]Bn’r' B,(0)
Tnfl ,rnfl
car o(S,2(0)) = oW = 5 — Vol B,,, d’ott le résultat pour k = 1.

4. Supposons que, pour les multi-indices a de longeur k,

Ci
outen)| < 5 [ Jul
pntk By (x0)

avec .
n+1+52 Nk
Cp — (2 2 n)
27+1Vol B,
(il y avait une erreur dans I’énoncé de 'exercice). Comme 0%u est encore
harmonique, si i € {1,...,n}, on a

2n+1
ot u(en) < o [ ool
r B, s (o)

Or pour tout x € B,/(x0), la boule B, 5(x) est incluse dans B, (o).
Donc, d’apres I’hypothese de récurrence,

Ck2n+k Ck2n+k
Vo € B,n(xg), |0%u(x §%/ US%/ ul,
e @< S [ < S [
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on a
012n+1 Ck2n+k
0;0%u(xp)| < — —Vol B, xO/ u
(o) < 2 Vol o) [l
C’lc’kVol ]Bn2n+k+1
S n+k+1 |U/‘
r Br'(x())
Or

2n+1n (22n+1+% n)k

CiCiVol B2 = Vol B, 27 Vol B, VO B,)2" " = G

d’otu le résultat.
5. Si u est bornée, et si x € R" est quelconque, alors

n+1
(@) < 2 Jufl Vol (B, (z)) < 2"

- 7wz—&-l

[elloc —r— 000 0.

Les dérivées de u sont donc toutes nulles, ce qui implique que u est
constante.

Exercice 3.12.
1. Montrons tout d’abord que la fonction F est localement intégrable sur
R?, ce qui prouvera qu’elle définit une distribution. Soit R > 0. En
passant en coordonnées polaires, on a

1 [ (R R
/ |E(z)|dx = —/ / |lnr|rdrd0:/ | In7|rdr
Br(0) 27 Jo—0 Jr=0 r=0

qui est une intégrale finie puisque la fonction z Inx se prolonge par con-
tinuité en 04-.

Pour € > 0, la fonction E. est C* donc définit une distribution. Pour
montrer que F. tend vers E au sens des distributions, il suffit de montrer
que, si ¢ est une fonction C™ a support compact,

li_r)% . E.(z)p(x)dx = /R2 E(z)p(z)dx

Pour cela, on remarque que la famille de fonctions E.(x)p(x) tend sim-
plement vers E(x)p(z) quand ¢ — 0. Pour conclure en utilisant le
théoreme de la convergence dominée, il suffit de prouver qu’il existe une
fonction F' intégrable sur R? telle que,

ve €0,1[,  |E:(x)p(z)| < F(x).
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Si [|z[|* +€* > 1, alors | In([|z|]* +?)| = In(|[z]]* + &%) < In([lz[* +1). Si
2] + 2 < 1, alors |In(||z|? + &2)] = —In(||z]]® + €2) = In (;> <

la[P+e? ) =
nmzmm(mmw+m+mQQQD

= le(@)] (In(llz]* +1) + 2| In l2[]]) ,

In (W) Donc, si on pose

comme ¢ est & support compact, il suffit, puisque ¢(z)In(1 + [|z||?) est
a support compact et borné, de montrer que

() In |||

est intégrable pour avoir le résultat. Or, cela découle du fait que E est
localement intégrable.

E. est C* donc AE. au sens des distributions est la distribution attachée
a la fonction AFE.. On a

8E€ 1 xZ;
()= s
ox; 27 ||x||* + €

et

82E8( ) 1 ||z|* — 222 + £

x) = —

dz? 2 (||lz|]?2 + %)

donc

AB.(z) = inHQ—Qx%—i—a? inHQ—Qx%%—aQ 1 g2

Cor (JeP+e? 2 (JalP+e?)?  ow(J2]? )

Comme E. tend vers F au sens des distributions, on en déduit que AFE.
tend vers AFE au sens des distributions. Calculons donc la limite de
AE, au sens des distributions. Soit ¢ une fonction C™ sur R? & support
compact.

[B@eter=1 [ et

T ||| + €2

1 / 1
=— | ———¢(ey)dy (en posant x = cy
AN EA )

Faisons tendre ¢ vers 0. La suite de fonctions

1
(TlE - 1@ )
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converge simplement vers

1
T ae

De plus, si M est la borne supérieure de |¢l|, on a

1 M

WET 1" )| < 1

qui est intégrable sur R? puisque

1 _ !
(l?+1)% = llyll*

qui est intégrable sur R?\ By d’aprés 'exercice 1.9. On peut donc appli-
quer le théoreme de la convergence dominée pour obtenir

: _ ¢(0) !
lli% Ee(z)p(z)dr = /(||y||2+1>2dy

™

En passant en coordonnées polaires, on a

1 1
rdrd@
/(Ilyll2 /9 /rO

/ 2r dr—/oc du _1
S (P12 Ju (w12

donc (AFE, p) = ¢(0) ce qui implique que AE = 4.

. On reprend la méme démarche avec

(o +=2)C

Eelz) = (2 —n)w,

Montrons tout d’abord que la fonction E est localement intégrable sur
R™, ce qui prouvera qu’elle définit une distribution. Soit R > 0. En
passant en coordonnées sphériques, on a

1 f 1 R
/ |E(z)|dx = 7@1/ r2 e dpr = us
Br(0) (2 —n)wn r=0 2—n 2

qui est une intégrale finie.
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Pour € > 0, la fonction E. est C* donc définit une distribution. Pour
montrer que E. tend vers E au sens des distributions, il suffit de montrer
que, si ¢ est une fonction C* a support compact,

iy [ ()¢ (o) = / B()e(e)dr

Pour cela, on remarque que la famille de fonctions E.(x)p(z) tend sim-
plement vers E(x)p(z) quand ¢ — 0. Pour conclure en utilisant le
théoreme de la convergence dominée, il suffit de remarquer que

Ve €l0, 1, [Ec(z)p(x)] < (l]? + 1) ()]

1
(2 —n)w,
et que la fonction
z = (o)) + 1) p(x)|

est intégrable sur R".
E. est C*° donc AFE. au sens des distributions est la distribution attachée
a la fonction AFE.. On a

T) = —
Ox; wy, (||z)|? 4 e2)n/?
et
O’E. (2) = 1 |z|? — na? + &
ox} wy, (J|lz]|? +e2)n/2H
donc

n g2

w_n (|12 + 82)n/2+1 :

Comme FE. tend vers E au sens des distributions, on en déduit que AFE.
tend vers AF au sens des distributions. Calculons donc la limite de
AE. au sens des distributions. Soit ¢ une fonction C™ sur R? & support
compact.

/ B.(@)plads = - / e faQ)H/QHQD(x)dx

n 1
- w_ / (Hy”2 + ]_)n/2+1 @(gy)dy (en pOS&Ilt T = gy)

AFE.(x) =

Faisons tendre € vers 0. La suite de fonctions

1
(lyl* +1

o7t #(E0)
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converge simplement vers

1 (‘D : *

De plus, si M est la borne supérieure de |p|, on a

M

1
<
)n/2+1(’0(8y> = Myl + et

(lyl*+1

qui est intégrable sur R" puisque
1 < 1 1
(yll? + 1ym/2H = (fly[2)2 lyl+2

qui est intégrable sur R" \ B, d’apres l'exercice 1.9. On peut donc
appliquer le théoreme de la convergence dominée pour obtenir

i ~ np(0) 1
lim [ E.(z)p(z)dz = wn /(||y||2+1)n/2+1dy'

e—0

En passant en coordonnées sphériques, on a

. ! dy = . 1 nfld
wa ) QP+ ™ =0 oy eyt

Wn,
2 n/2-1 1
2 J—o \r2 41 (r2 +1)2 2 Ju=o

en posant u = % et donc (AE, ¢) = ¢(0) ce qui implique que AE = §.

Exercice 3.13. La méthode sera différente dans le cas n = 2. Introduisons

E. ala place de E. On a

FrEe) = o= [ £y ol + )iy

FrE@) =5 [ 1)y~ oy

et ces intégrales sont bien définies pour presque tout z. En effet, pour la
premiere intégrale, il découle du fait
In(ly — ol +%)

1
lyl|—-+oo In({|y|?)
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qu’il existe une constante C' dépendant de x et € telle que
Yy e R*\ By,  In(|ly —z[* +¢*) < Clnfy|.

Il est alors clair que les intégrales

/fwﬂmm—wW+¥My

sont bien définies. Montrons a présent que l'intégrale

/f@ﬂMw—wMy

est bien définie pour presque tout x. Si y & Bjy+1(0), on a ||y — x| > 1
et 0 <Inlly —z|| < Clnly|| o C est une constante dépendant de = mais
indépendante de y. Il reste donc a montrer que fBH 1 (0) lf (]| In]|z — yl||dy
est finie. Il suffit pour cela de montrer que fBl(:v) |f ()| In ||z —y|||dy est finie.
Posons pour cela ¢(y) = |In||y||| si ||ly]] <1 et 0 sinon. On a

[, 1wl —ylldy = 171« ),

qui est bien définie pour presque tout = car f et ¢ sont dans L!(IR?).

Pour montrer que f* E. tend vers f* E au sens des distributions, il suffit
de montrer qu’il y a convergence dans L] (R?). Il suffit donc de montrer que,
pour tout R > 0,

/|I|<R

dx

/GR2 F)n(ly — z|? + &%) — In(|ly — z|*))dy

/ /' Wl n(lly — 2| + ) — In(lly — 2|))|dy dx
lz|<R JyeR?

2
/ / y)|In (1 + 872) dydr. —._ 0.
|z|<R JyeRr? ly — ||

Grace au théoreme de la convergence dominée, il suffit de montrer que

1
ln 1—|—7>d dx
&A%RéQQ 2 ( —a) %
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est finie. On remarque, pour cela, que si ||z —y|| < 1, alors In (1 + m> <

In2 — 2In||y — x| tandis que si ||z — y|| > 1 alors In (1 + m) <In2 1

suffit donc de montrer que

Inlly — zllld
/lwlgR/M_x'Sl‘f(y)H ly — zl|dy

est finie pour conclure. Posons ¢(x) = |In||z||| si ||z]] < 1 et 0 sinon. Alors

l/ /" F@)oly — @)y dz = | F ]l
zeR? JyeR?

est finie. D’ou le résultat.

On a donc A(f x E) = lim.o A(f % E.) = lim._ f *x AE.. 1l reste donc a
montrer que,

pour presque tout x € R?, f(x) = ll_I)%(f x AE.)(x)

pour COHChlI'e, ou encore que
lim | f — f * AE.|; = 0.
e—0

Or

2
If — f*AE|; < /UERQ (/IERQ |f(z =) —f(x)|d:z:) (II@/H;TQ)Qdy'

Un raisonnement identique a celui de la question 3 de l'exercice précédent
montre que la limite du terme de droite dans I’'inégalité précédente est exac-
tement

lim [[f(- —y) = flh,
y—0
si cette limite existe. Il reste donc a montrer que

tim [/ —y) — flli =0
lin

pour conclure. Pour cela, on sait que, si 7 > 0, il existe g continue sur R? et &
support compact telle que ||g— f|l1 < 1. On a alors ||g(-—y) — f(-—y) |1 < n.
Le théoreme de la convergence dominée nous donne lim, . ||g(-—y) —g||; = 0.
En effet, la fonction g(- — y) converge simplement vers g quand y tend vers
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0. Et, si |jy|| <1 et K = supp g + Bo, alors |g(x — y) — g(z)] < 2M 1 ()
o M = supp: |g|. D’out le résultat. (Cet exercice était difficile, donc ne vous
inquiétez pas si vous n’étes pas arrivés a le faire).

Exercice 3.14. Puisque z € (2, les fonctions y € S — FE(x,y) sont bornées.

Le théoreme de la convergence dominée s’applique ici sans difficulté et on
obtient

/S () B2 y) — druly) Bz, y)) do(y)

= lim ; [u(y) 0y Ex(2, y) — Ozu(y) Ee(z,y)] do(y).

Par la formule de Green, le dernier terme vaut

/ [u(y) Ay Ee (2, ) — Au(y) Ex(z, )] dy = / u(y)A, B (. y)dy.
Q Q

Le méme raisonnement que dans 1’exercice 2.11 nous montre que cette der-
niere intégrale converge vers u(z) quand £ — 0.

Exercice 3.15. Reprenant I’exercice précédent, tout fonctionne de maniere
totalement identique, sauf que le terme

/ Au(y)E-(z, y)dy
Q

ne disparait pas et tend quand € — 0 vers

| AuwEG.p)dy.
La formule en découle.

Exercice 3.16. On a

2 2
T T Hx” 2 2
_lly| = <— ey, -Z- quy> == e - 2, w)
Hl lal?

]

=1+ [|2[* = 2(z,9) = [lylI* + l=]* — 2(2, ) = |z — y]I*.

Exercice 3.17. La fonction de Green est

G(z,y) = E(x,y) — E(H%H, Iz]y)-
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On a
OE (i — i)
—(x,y) = _7’7%7
0y; won - y”
donc
<y _x7y>
Oz E(x,y) = ——"T""—
B ) = L =l
et
(y —z,y) Wil = 7 v) 1— |z
O7yG(z,y) = —— 1 — ||zl —F— = e
wallz =y ol = lllyl" ~ walle — ]

Exercice 3.18. Non corrigé car facile.

Exercice 3.19.
1. On raisonne par récurrence sur n € N*. Montrons le d’abord pour n = 1.

Posons
y
O(x,y,2) = / v(x,z — 7, 7)dT.
0
On a
u(z,t) = O(x,t,t)
et donc
Oty = (224 22 (a1,
ot dy 0 o
On a
0P
8—y(:v,t,t) =v(z,0,1)

et une application aisée du théoreme de dérivation sous le signe somme
nous donne

0d L ov
&(m,t,t) = /o a(m,t — 7, 7)dT.

La proposition est donc vraie au rang n = 1. Supposons la vraie au rang
n et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1. Si

"y n—1 an—lv tanv
ﬁ(ﬁ,f)—%m(ﬁ,(),fi)‘i‘/ov %(.T,t—T,T)dT,
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alors le méme raisonnement que précédemment nous donne

oty n-1 O o t 9y
W(m,t) = ; W(x 0 t) + a < A %(.T,t— T,T)dT)

n

o"v
Z 37k+13tn = (@,0,8) + %(%O,t)
8n+1U
+ i Sl (x,t — 1, 7)dT
- o"v O
; Orkotn—* (,0,7) + ot o (2,0, 1)
t anJrlU
+ i o1 (x,t —7,7)dT
" o™ 7L+1,U
= kZ_OW(CU;O,t) + ; W(x,t—7,7'>d7'

ce qui montre que le résultat est vrai au rang n + 1. Le reste de la
question est facile.

2. Si
) m—1 o aﬁ
Pl 50 = a1 +Z§a3 " g D1F
alors
) m—1 om— 1 tame
P(ax 3 ZaTkatm 1- k z,0,t) + o W(%t_TaT)dT

t m—1 aa aﬁ
+ /0 Z ;aaﬂ%ﬁ(x,t — 7, 7)dT

L9 0
:f(x,t)+/0 P(%,a)v(x,t—T,T)dT

:f($7t)

Exercice 3.20. Une solution explicite de

u — Ayu=0 dans R"x]0, 400
u(0,2) = g(z) pour z € R"
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est donnée par

( t)— 1 —HTHQ
u(x, _7(47#)"/2 Rne /

Le principe de Duhamel nous dit que, si v(z,t,7) est solution de

ur — Ayu=0 dans R" x]0, 00|
u(0,z,7) = f(x,7) pour z € R",

en particulier si

1 =lle—y|?
v(w,t,7) = W/Rne T f(y, T)dy

alors

t t 1 o=y
u(:C,t) :A U(:C,t -7, T)d'T :/O W /Rn e it f(ny)dydt

est solution de

ur — Ayu = f(z,t) dans R"x]0, +o0]
u(0,2,7) =0 pour z € R".

Et donc une solution de

ur — Ayu = f(x,t) dans R"x]0, +00]
u(0,x) = g(z) pour z € R”

est donnée par

_ 1 —ux;yu?
U(CL’, t) = W ) e t

t 1 ~lo—y|?
- - 4(t—7) dydt
) Gy Lo

Exercice 3.21. Posons v(z,t) = us(x,t) + uy(z,t). On a

vy — v, = f(z,t)

et
v(z,0) = u(x,0) + u,(z,0) = h(z) + ¢'(z).



118

Chapitre 3.

On a donc
t
v(z,t) :h(x-l—t)-l—g'(x—i—t)—i—/ flx+t—rr)dr
r=0

On a maintenant
up + uy = v(x,t)

et
u(z,0) = h(x)
donc ,
u(z,t) = h(z —t) + / v(z + s —t, s)ds.
5=0
On a

v(x+s—t,s):h(:z:+25—t)+g'(x+25—t)+/! f(z+2s—t—r)dr,
—0

donc

u(z,t) = h(z — t)
+/5i0 (h(:z:+28—t)+g’(x+28—t)+/;Of($+25—t—7’)d7“)d5~

Exercice 3.22. Si on pose z = x + ry avec y € §, alors

My(x,r) = e 1w / o(z)do(z /qu-l—ry)dan()

Le changement de variable y — —y nous donne que
My(x,—r) = My(x,r).
Une application aisée du théoreme de dérivation sous le signe somme

nous montre que si ¢ est de classe C*, alors (z,7) — Mgy(x,r) est aussi
de classe C*. 11 est enfin clair que

M¢('7 0) = ¢.
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Exercice 3.23.
1. Le cas r < 0 se déduit du cas r > 0 par parité.

2. On a
Oy My(z,r) = / Vo(x+ry) -y doy(y)
— L[ Onyita 4+ ry) don(y)
Wn J§ " Y)aan
o | ndetz) dole)
= i p(x+ 2) do(z
o Sz
1
= Ad(x + 2) dz.
Tnflwn HZHST ¢( )
On a donc
n 1 1
Op My(z,7) = A¢(z + 2) dz.
Iz||<r
//A¢ z+py)p" 1d0n( )dp
et donc
0,(r"0, M,y (i, ) / A+ ry)r"don(y) = 1 Ay My, 7).
3. Evident.

Exercice 3.24. Si u est solution de I’équation des ondes, alors M, est
clairement solution de (6). Réciproquement, si M, est solution de (6) alors,
d’apres la proposition 4.2.2, on a
O*M,(z,r,t) — Ay M, (z,7,t) = 0.
Utilisant la formule de I'exercice 2.21, il est clair que
O*M,(z,7,t) = My, (z,7r,t) et A M,(z,7,t) = Ma,u(,7,t).

Enfin, en faisant » = 0 et en utilisant 1’exercice 2.21, on obtient

O*u(z,t) — Ayu(z,t) = 0.



120

Chapitre 3.

Exercice 3.25.

. Si ¢(r) = r™ alors r?#"1g(r) = r2F-1+m et

(r7 L) e p(r)] = (2k—14m)(2k—34+m)(2k—5+m) - - - (m—+3)r™ "
et

O2(r 0, g ()]

On a 7?%¢/(r) = r?k+m=1m et

(r10,) [r* ¢/ (r)]
=2k —14+m)(2k —3+m)(2k —5+m)---(m+3)(m+ D)mr™ L.

. Le lemme est donc vrai si ¢(r) = (r — ro)™, pour tout m € N. Si

on développe l'expression du membre de gauche et qu'on I'évalue en
ro # 0, seules les dérivées de ¢ en 7y dont l'ordre est inférieur a k + 1
interviennent. De méme pour le membre de droite. L’égalité (7) se
réduit donc dans ce cas a 1’égalité 0 = 0.

Si ¢ est de classe C! et si rg € R, on a

9" (ro)
k!

¢(r) = ¢(ro) + ¢'(ro)(r —ro) + -+ + (r —10)" +4(r).

L’égalité (7) est alors vraie en r = ry pour ¢ d’apres la question 2, et
vraie pour ¢ — 1 d’apres la question 1. Comme c’est vrai quel que soit
ro # 0, on en déduit le lemme 4.2.4.

Exercice 3.26. Pour k = 1, c’est clair et ¢} = 1. Supposons
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Or, 'hypothese de récurrence nous donne

Th.(r2é(r)) —cor ¢( )+ @) + 120 (1)
+ Z C?rj‘*‘l[rQ(b(j)(r) + 2jr¢(j—1)<r) I j(j B 1)¢(j—2)]

=5 (r) + 26 p(r) + i (r) + Zc rI g0

"’Z (j+1 ]+174]+3<ZS (r)
j=1

k=3

+Y LG+ 2+ 1)V ()
j=0

donc

Ti1()(r) =3cgro(r) + cgr?d (r) + 6ciro(r) + 2¢i7°¢ (r)

k—1
+2_ GG +3)r ()
j=2

k-1
+ Z cfrj“gb(jﬂ)(r)

+ Z (J + Defar o0 (r)

k-3

+> LG +2G + 1)+ 3 e ()
7=0
k-3

+> ek, +2)( + D el ()
j=0

ce qui prouve bien la proposition au rang k + 1. Pour calculer cf, il suffit de
remarquer que cir = Tj,(1)(r). Or Ti(1)(r) =1 x 3 x - -+ x (2k — 1)r.

Exercice 3.27. Il est clair que My et M, sont paires en r. Il est alors clair

que fet g sont des fonctions impaires de 7, ce qui implique clairement que
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&f est une fonction paire de r. On a

1. 1f(zt+r)— f(zt— 1
wont) = L LIt ) = st =)
co r—0 2 r co 70 2r

Co

Le théoreme en découle immédiatement.

Exercice 3.28. C’est clair.

Exercice 3.29. Sans difficulté.



