CORRIGE DU DEVOIR N1

Exercice 1.
1. Siu(t) = u(x(t)), alors

W0 = 3 00 = Y aulalt) g-(a(t),

1=1 i=1

et donc
u'(t) + b(x(t))u(t) = c(z(t)).

(2) est claire.
2. On cherche & résoudre u; + & - Vu = f dans R"™ avec u(0,z) = g(z).
Pour cela, on cherche a résoudre le systeme d’équations différentielles

t'(s)=1
Vi(s) = ¢
avec t(0) = 0 et (0) = X € R". Cela nous donne t(s) = s et z(s) =

X + &s. Sion pose u(s) = u(t(s),z(s)), on a u'(s) = f(t(s),z(s)) avec
u(0) = g(X). On a donc

i(s) = / iof(t(a),x(ff))daJrg(X)-
donc

u(s, X +es)= [ f(to),2(0))do + g(X).

o=0

Posons t = s,z = X + s, on a

u(t,x) = /_0 flo,z+&(0 —1t))do + gz — &t).

3. On fixe (zo, o) € R?. On commence par résoudre le systéme

avec (2(0),y(0), 2(0)) = (zo, yo,0), ce qui nous donne

{ z(t) = wpe
y(t) = yoe
z(t) =t
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Or @' (t) = 3u(t) et u(0) = ¢(xg,y0) donc u(t) = ¢(xo,y0)e*. On en
déduit que, pour tout t € R et pour tous (zg,yy) € R?, on a

U(woet, y062t7 t) = QS(.T(), y0)63t'

En posant X = zge!, Y = ype?’ et Z =t,onaxy = Xe “ et yg = Ye 2%,
donc
w(X,Y,Z) = ¢p(Xe ?,Ye 2)ed2.

Il reste a vérifier que I'expression

u(z,y, z) = ¢p(we *, ye >*)e*

qui définit bien une fonction sur R? est bien solution de 1’équation avec
les conditions initiales proposées. On a bien u(x,y,0) = ¢(z,y). Enfin,

@ _ % —z —2z 2z

oxr Oz (we™, ye)e™,

ou _ a¢ -z =22\ 2

9~y (re ", ye 7)e’,
et
@ a2 % —z —22\ 3z —2z % —z —2z\ 3z
82 - ( xe )ax (CE@ 7y8 )8 + ( 2y8 )ay (xe 7y6 )8

+3¢(ze %, ye e,

En reportant les expressions trouvées, on voit que la fonction u vérifie
bien I’équation aux dérivées partielles proposée.

On se fixe zy € R et on considere la solution (x(t),y(t)) du systeme

{ 2/ (t) = a*(t)

y'(t) =12(t)

avec (x(0),y(0)) = (xo,2x0). La solution est donnée par

Ow0) = (2 ).

1 —CL’Qt7 1 —QCL’Qt

Si

~ 2
u(t) =u 0 , 0 ,
1-— xot 1-— 2.%()'[5
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alors u'(t) = u*(t) et w(0) = 1. On a donc

- 1
) = ——
i) = —.
soit encore
ZTo 21’0 1
U = —.
1 —xot’ 1 —2x0t 1—t
Si on pose

Zo 2.’130
(r,y) = : :
1-— .’Bot 1-— 2.’,Eot
alors

On vérifie directement que cette solution est exacte en remplagant u par
son expression dans ’équation aux dérivées partielles.

Exercice 2. Tout d’abord, si ¢ = a + b, alors ‘H%He’c‘x“

1_—alz| i
SR AR
est localement intégrable sur R?, ce qui montre que cette expression définit

bien une distribution. Définissons la famille de fonctions de classe C*

1 _ 2 2\1/2
fE(CL’) = e C(HIH +e ) .
dm(flz]|? +e2)1/2

Si ¢ € D(R?), on a

)@)€ e o) € L)

Comme f. tend simplement presque partout quand ¢ — 0 vers la fonction

1
|||

on en déduit que la famille de fonctions f. tend vers f au sens des distribu-
tions, et donc que

~Af 4+ f =lim (<AL + )
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(limite au sens des distributions). Un calcul direct nous donne, pour i =

1,2,3,
(9f5 _ i _ ZT; . Cx; B*C(HIHZJFEZ)UZ
Ow;  Am | (llzl?+2)%2  Jlz|* + e
et donc
Af _ i . 352 _ 3052 CQH.’IJH2 B_C(Hx|‘2+52)1/2
Todr | (=P e (2P +eR)? ([l + )32 '

Soit ¢ € D(R?). Nous avons

3 2 2 2\1/2
in [ (AL ER)pw = [ e ol

[l + <"
1

3082 2., _2\1/2
o 3e el g
*/ TP +22° plw)de

J/

\

—

4

4

(

CQH.CC”Q 2., .2\1/2
_ =il —e(llzlf4e?)
/}R3 (||]|2 +€2)3/2e o(z)dx

4

Y
~

v~

®3)

62 2. 2\1/2
& —llmlP+e)Y
"_/R3 (||]|2 _,_52)1/26 o(r)dx

J/

-~

(4)

Comme pour la solution fondamentale du laplacien, le terme (1) tend quand

e — 0 vers ¢(0). En ce qui concerne (2), si on suppose que € < 1, et si supp
¢ C Br(0) et M = ||¢||, alors

’e—c<uxn2+¥>l/2¢(gj) < el p
et donc, en posant x = eu, on a

2
3ce de _ 6'0‘(R2+1)1/2M 3ce du

o) < ey, [ 3ceT
(@) < o (2P + 22) o (TP + 12

qui tend vers 0 quand € — 0. Enfin, on a

3) 4+ (4) = CE el g
(3)+(4) = Rgme p(z)dz,
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donc, comme précédemment,

1(3) + (4)] < elB+D e
supp o (2% + £2)3/2

Enfin, comme pour tous a,b € R, on a a® + b*> > 2ab, on a alors

/ ’e? < / 262 ]
a5 dr < __° ar
Supp ¢ (HxHQ + €2>3/2 supp ¢ 23/2||x||3/283/2

qui tend vers 0 quand € — 0.

Exercice 3. Tout d’abord, on remarque qu’une solution élémentaire de la

dérivation seconde est E(z) = 3|z|. En effet, si ¢ € D(R), on a

1 [o¢]
(B 0) = (B.) =5 [ lale(0)da =

%/l g (2)da + % /OOO 2" (z)dx = </(; @' (v)dx — /000 w'(x)da:)

= ¢(0).

N =

On a alors E(z,y) = 3|z —y|. On introduit alors la fonction correctrice ¢*(y)
qui est la solution du probleme

R 0 dans ]0,1]

¢* = E(z,-) en Oetl

¢* est donc une fonction affine de y sur ]0,1[ valant 3|z| en 0 et |z — 1| en

1 donc ¢*(y) = 3|z| + 5(]11 — 2| — |z[)y. On a donc

. 1 x 1
G(z,y) = E(z,y) —¢" = Slz —y| - 5 — 5 (1 = 2z)y.
2 2 2
Dongc, si x < y, alors
1 1 1
G(z,y) = §(y—x) 5T 5(1 —22)y=-—rv+ay=2z(y—1).

Sixz >y, alors

Gla,y) = 5o —y) = 5 = 5(1 = 20)y = —y + 2y = y(z — 1)



6 Devoir 1
Probléeme.
1. Comme la fonction u(-, ) = u(x+-,t+-) est aussi solution de 1’équation

de la chaleur, on peut ainsi se ramener a x = 0 et ¢ = 0. Le changement
de variable (y, s) — (ry, r%s) montre que

2
// ry,r s) ||y2|| dy ds.
s

2. Une dérivation par rapport a r sous le signe somme et le changement de
variables inverse du précédent nous donne

n 2 2
(bl(r) :// u (7, 25)yiHy” —1—27“@(7‘;/,7’25)”&!” dyds
By \“= 9 s? s

Y 0s
1 Sou ol Iyl
- gu ML N Ly dy ds
=g ()( o s+ 25 ()1

3. L’identité ¢ = 0 sur OE(r) est aisée a vérifier ainsi que l'identité

1 n
B = poEs) //E(r) dug Zl Yithy,dy ds.

I -
p-os [ () w ;ywyidy) ds
ot §=—00 < (y.8)€L(r) i=1

11 suffit donc de montrer que, pour tout s €] — 0o, 0],

dus Y Yy, dy = —/ <4nu5¢ +4 > us iyﬂﬁ) dy,
/('y,s)GE'(r) ; g (y,s)€E(r) Z ’

=1

ou encore que
Vi=1,...n, / dugyity, dy = —/ (4ust) + dugy,yiv) dy
(y,s)€E(r) (y,5)eE(r)

pour conclure. Il suffit pour cela d’intégrer par parties par rapport a y;
en remarquant que @ est nulle sur F,.
4. La premiere identité se prouve de maniere analogue en intégrant le terme

n
4 Z usyi yl¢
=1
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par parties par rapport a s. La seconde identité découle seulement de
I’expression de 1 et de A.
. Si u est une solution de I’équation de la chaleur, alors u; = Ayu. On a

1 n
¢ (ry=A+B= o //E( ) (—4’1’LAyU’l7/J — 2% Zuyiyi> dyds.
r i=1

En intégrant par parties le premier terme par rapport aux y;, on a

1 & .
it 21: //E(r) (4nuy"¢y" - QEUM%> dyds

qui vaut 0 si on remplace 1 par son expression.
. ¢ est donc constante, et donc, grace au théoreme de la convergence
dominée, on a

it _ im L Iyl
¢(r) = lim ¢(r) = u(0,0) lim - /[E(r) dyds.

#(r) =

r—0 52

Or
1 2 2
_// Hyy ddeZ// Hy2H dyds —
™ JJEew) S BQ1) S
0 2 “+0o0 2
/ / Hyy ddeZ/ / Hyy dy ds
s=—00 Jp(y,—s)=1 S s=0 Jo(ys)>1 S

Or ¢(y,s) > 1 équivaut a ||y||> < —2nslog(4ms), ce qui implique en
particulier que nécessairement, s < ﬁ. La derniere intégrale vaut donc

1
e 2
/ / ||yl| dy ds.
s=0 J|y|2<—2nslog(4rs) S

On passe en coordonnées sphériques dans l'intégrale portant sur y ; on
obtient

1

/M #(—Qns log(4ms))"*1ds.
s=0 \T S

Posons u = —log(4ms) dans cette intégrale, on obtient que celle-ci vaut
Whp, nn/2+127n/2+1 /OO 6fguun/2+1du
(’I’L + 2)7rn/2 u=0
soit encore, en posant v = nu/2,
8wy, n

—=I (= +2).
n(n + 2)xn/2 (2+ )

En utilisant le fait que I'(n/2 + 2) = (5 + 1)5I'(n/2) et w, = %, on

obtient que l'intégrale cherchée vaut 4.



