CORRIGE DU DEVOIR N2

Exercice 1.
1. Il faut supposer I borné. Si u € C*(I) alors u est continue sur I donc
borné et donc u € LP(I). La dérivée faible de u coincide avec u' qui est
elle aussi bornée donc v’ € LP(I) et donc u € W'P(I).
2. w est bornée sur I donc u € LP(I). Montrons que v’ = H. Soit ¢ € D(I).

On a
1 1 1
/w’z/ww’zw(l)—/soz—/soz—/fﬂp
I 0 0 0

donc v/ = H € L? ce qui implique que u € W?(I).
Si u est continue et C' par morceaux, alors u est dans L” car bornée
et la dérivée de u au sens des distributions vaut la dérivée de u au
sens ordinaire, qui est elle aussi bornée donc dans LP. Ceci montre que
u € Wh(I).

3. H est dans L car bornée. Par contre, H' = §; ne peut étre représentée
par un élément de LP.

Exercice 2. Si u € HP(I), alors d’apres le théoreme 2.2.11, u € L*>(I)
et donc u € LI(I) pour tout ¢ > 1. En particulier, |jul|pe < |lullsolI]V9 <
C|I|1/q||u||w1,p(1) ou C est la constante du théoreme 2.2.11. On a alors |||ul|| <
(14+C|1|9) ||wllwin(ry. Pour 'inégalité inverse, on remarque que W*(I) muni
de la norme ||| ||| est complet (la preuve est identique & la preuve de W1?(I)
complet). D’apres le théoreme de Banach (application ouverte), on a une
inégalité analogue dans l'autre sens.

Exercice 3. Il suffit de montrer que si u € W;"?(I), alors u,/, .. ., u'
sont dans Wy”(I). Soit k € {0,...,m — 1}. Il existe une suite (u,) de
fonctions de classe C™ a support compact dans I telle que (u,,) tende vers u
dans W™P(I), ce qui implique que (ugC )) tend vers u*) dans W'P(I) et donc
que u®) € Wy (I).

m—1)

Exercice 4.
1. D’apres le corollaire 2.2.13, si u est solution classique de ce probleme et

v e Hi(I),on a
/_(pu/)/v — /pu/v/
I I

d’ou le résultat.
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2. La bilinéarité est évidente. La continuité découle du fait que

|a(u, v)] < ([[plloo + gl l[etll ez [0 r-

Enfin, la coercivité découle du fait que, p(z) étant strictement positive
sur le compact I, il existe ¢ > 0 tel que p(z) > & > 0, et donc

92 g
atw)| = [ o = el = Sl

ou C est la constante du théoreme 2.3.3.

3. Une application directe du théoreme de Lax-Milgram nous donne 1’exis-
tence de u solution faible dans H{ ().

4. u et f sont dans H!. Donc f — qu = —(pu’)’ € H'. (—pu') est donc
continue sur I, donc pu’ est de classe C! dans I. On a donc v’ = (pu')/p
qui est de classe C' sur I, donc u est de classe C? sur I.

Exercice 5. Prouvons tout d’abord que u € L¥ (By). Notons wy la surface

de la sphere unité. On a
1
log log (1 + —)
r

1\ " !
/ log log (1 + —) dx = wN/ V1
By | 0

Pour x assez grand, on a logx < x, donc, pour r assez petit,

N
dr

1 1 1
log log <1 + —) ‘ < log (1 + —) <log(-) = —logr.
r r r

N
1
log log <1 + —) ’
r

tend vers 0 quand » — 0 donc est continue sur [0, 1]. Ceci prouve bien que
u € N (B N)-

On a

En particulier,

r ,erl

ou —T;

WWme%@+—J

edl

donc

1 1

< N = 1
WW+WW%@+—) WW%@*M@

edl

ou
85@
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et
N 1 rN=ldy 1 dr
dr < wy < wn
0

/. lee(e )] ()]

Posant u =1+ % dans la derniere intégrale, on a

ou |Y

/B;\r 8

Or, au voisinage de 'infini,

dr < w /°° du
T )
=Ny (w—1)[logu]V

Z;

1 N 1
(u—1)[logu]V  ullogu]™v

[t 3
o ullogulN (N —1)[log 2]V-1 ’

donc u € WHN (By).

Exercice 6. Fixons (z1,2,...,2,) dans et considérons €,, ., qui est
I’ensemble des 1 de R tels que (x1,x9,...,z,) € Q. C’est un ouvert, qui
est réunion d’intervalles ouverts disjoints (I;);c (il suffit de prendre les com-
posantes connexes). Comme supp u est compact, on en déduit que supp u est
recouvert par un nombre fini d’intervalles I;. Notons les |ai, by, ..., Jan, by][.

On a
/ @@_i/’”@_u@_i @“_/@ Ou
0, . 01 O = [, 0w On = | Mo . o2

1 a;
0%u
= — U—-s.
0 (91‘2

9,0,

En intégrant par rapport aux autres coordonnées (xs,...,x,) cette identité,
en utilisant le théoreme de Fubini qui s’applique car les fonctions intégrées
sont continues a support compact, on obtient

Ou Ou _ [ Ou
Qé)xlc‘?xl QO Gx%
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En faisant cela pour les autres indices puis en ajoutant toutes les égalités

obtenues, on obtient
/ |Vul|? = —/uAu
Q Q
et donc

/QIIWH2 < (/Q u2)1/2 (/Q<Au)2)1/2 < (/Q uQ)l/Q </QHD2uH2)1/2.

Si maintenant u € H?(Q) N H}(Q), alors pour montrer qu'on a la méme
inégalité, en reprenant la preuve précédente, il suffit de montrer que I'on a

ou Ou 0*u

s = — U -
[9) 6.731 83:1 Q Gx%

Pour cela, on utilise le fait qu’il existe une suite de fonctions (u,) dans D(2)
telle que (u,) tend vers u et (u),) tend vers v’ dans L?(Q). La méme preuve
que précédemment nous montre que, pour n,m € N, on a

2
Ouy Oum / 0
Q

Up—7—5 -
QO 83:1 6.731 " Gx%

Fixons n et faisons tendre m vers 4+oo. La convergence dans L?(Q) de u,,
vers u implique la convergence au sens des distributions de u,, vers u, et donc

Ouy Ou [ Ou
0 855‘1 855‘1 N 0 ”8m%
Enfin, on a
Gun@_ @%</ 8un_8u 8u<
q 0x1 011 q 0x1 0x1| — Jq |0z ox1||0x1| —
H(‘?un ou ou 0
_ = el - 0.
(9x1 (9x1 L2(Q) 8.T1 L2(Q) n—0o0

~ 2,
De méme pour l'autre terme car % est dans L?(9).
1



