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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE NO 1.

Exercice 1 Rappeler la définition de la fonction arc cos. Calculer la dérivée sur son domaine de dérivabilité

et donner une allure de son graphe.

La fonction f : [0,7] — [—1,1] et qui & x associe cosz est une bijection continue et dérivable. On appelle arc

cos la bijection réciproque de cette fonction.

La fonction arc cos est dérivable sur | — 1, 1], et comme, pour tout z €] — 1,1[ on a
cos(arc cosx) = x,
en dérivant cette égalité, nous obtenons
Vo el —1,1], arc cos’ x X (—sin(arc cosz) = 1,
soit encore

1

Vr €] —1,1], arccos' vt = —————.
sin(arc cos )

Comme pour tout z €]—1, 1[, nous avons arc cos x €]0, 7[, nous obtenons sin(arc cosz) > 0, puis sin(arc cosz) =

/1 — cos?(arc cosz) = v/1 — 22, soit encore

1
V1I—22

Ve €] —1,1], arc cos’ ¥ = —

L’allure du graphe de arc cos est alors la suivante :

SIE

-1 1

Exercice 2 Résoudre sur R dans chacun des cas les équations suivantes :

V3

1. cos2x =

2
Nous avons @ = oS

ol

x est solution de I’équation proposée si et seulement si

T dkeZ, 2x=7%+2knm ke x=5+kn
cos2x =cos - & =4
6 ou Ik€Z, 2x=-%+2%kn ou FkeZ, xz=-%+kn



donc 'ensemble des solutions est

S:{%Hm, keZ}U{—l%Jrlmr, keZ}.

2. sin (% —x) = cos (% +2x>.

Nous avons sin (§ — z) = cos (5 — (5 —x)) = cos (& + ).

x est solution de I’équation proposée si et seulement si

T T dk € Z, %+w:%+2w+2k7r
cos (f—i—x) = coS (7+2x) &
6 6 ou Jke€Z, F+x=-—-F—2x+2%kn

dk € Z, r = —2km
ou Jk€Z, x=-7+2k%

donc 'ensemble des solutions est

S = {2k, keZ}u{—gmkg, keZ}.

3. tanx = tan (3x — )

11 faut tout d’abord que tan z et tan (3x — 7) soient définis, donc que x # §+km avec k € Z et que 3x—m # 5 +km
avec k € Z, c’est-a-dire x # § + k5 avec k € Z.

On a alors

tanx = tan(3x —7) < tanz =tan3dz << Ik €Z, 3xr=x+kr & EIkeZ,x:kg.

Dans les solutions précédentes, les multiples impairs de 7 ne peuvent étre solutions puisque tanz n’est alors

pas défini. Par contre, les multiples pairs conviennent et on a tanxz = 0 = tan(3z — 7).

L’ensemble des solutions est

S = {knr, keZ}.

Exercice 3 Résoudre sur R ’équation différentielle y” + vy’ = cosx — sinx avec y(0) =0 et y'(0) = 2.

L’équation homogene associée est 3 +y" = 0. Son équation caractéristique est 72 +r = 0, soit encore r(r+1) = 0

et a pour racines 0 et —1.
Les solutions de ’équation homogene sont donc de la forme y(z) = A + Be™* ou A et B sont des constantes.

Cherchons une solution particuliere de I’équation non homogene proposée de la forme
yo(z) = A’ cosz + B’ sinx.

Si on reporte dans ’équation, A’ et B’ doivent vérifier

A+ B =

—A'cosx — B'sine — A'sinz + B cosx = cosx —sinzx = { VB
_A_B —_1



Les solutions de ce systéme d’équations sont A’ = 0 et B’ = 1, donc yo(x) = sinx est une solution particuliere

de I’équation non homogene.
Les solutions de I’'équation proposée sont alors de la forme

y(zr) =sinx + A+ Be™”
ou A et B sont des constantes.

Si on veut de plus que y vérifie les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 2, alors A et B doivent satisfaire les

deux équations A+ B =0 et —B = 2, ce qui nous donne B = —2 et A = 2.

La solution recherchée est y(x) =sinx — 2 + 2e™7.

Exercice 4 Donner les deux expressions de la dérivée de tan sur son domaine de définition et dérivabilité.
La fonction tan est définie et dérivable sur tous les intervalles de la forme | — 5 4 nm, 5 + nw[ ot n € Z.

Sur ces intervalles, on a :

1
tan’ x = —— = 1+ tan?z.
cos? x

En déduire, pour tout x € [0, 5] une expression de cosx en fonction de tanx et une ewpression de sinx en

fonction de tanx.

En particulier, pour tout z € [0, ], cos’x = donc comme cosx > 0, on a

1
1+tan2 z?

1
\/1+tan2x'

CoOST =

. . / 1 tan? z
Enfin, comme sinz > 0, nous avons aussi sinx = v/1 —cos2x = /1 — 57— = 5—, donc
1+ tan®z 1+ tan“x

tanx

\/1+tan2x.

sinz =

car tanz > 0.

Pour tout x > 0, simplifier

1
cos (arctan (sin (arctan ))) .
T

Si x> 0, alors arctan% €]0, 5[, donc d’apres la question précédente

1 ) tan(arctan 1)

sin (arctan - = .
r \/1 + tan?(arctan 1)

Or, pour tout réel y, on a tan(arctany) = y, donc
_ 1 1 1
Vo > 0, sin | arctan — | = L = > .
T \/1 + %2 Vaz +1




On a alors arctan \/x;ﬁ € [0, 5], et la question précédente implique

2
1+ tan (arctan\/m

T Y
= = = ) .
\/1+T%+1 \/132+2 T +2

r2+1

1 1 1
cos <arctan <sin (arctan ))) = cos (arctan > =
X 33'2 —+ 1 \/ 1 )

1 [x2 +1
Vz > 0, cos (arctan <sin <arctan ))) = x27+
T T+ 2

Exercice 5 Soit x € R tel que x ne soit pas un multiple de m et n € N.

1. Calculer . N
Cp(x) = Z cos kx et Sp(z) = Z sin kx
k=0 k=0
Nous avons
() + 1S (x) — " gike _ eilntl)z _ q _ eIt it _ —it e _ ei%z% sin 2 o _ el.%gcsin ndly
" " P e —1 e's e’z —e'3 2isin sin £
donc
nx sin %Hx nx sin ”Tﬂz
Cy(x) = cos 5 sn £ et Sn(z) = sin 5 Sin £
2. En déduire
n n
en(z) = Z k cos kx et Sn(x) = Z ksin kx
k=0 k=0
Pour tout z € R*, nous avons
n ) n . ! ei(n+1):v -1 /
k=0 k=0
i(n+1)z i(ntl)z _ 1 1einthz(piz _ 1) _ piz(pi(ntl)z _ |
etr — 1 (eiaz _ 1)2 (eiz _ 1)2
nei(n+2)x _ (Tl + 1)ei(n+l)m + et B nei(n+l)z _ (n + l)eznz +1
B (eir —1)2 B (eig _ efz%)z
B nei(n+1)z _ (n 4 1)eznx 41 B (n + 1)617193 _ nei(n-l—l)z -1
(2isin )2 N 4 sin? 5
donc
() = (n+1)cosnx —ncos(n+ 1)z —1 ot o) = (n+1)sinnz —nsin(n + 1)z
" 4 sin? 3 " 4 sin? 5 '




3. En déduire aussi
n

Yo () = Z cos? kx et on(x) = Z sin? kx
k=0

k=0

On a . N
() + on(x) = z:(cos2 kx + sin® kz) = Z l=n+1
k=0 k=0
et
() = S (cos® ki — s ) — 3 con 2k — cos g SN D
Yo (x) — op(z) = Z(cos kx — sin® kx) = ZCOS 2kx = cosnzx prg
k=0 k=0

donc

1 i 1 1 i 1

n(x) = = n+1+cosnxw et on(z) == n+17cosnzw
2 sinx 2 sinx

4. On rappelle que, sin € N et si k € N est tel que k < n, on note

n n!
<k> T Kl(n— k)

avec la convention 0! = 1.

Calculer

La formule du binéme nous donne

Ty(z) + %, = Z <Z> ethr — (1 + em)n =T (e’% + e_i%)n =t (2 cos g)n

k=0

donc

T (z) = 2" cos” g cos % et Ya(x) = 2" cos™ g sin %

Exercice 6 1. Soient x ety deur nombres réels tels que —5 < arctanx + arctany < 5.

Montrez que

x+y
arctanx + arctany = arctan .
1—a2y
Les hypotheses entrainent qu’on peut écrire que
tan arctanx + tan arctany  r+y

tan(arctanx + arctany) = =
( + v) 1+ tan arctanz tan arctany 14 zy

donc, comme arctanz + arctany €] — 7, 5[ :

Tty
arctanx + arctany = arctan .
1—2zy




2. Montrez que pour tout réel positif x, on a

0 < arctanx < x.

Par définition, pour tout réel positif, arctanz > 0.
La fonction f : [0, +00[> = + x — arctanz est continue et dérivable.

Pour tout z > 0,
1 z2
! =1-—5=—=2>0
@) 1+a2 1422~

donc f est croissante. On a alors : Vo > 0, f(x) > f(0) = 0, d’ou l'inégalité demandée.

Vo >0, 0 < arctanz < z.

3. Calculer (en justifiant toutes les étapes trés soigneusement) 4 arc tané — arctan flg. On pourra pour cela

e i g ai s w120
utiliser l'inégalité 5 > 5.

Nous avons 0 < arc tan% < %, donc 0 < arc tan% + arctan = < % < % Nous pouvons alors utiliser le résultat

1
5
de la question 1 et nous obtenons

2 10
= arctan — = arctan —.

I
1—5 24 12

1
2arctan 3 = arctan

5
127

résultat de la question 1 et nous obtenons

De méme 0 < arctan % < donc 0 < arctan % + arctan % < }—0 <l< % Nous pouvons encore utiliser le

4 t L 2 t > t % t 7120
rctan — = 2arctan — = arctan = arctan .
aca5 aca12 acaliﬁ acallg
1 1
Enfin, nous avons 0 < arctan 535 < 335 donc
7T< 1< 1<4: t 1 t 1<4 t 1 t <120<7T
—— < = - arctan — — arctan —— arctan — = arctan — < — < —.
2 239 — 5 239 — 5 119 — 119 2
Le résultat de la question 1 implique alors que
Laretan L o L e 120 o L . 29— L cap 120 % 239 — 119
arctan — — arctan —— = arctan — — arctan —— = arctan ———=*-— = arctan ———
5 239 119 239 1+ % X flg 119 x 239 + 120
7r
= tanl = —.
arc tan 1
4 ¢ 1 ¢ 1 ™
arctan — — arctan — = —.
5 239 4
Exercice 7 1. Trouver des réels A et B tels que, pour tout v € RY, on ait
1 A B
- =4 .
24+r x x+1
On doit avoir, pour tout x € R
1 A B (A+B)x+ A

24+x x x+1 22+



donc A+ B =0et A=1, soit encore B = —1.

1 1 1
VY > 0, —_— )
2?4+ x x+1

2. Résoudre sur R U’équation différentielle
2xy’ +y =

avec y(0) = 0.

L’équation se rééerit sur R}

soit encore

Y Inzx 1 ilnz
V>0, (y+ o)t 3o
v Y +2x ¢ 2(17+:c2)\/56
ou encore . /1 .
Yz >0, ' = - - .
v (y()v'r) 2r+22) 2 <x x + 1)

On obtient alors .
V>0, y(z)vr = é(lnx —In(z+1))+C

donc
T C

1
=—Ih—+4 —.
y(=) Qﬁnx+1+\/5

Comme y(1) =0, ona —3In2+ C =0, donc C = InV/2.

Yz > 0,

La solution recherchée est donc

1 T Inv?2
y(a:)zﬁln,/m—&—ﬁ.

avec y(1) = 0.
La encore, on écrit )
V. 0 =
>0 W =

ce qui nous donne
1
Vo > 0, y(z)vr = §arctanx+C
ou encore .
arctanx
Yz > 0, =+ —.
z y(@) AR

Comme y(1) = 0= § + C, on obtient C' = —% donc

arctanx ™

2 8z

y(r) =




