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Introduction a I’analyse

CORRIGE DU DEVOIR A RENDRE POUR LE MARDI 11 DECEMBRE

LA METHODE DE NEWTON POUR RESOUDRE LES EQUATIONS.

La tangente au point (x,, f(x,)) a pour équation
Y- f(xn) = f/(l’n)<$ - mn)

avec f'(x,) # 0.
Elle intersecte I’axe des abscisses au point (2,41, 0), donc

f(@n) f@n)

0— f(zn) = fl(xn)(@pns1 —zn) & _f'(fn) =Tpy1 — Ty & Tp— F(wn) = Tpi1.

La suite (x,), donnée par la méthode de Newton est donc la suite définie par la donnée de zy € R et par la

relation de récurrence

Vn € N, Tptl = Ty —

UN EXEMPLE D’APPLICATION : L’ALGORITHME DE BABYLONE.

On se propose de calculer des valeurs numériques de v/2.
1. En prenant la fonction f : [1 + o[> x — 2% — 2, eapliciter la suite (x,,), donnée par lalgorithme de Newton

avec Ty = 2.

Nous avons, pour tout = € [1, 400,

f(x 22 =2 zx 1 =z 1 1 2
= - =r—-—gt+t-=s+t-=cl|Tv+—
fr(x) 20 2z 2 x 2 x

La suite (x,), obtenue est la suite définie par la donnée xy = 2 et par la relation de récurrence

1 2
Vn € N, zn+1:§ (In+)

n

2. On se propose de montrer que la suite ainsi construite va effectivement converger vers V2.

2. a. Montrer que la suite (zy,), est bien définie.

11 suffit de montrer par récurrence sur n € N que z,, est bien défini et que z,, > 0.
C’est vrai pour n = 0.

Supposons que cela soit vrai rang n € N, et montrons que c’est vrai au rang n + 1.

Comme
; < 2 >
Tnt1 =5 | Tnt+ — |,
2 Ty



on en déduit que z,11 est bien défini et que l'on a bien x,41 > 0. On a donc bien prouvé par récurrence sur

n € N que

La suite (x,,) est bien définie et pour tout n € N, z,, > 0.

2. b. Montrer que, pour tout n € N,

1
Tpy1— V2= E(In —-V2)%
Soit n € N, nous avons
1 2 1 1 2
Tpi1 — V2= = 20+ — —ﬂ:—(xi+2—2mn¢§): (xn—\/i) .
2 Ty 2%, 2%,

Il découle de cela, et du fait que g > v/2 que (z,,) est minorée par /2.

1
Vn € N, Tyt — V2= 2—(3:,, —/2)? et la suite (z,,), est minorée par v/2.
In

2. c. Montrez que la suite (x,,)n est décroissante.

Soit n € N. Nous avons

1 2 1 27:1731
xn+1xn2<zn+)xn2$n(xi+22zi) TP

11 découle du fait que z,, > 2, que 2 — 22 < 0 et que 2z, > 0, donc que T+l — Tn < 0.

n —

On a donc bien prouvé que

la suite (z,,) est décroissante.

2. d. Montrez que la suite (x,,), est convergente. Quelle est sa limite ¢

La suite (z,,), est décroissante et minorée par v/2. Elle est donc convergente. Notons £ sa limite. Nous avons
alors £ > /2.

La suite (% (xn + %)) converge alors vers % (E + %)
" n

Mais la suite (% (a:n + %)) est égale a la suite (Z,41)n, qui est extraite de (), et elle converge donc vers
n n

On en déduit que

1/ 2 01 ,
€_2<€+€) & =5 @ P2=2 o (=42

Comme ¢ > /2, on en déduit que la seule limite possible est £ = v/2.

La suite (x,), converge vers v/2.




2. e. Montrez que, pour tout n € N :

En déduire que, pour toutn € N :

Il découle de la question 2.b que, pour tout n € N, nous avons

0<w,— \[_7( —V2)? <

2x, 2

‘ -

(zn — \/5)2

N

VneN, 0<ua, f<— n—V2)%
n S T4l — 2\[( )

Montrons par récurrence que, pour tout n € N :

0<a, Vi< Vo,

3(217, 1)(

Pour n = 0, c’est vrai car
)
1

0<mp—V2=2-V2= 2-v2)%.
Supposons 'inégalité vraie au rang n et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.

Nous avons

0< 241 — V2 < 7( \/5)2

Grace a 'hypothese de récurrence,

1
Ogmn—ﬁgw

donc

2'rL+1

1 1 n 1 1 2" %2 1
< - < (—(2- 2 =———  (2- S — () -
0<onn-v2< 2v2 (23(2n1)(2 v2) ) - (2 \@) 93 (1+2x27-2) (2 \/5)
1 2n+1
= (2-V2)

935 (2n+1-1)

Ceci prouve ce qu’on désirait. On a donc bien prouvé par récurrence sur n € N, que

Vn € N, 0<z,—V2< (2 —v2)%".

3(2" )

2. f. En utilisant les approzimations numériques v/2 > 1,4, 1,43 < 2,75 et 10’463 < 0,22, montrez que

Vn € N, 0 <, —V2<2,75 % (0,22)%"

Il y a une erreur d’énoncé. Il faut remplacer la constante 2,75 par 2, 83.



Soit n € N. Nous avons

2 \/i on
on 53 —
0<x, — \f< (2n ey (2 V2) _22< -1 ) :
Or2:<2,83,2—v2<2-1,4=0,6et 22 > 1.43 donc
2—-v2 0,6
< 20 <0,22
25 T 1,43 — 7

Ceci nous donne

YneN, 0<z,—V2<2,83x(0,22)%

Majorer a l'aide de la formule précédente xg— \/5, T, — \/i, To — \/5, T3 — \/5, T4 —V?2 et x5 —+/2. On donnera
les résultats sous la forme a,b x 107" ou a,b désigne un nombre décimal a un chiffre aprés la virgule et ou la

décimale b sera prise par excés.

Calculer 1,9, 73,24, 75 et regarder (sur la calculatrice) les valeurs de x%, 23, etc...
Pour quelle valeur de n, votre calculatrice ne fait pas de différence entre x2 et 2 ?
Pour quels n € N est-on sir d’avoir 0 < x,, — /2 < 1071000 2

Nous avons

0<z0—V2<2,83%0,22<6,3x 107"
0<z—v2<2,83x0,222<1,4x 107"
0<z9—12<2,83x0,222<6,7x1073
0<z3—v2<2,83x%0,22°<1,6x107°
0<z4—v2<283x0,220<8,6x 10"
0<z5—v2<2,83%0,22%2<9,1x 10722

Nous avons

1 =

8
/T\

cou; M\w
N———

fl T,
=y 17 408

1 577 816\ 665857
2 408 577) 470832

(665 857 2 x 470832 ) 886731088897

470832 i 665 857 627013566048

Nous avons (calculatrice & 16 chiffres).

T5 =

2 =2,25

r3=2,006944 - - -



x5 = 2,000006 007 304 863 - - -
23 = 2,000000000004511 - --
zi =2.
En particulier, pour une calculatrice affichant 16 chiffres, 22 = 2.

Nous sommes surs d’avoir
0<ax, —V2<107100

si (en prenant le logarithme en base 10)

2,83 x (0,22)2" <1071 o log(2,83) 4+ 2"1og(0,22) < —1000 <« 2"log(0,22) < —1000 — log(2, 83)

) ) log (_ 1000+1og(2,83) )
o s 000 + log(2, 83) n> Tog(0,22) 10,57
log(0, 22) log 2

Il faut donc prendre n > 11 pour étre sir que 0 < z,, — v/2 < 1071000,
La convergence de la suite (z,,), vers /2 est donc extrémement rapide.

Complément. Cet algorithme est ’algorithme implémenté dans toutes les calculatrices pour calculer la racine

carrée d’un nombre réel positif quelconque.
11 est aussi possible d’avoir une expression explicite de la suite (z,,),, en fonction de n.
Posons pour cela pour tout n € N :

_l'nf\/§
_a:n+\/§

Unp,

Nous avons, pour n € N :
1 2
$n+1—\/§ 5<z"+ﬂ>7ﬁ
un-‘,—l = = =
Tpi1 + V2 %(l‘n—l-l)-f—\/i

Tn

2492-2 2
= W—l”n\[ (en multipliant le haut et le bas de la fraction par 2x,,)

22 + 2+ 22,V2

_ (Tn — \/5)2 — 2
(2 +v2)2 "

On déduit de cela par récurrence que pour tout n € N

_on_ [2-V2
R S

xn_\/E
Tn + V2

on

Comme pour tout n € N, nous avons

Up =

nous obtenons

Cltun 5 2+V2)T +(2-V2)Y
“Tw T v e

Ln



