Corrigé des Exercices d’approfondissement du chapitre 1.

Exercice 1.28. Pour a), c’est faux. Par exemple d(2, —2) = 0 alors que 2 # —2.

Pour b) et c¢) c’est vrai et cela se vérifie immédiatement en utilisant l'inégalité
triangulaire classique pour la valeur absolue.

Pour d), c’est clair.

Pour e), la seule difficulté est de montrer que, si f est continue alors f; |f(x)|dz =0
implique f = 0. Pour cela, on introduit F : z € [a,b] — [ f(t)dt. F est de classe C"
car c’est la primitive d’une fonction continue, croissante car sa dérivée |f| est positive.
Et donc, si x € [a,b], on a 0 = F(a) < F(x) < F(b) = 0, ce qui implique que F vaut
identiquement 0, et que sa dérivée F’ = |f| aussi. On a bien obtenu que f = 0.

Pour f), c’est faux. Par exemple si f(z) = 0 pour x €]a,b] et si f(a) = 1, alors
d(f,0) = 0 et pourtant f # 0.

Exercice 1.29.
1. Soient z,y et z dans E. Si x =y, alors d'(x,y) = f(d(z,y)) = f(0) =0. Siz #y,
alors d(x,y) > 0 et donc d'(x,y) = f(d(x,y)) > f(0) = 0 car f est strictement

croissante.
Il est clair que d'(x,y) = d'(y, x).
Enfin, d'(z,2) = f(d(z,z)). Comme d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) et que f est

croissante, on a d'(z,z) < f(d(z,y) + d(y,z)). Comme f est sous-additive, on a
Fld(z,y) +d(y. 2)) < F(d(@,y) + F(d(y, ) et donc d'(z,2) < d'(x,y) +d (. 2).

2. il suffit de vérifier que fi(x) = 7, fo(x) = log(1 + z), f3(x) = log(1 + 75) et
fa(x) = x sont strictement croissantes, sous-additives et Valent 0 en 0.
Pour la premiere, f; est dérivable sur R+ et sa dérivée vaut (= )2 qui est strictement

positive donc f; est strictement croissante. Enfin,

U+ v U v U v

— — <
fl(u—i—v) l14+u+o 1—|—u+v+1—i—u+v_1+u+1+v

= fiu) + fi(v).

Pour la seconde, fo est dérivable sur R et sa dérivée vaut FIL qui est strictement
positive donc f5 est strictement croissante. Enfin,

fa(u+w) = fa(u) = fa(v) = log(1 + u +v) —log(1 + u) —log(1 + v) =
A 1+u+o A 1+u+ov <o 1+u+ov —0
-8 1+uw)(1+v)) P\ Trutorw/) =% \1rure) ™

Pour la troisieme, on remarque que f3 = fs o f.

Enfin, pour la quatrieme, on remarque que f; est dérivable et que sa dérivée vaut

az® ! qui est strictement positive donc f; est strictement croissante. Enfin,

Filu+v) = (u+0) = (W/?)? + (/7))

avec p = é > 1. L’inégalité de Minkowski implique

(@) + @) < (@) + (017) = 40,



34 Chapitre 1.

et donc fy(u+v) < fa(u) + fa(v).

Exercice 1.30.

1. Si z,y et z sont dans F, on a d(z,y) = d(y,x) et d(z,z) = |f(x) — f(2)] <
f (@) = fW| +1F(y) = f(2)] = d(z,y) + d(y, 2).

Enfin, d(z,y) = 0 implique x = y si et seulement si f est injective.

2. €” est injective donc d est une distance. Si z est dans R et » > 0 alors y € B(x,7)
si et seulement |e” — e¥| < r, soit si et seulement si e’ —r < e¥ < e” 4+ r. On a donc
deux cas : si e —r < 0 c’est a dire si 7 > ¢€”, on a B(z,r) =] — oo, log(e” + r)|[.
Sinon, si r < €”, on a B(x,r) =] — log(e” — ), log(e” + 7).

Exercice 1.31. Il est clair que d'(z,y) = d'(y,z) et que d'(z,y) = 0 équivaut a = = y.
Pour 'inégalité triangulaire, il suffit de montrer que f(x) = inf(1,x) est sous-additive,
c’est-a-dire que, pour tous x,y > 0,

inf(1,z 4+ y) <inf(1,z) + inf(1, y).

Soit y € R* fixé. Considérons g,(z) = inf(1,z) + inf(1,y) —inf(l,z +y). Si0 <y <1
et six < 1—yalors gy(z) = x+y— (r+y) =0, tandis que, si 1 —y < = < 1,
gy(x) =2x+y—1>0,et enfinsi 1l <z, alors gy(x) =14+y—1=y>0.

Si maintenant 1 < y et si 0 <z < 1, alors gy(aj) =x+1—1=2x >0, tandis que, si
1<z, alors gy(x) =14+1-1=1>0.

On a bien prouvé que f est sous-additive, et donc que d’ est une distance.

Exercice 1.32. Il suffit de vérifier que

b z
1= (10 a) et 1= sup 1760)

z€[a,b]

sont des normes sur C([a, b], R). Tout d’abord || f||, = 0 implique f = 0 en faisant comme
pour la question e) de I'exercice 1.28. Les seuls points délicats a vérifier sont 1'inégalité
triangulaire. Pour || - ||, si f et g sont dans C([a, b],R) et si z € [a, b], alors

[f (@) + g(@)| < [f(@)] + [g(@)] < 1 fllo + NIl

et donc
1f + gllc = sup [f(z) + g(x)] < [|flloc + [|g]loo-

z€la,b]

Soit ¢ > 1 tel que 1/p+1/qg =1, pour | - ||, si f et g sont dans C([a, b],R), on montre
d’abord que I'on a l'inégalité

[ isolsora< ([ \f(t)\”)'l’ ([ o)

En effet, si || f|l, ou ||g|l; vaut 0, alors d’apres la question e) de l'exercice 1.28, f ou g
vaut 0 et donc 'inégalité est claire. Supposons donc || f||, > 0 et [|g|[; > 0. D’apres le
lemme 1.2.4, on a

1
q

FOLe®] _ 1FOF g
1 ol = 2070, allalls”

Vt € [a,b],
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Intégrant cette inégalité entre a et b, on obtient

b
/ [F@llg@)] dt <[ fllpllglly-

Ensuite, on prouve I'inégalité de Minkowski. On pose h = |f| + |g]. On a

b b b
/ (h(t))? dt = / (W) £(8)] dt + / (h() (1) dt.

On applique ensuite 'inégalité précédente a chacune des intégrales du membre de droite
dans ’égalité ci-dessus et on obtient :

[owpars([isor) ([wer) + ([ awr) ([omen)

Or (p—1)g=pet1—1/q=1/p. En particulier, si on divise les deux membres de cette

inégalité par
b ‘
([ twnon),

on obtient I'inégalité de Minkowski.

Exercice 1.33.

1. Six = (x1,29) € R% alors ||7]ls < [|1Z]l2 < V2||Z/|0e, €t donc do < dy < V2ds. En
particulier, si U est un ouvert de R? pour ds, alors pour tout € U, il existe €, > 0
tel que By,(z,e,) C U et donc By, (2, 55) C By,(2,;) C U ce qui montre que U est
ouvert pour dy.

De méme, si U est un ouvert de R? pour d.,, alors pour tout = € U, il existe e, > 0
tel que By _(z,e,) C U et donc By,(x,e,) C By, (z,e,) C U ce qui montre que U est
ouvert pour ds.

On a bien montré que dy, et dy définissent les mémes ouverts.

2. A X B est ouvert pour ds si et seulement si il est ouvert pour d..

Si A et B sont ouverts dans R, montrons que A x B est ouvert dans R? pour
dso. Soit (a,b) € A x B. Comme a € A et que A est ouvert, alors il existe ¢, > 0
tel que |a — g4,a + €,[C A. De méme, il existe g, > 0 tel que |b — &;,b + g[C B.
Posons ¢ = min(e,,&5). € est strictement positif car ¢, et ¢, le sont. De plus
By ((a,b),e) =]la —e,a+e[x]b—e,b+c[C A x B ce qui montre que A x B est ouvert.

Réciproquement, si A x B est ouvert et si a € A, b € B, alors il existe ¢ > 0 tel que
Bi_((a,b),e) =Ja —e,a+€[x]b —e,b+¢[C A x B, ce qui montre que Ja —e,a+¢[C A
et |b—¢e,b+¢[C B, et donc que A et B sont ouverts.

On a donc bien montré que A x B est ouvert de R? si et seulement si A et B sont
des ouverts de R.

Exercice 1.34. Prenons E = N muni de la métrique d(z,y) = |z — y|.
1. Par exemple, la boule ouverte de centre 1 et de rayon 1 ne contient que le point 1,
donc est fermée. De méme la boule fermé de centre 1 et de rayon 1 est aussi la boule
ouverte de centre 1 et de rayon 3/2.
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N

. les exemples de la question précédente répondent a la question

3. idem

Si z et y sont dans B(a,r), alors d(a,z) < r et d(a,y) < r donc d(z,y) <
d(a,x) + d(a,y) < 2r. En particulier,

L

sup d(z,y) < 2r.
x, yeB(a,r)

Si on se place toujours dans N muni de la distance usuelle, alors la boule ouverte de
centre 1 et de rayon 1 est réduite a {1} et son diametre vaut 0.
5. Si E = [a, +oo[ muni de la distance induite par la distance usuelle sur R, alors [a, b[
est la boule ouverte de centre (a +b— 1)/2 et de rayon (b—a+1)/2.
De méme, si E =| — oo, b], alors [a, b[ est la boule fermée de centre (a +b+1)/2 et
de rayon (b—a +1)/2.

Exercice 1.35.

1. Tout d’abord B’(a,r) est un fermé contenant B(a,r) donc B(a,r) C B'(a,r) d’apres
la proposition 3.2.3. Il reste donc a vérifier que B'(a,r) C B(a,r), soit encore que
tout point x tel que d(a,z) = r est dans B(a,r) (puisque si d(a,z) < r, alors
x € B(a,r) C B(a,r)).

Soit donc x tel que d(a,x) = r. Soit € > 0. On va montrer que B(a,r) N B(x,¢€) est
non vide. Pour cela, on prend z. = (1 —A)a+ Az (c’est a dire que z. est dans le segment
la, z]) avec A choisi dans [0, 1] de fagon a ce que z. soit dans B(a,r) N B(zx,¢).

Pour que z. soit dans B(a, ), il faut et il suffit que d(z.,a) < r, soit [[Az + (1 —
Aa —al| = A||lx — a]| = Ar < r. Et donc x. est dans B(a,r) si et seulement si A < 1.

De méme, x, est dans B(z, ¢) si et seulement si [[(1—N)a+Ax—z| = (1-N)|la—=z| =
(I=XNr<e.

Et donc, si on choisit A dans |1 —¢/r, 1], alors z. est dans B(a,r) N B(x,¢).

Montrons maintenant que B(a,r) = (B’(a,r))°. Pour cela, on remarque que B(a,r)
est un ouvert contenu dans B'(a,r) et donc B(a,r) C (B'(a,r))°® d’apres la proposition
3.3.2.

Il reste a vérifier que B'(a,r)° C B(a,r). Soit donc = € (B'(a,r)°). En particulier, il
existe € > 0 tel que B(x,e) C B'(a,r) d’apres l'exercice 1.13. Montrons que = € B(a,T).
Supposons le contraire, c’est a dire que ||z —al| = r. Alors, si . = a+(z—a)(1+¢/(2r)),
onaz.—x=(x—a)e/(2r), et donc ||z. — x| = /2 < € ce qui montre que z. € B(z,¢)
Enfin, ||z, — al| = 7 4+ &/2 ce qui montre que z. € B(a,r) et donc que B(z,¢) ¢ B(a,r)
C’est absurde.

2. Si F = N est muni de la distance d(z,y) = |z — y|, alors B(1,1) = {1} et
B'(1,1) = {0,1,2}. De méme, (B'(1,1))° = {0,1,2} et B(1,1) = {1}, donc on
n’a pas les égalités précédentes dans un espace métrique en général.

Exercice 1.36.
1. Montrons que (AN B)° = A° N B°. Tout d’abord A° N B° est un ouvert contenu
dans AN B, donc A°N B° C (AN B)°.
Montrons maintenant que (AN B)° C A° N B°. Soit x € (AN B)°. Alors, d’apres
I'exercice 1.13, il existe € > 0 tel que B(z,e) C AN B, ce qui implique que B(z,e) C A
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et B(x,e) C B, et donc que z € A° et z € B°, soit encore que z € A° N B°. On a bien
prouvé que A°N B° = (AN B)°.

AN B est un fermé contenant AN B, donc ANB C AN B.

Ona FE\(AUB)° = E\(AUB) = (E\A)N(E\B) Cc (E\A)N(E\B) =
(E\A°)N(E\ B°)=FE\ (A°UB°), et donc A°UB° C (AU B)°.

Ona E\(AUB) = (E\(AUB))* = (E\A)N(E\B))" = (E\A)°N(E\B)" =
(ENA)N(E\B)=E\(AUB), et donc AUB=AUB.

Onad(AUB)=AUB\(AUB)°. Or AUB = AUB et A°UB° C (AUB)°, et donc
O(AUB) C (AUB)\ (A°UB°) = (A\ (A°UB°))U(B\ (A°UB°)) C (A\ A°)U(B\ B°) =
JAUIB.

Onad(ANB)=ANB\(ANB)°. Or ANB C ANBet A°NB° = (ANB)°, et donc
O(ANB) C (ANB)\(A°NB°) = (ANB\ A°)U(ANB\ B°) C (A\A°)U(B\B°) = 0AUJB.

2. Dans R muni de la métrique usuelle, on prend A =]0, 1[et B =]|1,2[. Ona AN B = {)
et ANB ={1}.

De méme, si A = R\ A et B =R\ B, alors A° U B” =] — 00, 0[U]1, +00[U] —
00, 1{U]2, +oo[= R\ {1} et (A'UB')° =R.

Enfin, 90(A'UB") =0 et 0A'U0OB' = {0, 1, 2}.
Et 0(AN B) = () alors que 0A U 9B = {0, 1,2}.

3. On sait que A C A. Si A C A, alors A\ A° C A, et donc (A\AYUA = A C
AUA° = A car A° C A, ce qui prouve que A = A et donc que A est fermé.

Réciproquement, si A est fermé, alors A C A et donc 9A = A\ A° C A\ A° C A.

Exercice 1.37. On a A; C {J;.; Ai, donc A; C U,c; 4i, puis Ue; Ai € Uies Ai-
Il n’y a pas égalité en général. Par exemple, si I =|0,1] et si pour i € I, A; = {i},

alors |J,.; A; =]0,1] alors que J,.; 4; = [0, 1].
L’autre inclusion est tout a fait similaire.

2. Ona E\ A= FE\A°. En particulier, si A = J,.; 4i, alors A° = E\ E\ (U;c; 4i) =

BN (BVA) D B\ (Mo (BN A)) = Ui (B (B\ A7) = Uy 4.
Et donc U;cr A7 C (U,er 4i)°
De méme, on a ([;c; 4i)° C ;es A5

Exercice 1.38.
1. Montrons que, si z € A, alors d(z, A) = 0.
Soit € A. Soit € > 0. Comme x € A, la boule de centre = et de rayon € coupe A,
ce qui implique qu'il existe y € A tel que d(z,y) < €, et donc d(z, A) < e. Ceci étant
vrai quel que soit € > 0, on en déduit que d(z, A) = 0.

Montrons que, si d(x, A) = 0, alors x € A. Soit donc x tel que d(x, A) = 0. Soit
g€ > 0. On en déduit que ¢ est strictement supérieur a la borne inférieure de 1’ensemble
des d(z,y) quand y varie dans A, et donc que £ n’est pas minorant de cet ensemble. En
particulier, il existe y € A tel que d(z,y) < €, ce qui implique que B(z,e) N A est non
vide, ceci quel que soit € > 0. En particulier, x € A.



38 Chapitre 1.
On a bien prouvé que x € A si et seulement si d(x, A) = 0.

2. On a A = {z, d(z,A) = 0} C V.(A), ceci quel que soit ¢ > 0, et donc
A C s Ve(A).
Réciproquement, si z € (.., V-(4), alors d(x, A) = 0 et donc z € A.

On a bien prouvé que A = (.., V-(4).
3. Montrons que d4 = d. Tout d’abord, on a A C A. Et donc, si z € E, on a, pour
tout y € A,
inf d(z,y) < d(z,y)
yceA
ce qui implique que
inf d(z,y) < inf d(x,y),
yeA y€A
soit encore que dy < d4. Réciproquement, soit ¢ > 0. Montrons que dy < dz + €.
Pour cela, soit x € E. Comme dz(z) est la borne inférieure de I'ensemble des d(z, y)
quand y € A, on en déduit que dg(z) + /2 n’est plus minorant de cet ensemble, et
donc qu'il existe y € A tel que d(z,y) < dx(z) +¢/2. Comme y € A, il existe z € A
tel que d(y, z) < £/2. En particulier, d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) ce qui implique que
d(z,z) < dz(x) + . En particulier, on obtient que d4(z) < dx(x) +e.

Il reste a vérifier que, si pour tout € > 0, da(z) < dz(x) + ¢, alors da(x) < dy(z).
—dy(x))

I'inégalité d4(x) < dz(x) + € devient 2¢ < ¢, ce qui est absurde.

En conclusion, on a bien montré que d4 = dy.

Il est alors clair que A = B implique d4 = dz = dg = dp.
Réciproquement, si d4 = dp, alors z € A équivaut a da(x) = 0, ce qui équivaut
encore & dg(x) = 0 puis a x € B. En conclusion dy4 = dp implique A = B.

Exercice 1.39.
1. 11 suffit de montrer que sup A est élément de A et que A C| — oo,sup A[. Le
raisonnement sera le méme pour la borne inférieure.
Montrons donc que sup A € A. Pour cela, soit € > 0. sup A — € n’est plus majorant
de A, donc il existe x € A tel que sup A — ¢ < x, ce qui implique que la boule de centre
sup A et de rayon € coupe A. Ceci étant vrai, quel que soit € > 0, on en déduit que

sup A € A.

Il reste a vérifier que si x > sup A, alors x ¢ A. Soit donc x > sup A et soit
e=x—supA. Six € A, alors la boule de centre x et de rayon £ contient au moins un
élément y de A. Or sup A = x — e < y. Ceci est absurde.

On a donc bien montré que sup A et inf A sont éléments de A et que A C
[inf A, sup A].

2. Soit A une partie de R non vide, ouverte et fermée. Soit a € A. Supposons qu’il
existe z € R\ A plus grand que a. En particulier, ’ensemble B = (R\ A)NJa, +00| est
non vide minoré dans R, donc admet une borne inférieure i. Comme A est ouvert,
on en déduit que R\ A est fermé et donc que B est fermé comme intersection de
deux fermés. D’apres ce qui précede, i € B.
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De plus, on a ¢ > a. Si i = a, alors a € B, ce qui implique que a ¢ A, ce qui est
absurde. Donc 7 > a.

En particulier, tout élément y dans |a,i[ n’est pas dans B, donc est dans A.
Montrons que ceci implique maintenant que i € A. Soit € > 0. D’apres ce qui précede,
i —e,i+€[N]a,i| est non vide donc i —¢,7 + €[ coupe A. Ceci étant vrai, quel que soit
e > 0, on en déduit que i € A = A. Or i ne peut appartenir & la fois & A et B ; c’est
donc contradictoire.

On obtient donc que, pour tout a € A, 'ensemble (R \ A) N [a, +00] est vide, ce qui
implique que [a, +00[C A.

On montre de méme que, pour tout a € A, | —o0,a] C A. Et ceci montre que A = R.

En conclusion, les seules parties de R ouvertes et fermées sont () et R.

Exercice 1.40.

1. Soient z et y deux points distincts de E. Soit ¢ = 3d(z,y) et U = B(z,¢) et
V =DB(y,e). Onabienx e Uety € V. EnfinsiUNV # et si z€ UNV, alors
d(z,z) < e et d(y,z) < e, ce qui implique que 2e = d(z,y) < d(zx, 2) + d(y, z) < 2e.
Ceci est absurde et donc U NV = (.

2. SiBCVetsiUNV =0,alors UNB =10. Orsi z € U et si U est ouvert, alors
il existe € > 0 tel que B(x,e) C U. Ceci implique que B(z,e) N B = () et donc que
x ¢ B. En conclusion, on ne peut pas trouver deux ouverts U et V tels que = € U,
BcVetUNV =0.

3. Il est clair que x € U et B C V. Montrons que U NV = (). Supposons le contraire.
Soit z € UNV. Alors d(z,2) < 36 et il existe y € B tel que d(y,z) < 36. En
particulier, d(x,y) < d(zx, z) + d(y, z) < 6 ce qui implique que d(z, B) < d(x,y) < 0.
C’est absurde.

4.1. A et B ainsi donnés sont fermés et disjoints. Cependant d(p,p + ]l)) = 119 tend
vers 0 quand p tend vers +oo. Donc d(A, B) = 0.

4.2. Tl est clair que A C U et B C V. Il reste & vérifier que U NV = (). Supposons
que UNV # 0 et soit z € UNV. Alors il existe z € A tel que d(z,2) < 3d, et
il existe y € B tel que d(y, 2z) < %5y. Or d(z,y) > d, et d(x,y) > 6,. Et donc,
si @ = max(d,,dy), on a a < d(z,y) < d(z,z) +d(y, 2) < 3(d, +6,) < 1(20),
ce qui est absurde.

Exercice 1.41. Tout d’abord, si z = (z,,) et y = (y,) sont dans s,

|$n_yn| <1

Vn € N, —F— <
1+|$n_yn|

et donc la série définissant d(z,y) est convergente (car > 27" < 4o00) donc d est bien
définie.

Si x,y, z sont dans s, on a d(z,y) = 0 si et seulement si x = y, et d(z,y) = d(y, ).
Pour I'inégalité triangulaire, on utilise le fait que, si § est une distance, 1—15 est encore
une distance (cf. Exercice 1.29.). Et donc, sin € N, on a

‘xn - Zn‘ ‘xn - yn| ‘yn - Zn‘
1+|xn_zn|_1+|xn_yn| 1+|yn_zn|
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Si on prend N € N et si on somme toutes ces inégalités, on obtient

i i T — 2n| < i i [Ty — Yl i i i [Yn — 2
— 2" 1+ |@y — 20| — — 27 1+ |z, — ynl — 27 1+ |yn — 2a|
Puis, si on fait tendre N vers +oo, on obtient que
d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2).
Exercice 1.42. Pour montrer que || - ||« et || - ||, sont des normes il suffit de vérifier

I'inégalité triangulaire. Soient x et y dans /¥ et N € N. L’inégalité de Minkowski nous

donne X 1 X
N p N P N »
<Z|xn+yn|p) < <Z|xn|p) +<Z|yn|p> .

n=0 n=0 n=0

Un passage a la limite quand N tend vers +oo nous donne
[l +yllp < llzllp + llyllp-
Si x et y sont dans /> et n € N, on a
|0+ Y| < 2] + [ynl < 2]l + [[Y]]sc-

Et donc
|2 4+ ylloo = sup |zn + Ynl < [|2]loc + [|Ylloo-
neN

Il est clair que coy C £1. De plus, si x = (z,) € £}, alors x,, —, 55 0 donc ¢! C .
Enfin, si z = (z,,) € ¢, alors

Ve>0, dn.eN, VneN, n>n. = |z, <e.
En particulier, si on fait € = 1 on obtient que
Vn eN, |z,| < max(|xol, |x1], .., |Tn], 1)

ce qui montre que (z,) est bornée et donc que x € £*.

Il reste donc a montrer que, si p < g, alors # C ¢7. Pour cela, on remarque que si
x = (x,) € 7, alors x € ¢y et donc il existe un rang n; a partir duquel on a |z,| < 1. En
particulier, si n > ny, on a |z, |? < |z,|F, ce qui montre que >’ |z,|? converge et donc que
x € 0,

Exercice 1.43. Montrons que (u,) converge vers £ si et seulement si, pour tout € > 0,
I'ensemble {n € N, d(u,, ) > ¢} est fini.

Soit € > 0. Supposons que l'ensemble {n € N,d(u,,f) > €} est fini. Soit
ng = max{n € N,d(u,,f) > €}. Alors, pour tout n > ng + 1, on a d(u,,¥¢) < e.
Ceci étant vrai quel que soit € > 0, on en déduit que (u,) converge vers /.
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Réciproquement, soit (u,) une suite qui converge vers ¢. Soit € > 0. Alors il existe
un rang ng tel que, pour tout n > ng, on ait d(u,, ) < €, ce qui implique que

{n e N,d(u,,¢) > e} C{0,...,m9— 1}.

On a bien montré que (u,) converge vers ¢ si et seulement si, pour tout ¢ > 0,
{n € N,d(uy,?) > €} est fini.

Si maintenant, o est une bijection de N dans N, alors pour tout ¢ > 0, n € {n €
N, d(us(n), £) > €} si et seulement si o(n) € {n € N,d(u,,f) > e}. En particulier
{n € N,d(usn),?) > ¢} = o '({n € N,d(uy,€) > €}). Comme o est bijective, on en
déduit que {n € N, d(uq(,),{) > €} est fini et a le méme cardinal que {n € N, d(u,,?) > €},
et donc (u,(,)) converge vers /.

Remarque : En fait, il suffit que o soit injective pour que ce soit vrai.

2. Supposons que (ug,) et (ug,+1) convergent vers la méme limite ¢. Soit € > 0. 1l
existe un rang n. tel que, pour tout n > n., on ait d(us,, ) < e. Il existe un rang
n. tel que, pour tout n > n., on ait d(ug,+1,¥¢) < €. Posons N, = max(2n.,2n. + 1).
Nous allons montrer que, pour n > N, on a d(u,, ) < €. Soit donc n > N.. Sin est
pair, alors n = 2p ou p € N. Comme n > N. > 2n., on en déduit que p > n, et donc
que d(ugp,¥) = d(uy,, ) < e. Sin est impair, alors n = 2p + 1 ot p € N. Comme
n > N; > 2n. 4+ 1, on en déduit que p > n. et donc que d(uzp+1,£) = d(uy,,¥) < e.
On a bien montré que n > N, implique d(u,,¥) < €. Ceci étant vrai quel que soit
e > 0, on en déduit que (u,) converge.

Supposons que (usg,) converge vers {1, (ug,41) converge vers {o et (ug,) converge vers
l3. D’apres la question précédente, il suffit de montrer que ¢; = ¢5. Nous allons en fait
montrer que 'on a ¢; = {5 = {3, en utilisant la proposition 5.2.2.

Considérons la suite (ug,). Cette suite est extraite de (us,), car si on note ¢(n) = 3n
et si v, = ugy, alors ug, = Vy(n). En particulier, la suite (ug,) est extraite de (us,) donc
converge vers £ d’apres la proposition 5.2.2.

Considérons toujours la suite (ug,). Cette suite est extraite de (ug,), car si on note
Y(n) = 2n et si wy, = uzy, alors ug, = wy(,). En particulier, la suite (ug,) est extraite de
(u3,) donc converge vers ¢3 d’apres la proposition 5.2.2. On obtient donc ¢ = /3.

Considérons maintenant la suite (ug,13). Cette suite est extraite de (ug,1), car si
on note ¢(n) = 3n + 1 et si v, = Uzy11, alors ug, = vy(n). En particulier, la suite (ugn+3)
est extraite de (ug,41) donc converge vers {5 d’apres la proposition 5.2.2.

Considérons toujours la suite (ug,+3). Cette suite est extraite de (us,), car si on
note (n) = 2n + 1 et si w, = usy, alors ug, = wy(,). En particulier, la suite (ugn;3)
est extraite de (us,) donc converge vers {3 d’apres la proposition 5.2.2. On obtient donc
by = Us.

On a bien obtenu ¢; = ¢5 = {3, ce qui montre que (u,) converge.

Exercice 1.44.
1. Supposons d’abord que (u,) est une suite réelle et que £ = 1. On a lim(u, 11 —u,) = 1,
donc il existe un rang ng tel que, pour tout n > ng, on ait 1/2 < u,1 — u, < 3/2.
Montrons par récurrence sur n > ng, que

n—ny
Up = Up, + 5
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C’est clair si n = ng. Supposons que ce soit vrai pour un rang n > ng, et montrons que
c’est vrai au rang n + 1. Soit n > ng tel que

n—ny
2

Up = Up, +

Comme n > ng, on a U,s1 — Uy, > 1 et donc
05 + 29

n—mng+1

1
Un+1 Z U, + 5 Z Up, 9

ce qui montre que c’est vrai au rang n + 1.

En particulier, on a lim,, ,  u, = 400.
Supposons maintenant que (u,) soit une suite complexe et que ¢ soit un nombre
complexe différent de 0.

Posons (v,) = (%un), on obtient que lim(v,+1 — v,) = 1. Enfin, si w, est la partie
réelle de v, alors

lwpe1 — w, — 1| = |Re(vper — v, — )| < |vpe1 — v, — 1] — 0.
n—+00

En particulier, (w,) est une suite réelle telle que lim(w,+; — w,) = 1. D’apres ce qui
précede, la suite (w,) tend vers +o0o. Enfin, comme |u,| = |¢||v,] > |¢|(Re v,) = [£|w,
on en déduit que (|u,|) tend vers +oo.

2. Tout d’abord, on peut supposer que £ = 0. En effet, si on pose (u),) = (u, — £) et
si on pose (v)) = (v, — £), alors v, = 1 3~} ). Et donc si on montre le résultat

n

pour ¢ = 0, c’est a dire si on montre que (u,) — 0 implique (v)) — 0, alors on aura
limwv, = /.

Montrons donc que si (u,) tend vers 0, alors la suite (v,) définie par

n
1
Up = — E Uk
n
k=1

tend vers 0. Soit € > 0. Il existe un rang N > 2 tel que, pour tout n > N, on a

En particulier, si n > N, on a

1 — 1 1 1 1
== < |Z - < _
|0, nZuk <D |+ nZuk < - |uk|+n2|uk|
k=1 k=1 k=N k=1 k=N
134 1dae 1 n—N+1e 13 e
< = lug| + — - == |ug | 5 < — lug| + <.
n n 2 n n 2 n 2
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Or, N étant fixé, la suite (2 Zivzl |ug|) tend vers 0. Donc il existe un rang N’ supérieur
ou égal a N tel que, pour tout n > N’, on ait

=

—1
lug| <
1

S|
ol
I
CING)

En particulier, on a bien montré 'existence d’un rang N’ tel que, pour tout n > N’ on
ait |v,| <e. Ceci étant vrai, quel que soit € > 0, on a bien montré que (v,) tend vers 0.

3. Soit (u,) qui converge vers £ € R. Il existe un rang ng tel que, pour tout n > ng, on

alt 1
n—l < =.
= 4] < 5

En particulier, comme |u,, — ¢| < %, on en déduit que, pour n > ng, on a

1 1
[tun, — Un, | < |up — €]+ |up, — €] < 54-5 =1.
En particulier, pour tout n > ng, |u, — u,,| est un entier strictement inférieur a
1, donc nul. On a bien obtenu l'existence d’'un ny € N tel que, pour tout n > ny,
Up = Up,, c€ qui montre que (u,) est stationnaire.

Montrons maintenant que si une suite de rationnels (p,/¢,) tend vers un irrationnel
¢, alors (|g,|) tend vers +oo.

Supposons que ce ne soit pas le cas, c’est-a-dire que (|g,|) ne tend pas vers +oo.
Alors, il existe A € R™ tel que, pour tout N € N, il existe n > N tel que |g,| < A.

Montrons alors qu’il existe une suite extraite (g,()) bornée. Pour cela, on construit
par récurrence une fonction strictement croissante ¢ : N — N telle que, pour tout n € N,
|qpm)| < A. En effet, on sait qu’il existe ng > 0 tel que |g,,| < A. Supposons avoir
construit ¢(n) tel que (g, < A. On sait qu’il existe n’ > ¢(n) +1 tel que |g,y| < A. On
peut donc poser ¢(n + 1) = n'/. On a alors construit par récurrence sur n une fonction
strictement croissante ¢ : N — N telle que, pour tout n € N, [g,q,| < A.

En particulier, comme (p,/q,) tend vers £, on en déduit que (py(n)/qp(n)) tend vers
¢. La suite (g,(n)) est bornée par A en valeur absolue. Comme (py(n)/qp(n)) tend vers
¢, il existe un rang ng tel que, pour tout n > ng, on ait £ — 1 < pyn)/qem) < £+ 1
ce qui implique que |py,)| < A(]4| + 1). En particulier, la suite (py(,)) est bornée. On
en déduit que les suites (py(n)) €t (gy(n)) ne prennent qu’un nombre fini de valeurs, et
donc que I'ensemble B = {p,(n)/qpm), 7 € N} est fini. Comme (pyn)/qpnm)) tend vers
¢, on a { € B. Enfin B est fermé (c’est un ensemble fini, donc c’est une réunion finie
de singletons qui sont des ensembles fermés). Donc ¢ € B, ce qui implique que ¢ est
rationnel. C’est absurde.

On a bien montré que (|g,|) tend vers +oo.

4. Si s ¢ A, montrons qu’il existe une suite extraite convergeant vers s. On va
construire par récurrence une fonction strictement croissante ¢ : N — N telle que,
pour tout n € N, on ait s — ﬁ < Uy(n) < 8. Pour n = 0, on sait que s — 1 n’est plus
majorant de A, donc il existe ng € N tel que s — 1 < u,, < s. Supposons construit
¢(n) tel que s — =5 < uy,) < s. Construisons maintenant (n + 1).
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Pour cela, on considere s — ﬁ Ce n’est plus un majorant de A. Montrons qu’il
existe n’ > ¢(n) + 1 tel que s — ﬁ < u,y < s. Supposons le contraire, c’est a dire que
pour tout 7' > p(n)+ 1, on a uy < s — #2 Alors,

< 1
sup Uy <8 — .
Wepm) Al n+2
En particulier, comme s = sup A = max{ug, u1, . . ., Ug(n), SUDy>p(n)+1 U }, ON en déduit
que s = max{ug, U1, . .., Uy} donc que s € A, ce qui est absurde.
Il existe donc n’ > ¢(n)+1 tel que s — = < u,y < s, et on pose donc p(n+1) =n/.

On a bien montré qu’il existe une suite extraite convergeant vers s.

5. Soit (u,) une suite de réels convergeant vers ¢ € R. Montrons qu’il existe une suite
extraite monotone convergeant vers £. On considere pour cela les deux ensembles
A={neN u, </tl}et B={neN, u, >/} Ona AUB = N, donc 'un
des deux ensembles au moins est infini. Supposons A infini et montrons qu’on
peut extraire une suite de (u,) qui sera croissante et convergera vers £ (si A était
fini, alors B serait infini et on montrerait de la méme maniere qu’on peut extraire
une suite de (u,) décroissante et convergeant vers ¢). Pour cela, on écrit que
A={ng <m < -+ <np <ngp <---} Sion pose vy = uy,, alors la suite
(v,) est extraite de (u,) et converge vers £. Il reste & montrer qu’on peut extraire
une suite de (v,) qui sera une suite croissante.

Tout d’abord, on peut considérer que, pour tout ny € N, il existe n > ny tel que
v, < {. En effet, si ce n’était pas le cas, la suite serait stationnaire. On pourrait donc en
extraire une suite constante, qui serait bien évidemment croissante au sens large.

En particulier, en raisonnant comme précedemment, on peut extraire une sous-suite
de (v,) dont les termes seront tous strictement inférieurs a ¢ et cette sous-suite que ’on
notera (w,) convergera vers /.

Il reste & montrer qu'on peut extraire une sous-suite de (w,) qui sera croissante.
Pour cela, on remarque que pour tout ny € N, il existe n > ng tel que v,, < v, < £ car
vp, < £ et v, converge vers £. Il est alors clair qu’on peut extraire une sous-suite (z;,)
de (w,) qui sera strictement croissante. Cette suite (z,) sera donc une suite extraite
croissante de (u,) qui converge vers /.

Exercice 1.45. Tout d’abord, on sait que K = R ou C est séparable : en effet Q est un
ensemble dénombrable dense dans R et Q +¢Q est un ensemble dénombrable dense dans
C.

On fixe donc le corps (qui sera R ou C) ainsi que le sous-ensemble dénombrable A
qui sera Q ou Q + Q.

On va montrer que I’ensemble B des suites a valeurs dans A et qui sont nulles a
partir d’un certain rang est un sous-ensemble dénombrable dense de /7.

Pour voir que B est dénombrable, on définit I’application ® : J, . A" — B qui a
un élément (uq,...,u,) associe la suite (vy); définie par vy = ugyy pour k < n—1 et
v = 0 sinon. Cette application est une bijection. Comme A est dénombrable, on en
déduit que, pour tout n € N, I'ensemble A" est dénombrable, et donc (J, . A" est une
réunion dénombrable d’ensembles dénombrables, ce qui montre que B est dénombrable.

Montrons maintenant que B est dense dans ¢7. Soit € > 0. Soit x = (x,), € ¢*.
Montrons qu'il existe y = (y,)n € B tel que ||z —y||, <e.



Espaces métriques, suites. 45

Pour cela, on utilise le fait que la série ZZZOB |xi|P converge. Il existe donc un rang
no a partir duquel on a

+00 1
P < Zgb
> et < 1o
k=no+1
Comme A est dense dans K, alors pour tout k € {0,1,...,np}, il existe un y;, dans A tel
que
P < e
T — _

Si on pose, pour n > ng, y, = 0, la suite (y,), est dans B et de plus,

no “+00 no 51) 51)
— p — _ P < - & _
o =l =D ok~ el + D2 lnl <3 gy + 5 =
k=0 k=ng+1 k=0

et donc ||z — y|[, <e. On a donc bien prouvé que (7 était séparable.

Exercice 1.46. Tout d’abord, si 2 = (z,), € {0,1}N et si y = (yu)n € {0, 1} est
différent de z, alors ||z — y||oc = 1, ce qui montre que B(z, %) N B(y, %) = (). Supposons
qu’il existe un ensemble A qui soit dénombrable et dense dans £, Siz = (z,,), € {0, 1}Y,
alors il existe au moins un élément a de A dans la boule de centre x et de rayon 1/2. On
en choisit 1 que I’on appelle a,, et on note ¢ : {0,1}N — A qui & v = (z,), € {0,1}"
associe a,. Cette application est injective. En effet, si * = (z,), € {0,1} et si
y = (Yn)n € {0,1}" différent de x sont tels que a, = a,, alors a, = a, est dans la
boule de centre x et de rayon 1/2, et dans la boule de centre y et de rayon 1/2, ce qui
contredit le fait que B(z,1) N B(y,3) = 0.

En particulier ¢ est une injection dans un ensemble dénombrable. On obtient donc
que {0, 1}Y est dénombrable (cf. Exercice 0.24), et ceci est absurde.

Exercice 1.47. Tout d’abord, on sait grace a I’exercice 1.33, que ds et d., définissent les
mémes ouverts. Comme les fermés sont les complémentaires des ouverts, on en déduit
que dy et d, définissent les mémes fermés dans R2.

Supposons A et B fermés dans R. Nous allons montrer que A x B est fermé pour
ds~, donc pour ds.

Pour cela, il suffit de montrer que si (a,, b,) est une suite de A x B convergente pour
dy vers (z,y) € R?, alors (z,y) € A x B.

On remarque que 'on a |a, —x| < dso ((an, by), (x,y)) et donc lim,, o, a,, = . Comme
A est fermé, on en déduit que = € A.

De méme, on obtient que y € B et donc (x,y) € A X B, ce qui montre que A x B
est fermé.

Réciproquement, supposons A x B fermé et montrons que A et B sont fermés. Pour
cela, on considére une suite (a,) d’éléments de A qui converge vers = € R, et une suite
(b,) d’éléments de B qui converge vers y € R. Pour montrer que A et B sont fermés, il
faut montrer que x € A et que y € B.

Or do((an, byn), (z,y)) = max(|a, — x|, |b, — y|) < |a, — x| + |b, — y| qui tend vers 0
quand n tend vers +oo. Donc (ay,,b,) est une suite d’éléments de A x B qui converge
vers (x,y) pour la distance d, ou do. Comme A x B est fermé, on a (z,y) € A X B, ce
qui montre que x € A et que y € B, et prouve par la que A et B sont fermés.



