Corrigé des Exercices d’approfondissement du chapitre 6.

Exercice 6.11. (f,) converge simplement vers f = 0 sur [0,1] et f(1) = 1. Comme
la fonction limite f n’est pas continue, il n’y a pas convergence uniforme sur [0, 1]. Par
contre sur [0, a] avec a < 1, on a sup (4 [fn(2)| = @" —>n 10 0 donc il y a convergence
uniforme sur tout intervalle de la forme [0, a] avec a < 1.

La suite (g,,) converge simplement vers 0 sur [0, 1]. Calculons sup,c( 1) gn(Z) : gn est
contintiment dérivable sur [0,1] et g/ () = —2" +n(1 —x)z" ' = 2" Y (n— (n+1)z). On

en déduit que g, croit sur [0 | et décroit sur | 1], donc

_n_ _n_
) n+1 n+1?

9 ()| " Lo L)y Xy
:L‘G[Olf)l] In In n+1 n+1 n—+1 “n4+1ns40

d’ou la convergence uniforme de (g,) vers 0 sur [0,1]. On en déduit la convergence
uniforme de (g,,) vers 0 sur tout intervalle de la forme [0, a] avec a < 1.

Six=1louz=0, h,(z) =0. Si0 <z < 1alors h,(z) = (1 —z)nz" tend vers 0 car
nz" tend vers 0. En effet, nz" = exp(Inn + nlnz) = exp(n(lnz + 22)). Comme (22)
tend vers 0 et que Inx < 0 car  €]0,1], on en déduit qu’il existe un rang n, a partir
duquel on ait h;—L” < —% Inz, et donc pour tout n > n,, on a

Inn 1 n
nx" = exp(n(lnz + T)) < exp(n(lnz — 3 Inx)) = exp(§ Inx) e 0,

car Inz < 0. On en déduit que (h,) tend simplement vers 0.

Le calcul fait a la question précédent nous donne

1 n 1 n+1
sup |h,(z)| = n 1-— =(1- .
2€[0,1] n—+1 n+1 n—+1

1 n+1 _ 1 _
Or (1-—5) exp((n+1)In(1 — =5)) et In(1 + ) =+ o(x), et donc

(k) o o)) e

En particulier, sup,c)|hn(z)| ne tend pas vers 0, donc (h,) ne converge pas uni-
formément vers 0.

Par contre, sur [0, a, sup,¢(g 7 (7) < na" qui tend vers 0, et donc il y a convergence
uniforme de (h,,) vers 0.

On a k,(z) = 1sin(rz") donc k,(1) = 0 et ky(z) tend vers 3sin0 = 0 quand

0 <z < 1. On en déduit que la suite (k,) converge simplement vers 0.

1 1 . =« 1
kn 2—% 25811’15:5,

donc (k,) ne converge pas uniformément vers 0. Cependant, comme |sinz| < |z|, on a

sup [k (2)| =
z€[0,1]

1
|kn(2)| < Qm(:”

donc

1
sup |ky(z)] < §7ra” — st 0,
z€[0,a]

d’otu la convergence uniforme de la suite (k,) vers 0 sur tout intervalle de la forme [0, a]
avec a < 1.
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Exercice 6.12.

1.

On a

—n
,€ )

() e
n

sup }e*“" — fn(x)‘ = max ( sup

z€R z€(0,n]

11 suffit donc de prouver que

— 0

su
P n—+00

z€[0,n]

(1 _ E)n e
n

pour pouvoir conclure. Posons g,(z) = — (1 — ﬁ)n + e ® pour z € [0,n]. g, est
dérivable et

gn(z) = (1 — E)n_l —e =" (—1 + exp <(n —1)In (1 - E) -l—x))

n

et donc le signe de ¢/ (x) est exactement le signe de

ho(z) = (n — 1)1n<1 . _) + .
n
hy, est dérivable sur [0,n] et hl(z) = —2=L + 1 = =2l p est donc croissante sur
[0, 1], décroissante sur [1,n]. h,(0) =0, h (1) > 0 et lim,_,, h,(x) = —oo donc h,
s’annule en un seul point x, dans ]l,n[. gn est donc positive ou nulle et atteint sa
borne supérieure en ce point x,,. En ce point, on a

T, \n—1 e
b5
n

g(x”) = - (1 - ﬁ) e n + PR — x_nef.rn.
n n

donc

Or, une étude rapide de la fonction z — xe™* montre que cette fonction est majorée

sur R™ par 1 et donc
1
,e‘”) < max (—, e_”)
ne

-2 -
n

ce qui prouve la convergence uniforme sur R.

sup }e‘x — fn(x)‘ = max ( sup

z€R z€[0,n]

. Soit K un compact de C et soit M > 0 tel que, pour tout z € K, on ait |z| < M.

L’inégalité

1 nn—l n—k—i—ll 1
ck— == . =<
"nkn on n k! — k!
entraine que
Ve e K ; P ck 1 CFl P
z € K, e‘( ) Z—! Z—k < y—szFZy
k=0 fe= k=0 k>n

1 O’f M* M\"
< 2 S Mo (M
_k_O(k! nk) +Z K€ ( +n)
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et comme (14 M/n)" tend vers eM quand n — 400, on en déduit le résultat.

Exercice 6.13. Sur [0, 7], on a 0 < sinz < x donc

Posons g,(x) = nx?e ™. g, est dérivable sur [0, 7], ¢/, (z) = 2nze ™™ — n?z?e ™ =

nze " (2 —nx), ce qui prouve que g, est croissante sur [0, 2], décroissante sur [2, 7] donc

n n’

sup | fu(2)| < gn (3) _ 2

x€[0,7] n
qui tend vers 0, donc il y a convergence uniforme de (f,,) vers 0 sur [0, 7.

Exercice 6.14.
1. Supposons que (f,,) converge uniformément vers f sur |a, b[. Alors,

Ve > 0, dN €N, Va €la, b, Vn > N, d(fn(z), f(x)) <e.
Si on fixe € > 0, N vérifiant ’assertion ci-dessus et n > N, on a
v €la, b, d(fo(z), f(x)) <e.

Les fonctions f, et f sont continues, donc = € [a,b] — d(f,(x), f(x)) est continue
sur [a, b] et inférieure ou égale a € sur |a, b], donc elle est inférieur ou égale a € sur
[a,b]. On a donc bien prouvé que

Ve > 0, aN e N, Vz € [a, b, Vn > N, d(fu(z), f(x)) <e,

ce qui prouve la convergence de (f,) vers f sur [a,b].

Si E est complet, alors (f,,) converge uniformément vers une fonction sur g continue
sur [a,b] si et seulement si

Ve >0, INeN, Vzelab], Vp>N, Vg>N, d(f,(z),fy(z)) <e.
Or, comme (f,,) converge uniformément vers f sur |a, b[, alors

Ve >0, INeN, Vze€lab, Vp>N, Vg>N, d(fy(z),f,(z)) <e.
Le méme raisonnement que précédemment nous donne

Ve >0, INeN, Vzxelabd], Vp>N, Vg>N, d(fy(x),f,(x)) <e,

ce qui implique qu’il existe une fonction g continue de [a,b] dans E telle que (f,)
converge uniformément vers g sur [a, b]. Enfin, il est clair que gjqsf = f.

2. Soit P un polynome de degré inférieur ou égal & m. Soient (x,...,x,,) des points
distincts. On définit la famille de polynomes
Li(X) = Hj;éi(X — ;)

H#i(wi — ;)
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pour ¢ = 0,...,m. Ces polynomes vérifient L;(x;) = 0sii # j et Li(x;) = 1. En
particulier, le polynome

m
P(X) =Y P(a:)Li(X)
i=0
est de degré inférieur ou égal a m et est nul aux m + 1 points xy, ..., x,,, donc il est
nul partout, ce qui prouve que pour tout polynome P de degré inférieur ou égal a

m, on a

m

P(X) =} Pz)Li(X).

En particulier, si (P,) est une suite de polynémes de degrés inférieurs ou égaux a
m, alors

m

VneN, VzeR,  Py(x)=) Puz:)Li(z).
i=0

Notons f la limite simple de (P,). En faisant un passage a la limite quand n tend
vers +oo dans 1’égalité précédente, on a alors

m

Vz € R, fl@)=>" flz:)Li(=),

1=0

ce qui prouve que f est un polynome de degré inférieur ou égal a m. Si on retire
I’hypothese portant sur le degré des polyndomes, c’est faux. Par exemple, la suite de
polynomes
n Xk.
Po(X) =

T
k=0

converge simplement vers x — e” sur R, et cette fonction n’est pas un polynome.

Exercice 6.15. On choisit n + 1 points distincts x, .. ., z, dans [0, 1]. L’application
Ni: f e Ry[X] = [f(zo)| + ...+ |f(@n)]

est une norme sur R, [X]. En effet, ’homogénéité et 'inégalité triangulaire sont claires.
Si Ni(f) =0, alors f polynome de degré inférieur ou égal & n ayant n + 1 racines, donc
f = 0. L’application

Ny : f € Ry[X] = sup [f(z)] = [fll

x€[0,1]

est aussi une norme. Comme R,[X] est un espace vectoriel de dimension finie, on en
déduit que N; et N sont équivalentes. Autrement dit, si une suite (f,) € R,,[X] converge
simplement vers g € R, [X], on a

lim Nl(fp —g)=0,

p—+0o0

ce qui implique que
lim No(f, —g) =0,

p—+0o0
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I’implication réciproque étant évidente. On en déduit que la topologie de la convergence
simple et la topologie de la convergence uniforme sur [0, 1] coincident sur R,,[X].

Exercice 6.16.
1. La suite de fonctions (f,) est croissante et converge simplement vers f, donc
Ve eI =a,b], fu(x) < f(z). Soit € > 0 fixé. Pour n € N, posons

Un, — {IIJ c [CL, b]7 0 S f(.’lf) - fTL(x) < 6}‘
D’apres ce qui précede,

Up =A{z €[a,b], f(z) - fulz) <&},

ce qui prouve que (U,) est une suite d’ouverts car c’est I'image réciproque par la
fonction continue f — f,, de 'ouvert | — oo, [. Comme (f,,) converge simplement vers
f, on en déduit que

Vo € [a,b], 3N, Vn > N, f(x) = fulx) <¢,

ce qui implique que | J,, .y Un = [a,b]. Comme [a, b] est compact, il existe ng < n; <
<.+ < ny tels que
la,b] =U,, U---UU,,.

Comme la suite de fonctions est croissante, on a
xelU, = flx)—fulr)<e, = flx)—fiulr)<e = xz€Uyp,

donc la suite (U,,) est croissante. En particulier, on a [a,b] = U,,. On a donc bien
prouvé que, pour tout x € [a, b] et pour tout n > ny,on a0 < f(z)— fn(z) < e, ce
qui entraine la convergence uniforme.

Si f n’est pas continue, le résultat peut-étre faux. Par exemple, si f,(x) =1 — 2"
sur [0, 1], la suite (f,,) converge simplement vers la fonction f qui vaut 1 sur [0, 1] et
0 en 1. f n’est pas continue, donc la convergence ne peut-étre uniforme.

2. Soit ¢ > 0. La fonction f est continue sur le compact [a,b], donc uniformément
continue. Soit a > 0 tel que |z — y| < « implique |f(z) — f(y)| < e. On considere
une subdivision zg = a < x1 < -+ < xy = b de pas inférieur ou égal a «, c’est-a-dire
que, pour tout ¢ € {0,...,N — 1}, ;41 — z; < o. Comme la suite (f,) converge
simplement vers f, pour tout i € {0,..., N — 1}, il existe un rang n; tel que

Vie{0,....,.N—1}, Vn>n;  —e< folz)— flz) <e

En particulier, si N’ = max(ng,...,ny-1), si n > N’ et si x € [a,b], il existe
i€{0,...,N —1} tel que x € [x;, ;1] ce qui implique que

fo(i) < ful@) < ful@ipn) et f(2i) < fz) < flzin)

(car il est immédiat qu'une limite simple de fonctions croissante est croissante). Et
donc,

fn(xi) - f(le) < f’n<$) - f(x) < f’n,(xwrl) - f(x7)7
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ce qui implique que

fa(@i) = f(xi) + f(xi) = f(wi1) < fulw) = f(2) < fulzic) = f(@in) + f(zi1) — f(20),

soit encore
—2e < fu(x) — f(x) < 2e.

De méme, on a
—2e < f(x) — fu(z) < 26,

donc

|f(x) = fulz)] < 2e.

On en déduit la convergence uniforme de la suite (f,,) vers f.
Enfin, si on reprend ’exemple de la question précédente, on voit que I'hypothese de
continuité portant sur f est fondamentale.

Exercice 6.17. On raisonne comme dans ’exercice précédent. Tout d’abord,
Ve,y € a0, |fulz) = fuly)] < Mz —yl,

et donc en passant a la limite, on obtient
Vr,y € a0,  |f(z) = f(y)l < M|z —yl,

ce qui implique que la limite f est M —lipschitzienne.
On considere une subdivision zp = a < 1 < --- < xy = b de pas inférieur ou égal a

a =e¢/M, c’est-a~dire que, pour tout i € {0,..., N — 1}, ;11 — x; < a. Comme la suite
(fn) converge simplement vers f, pour tout i € {0,..., N — 1}, il existe un rang n; tel
que

Vie {0,...,N — 1}, Vn > n,;, | fo(x) — f(z)] < e.
En particulier, si N’ = max(ng,...,ny-1), si n > N’ et si x € [a,b], il existe

ie€{0,...,N —1} tel que = € [z;, ;41| ce qui implique que

(@) = )] < [fulz) = ful@)| + | fu@i) = flz)] + [f(2:) = f(2)] Se+ete=3e,
d’otu la convergence uniforme sur [a, b).

Exercice 6.18.
1. La convergence simple découle du fait que, pour tout = > 0,
x x
e ~Y —_—
n? + x? n—+oo n?
Par contre, il n’y a pas convergence uniforme sur R™ puisque

2p 2p

T T pT
vz >0, vp €N, Zﬁzz 2 2~ 2 27
n=p+1 = +n n=p+1 T8+ (2p> =+ 4p
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et donc, en prenant x = p dans l'inégalité précédente, on obtient

2p
€T
Vp € N*, sup ﬁ
. T n
zERT n=p+1

1
57
ce qui montre qu’il n’y a pas convergence uniforme sur RT.

Pour montrer la continuité de la limite simple f de > w, sur RT, il aurait été
commode que la convergence soit uniforme sur R tout entier, mais ce n’est pas le
cas. Pour contourner le probleme, on va montrer que f est continue sur [0, M| pour
tout M > 0, ce qui entrainera la continuité de f sur R* tout entier. Fixons donc un
réel M positif quelconque. On a

neN,  VaeeM], |ulo) < .
et comme la série Y 1/n® converge, Y u, converge normalement donc uni-
formément sur [0, M]. Ainsi, f limite uniforme d’une suite de fonctions continues
sur [0, M] est continue sur [0, M]. D’ou le résultat.

2. Sionfixe z > 0, > (—1)"u,(z) est une série alternée dont la valeur absolue du terme
général décroit. La série converge (ce qu’on savait déja car on a montré qu’elle
converge absolument), et de plus les restes sont majorés en valeur absolue par la
valeur absolue du premier terme qui les compose, donc

+00
S ()| < < veerpy o L L
L | S e S e e

Cette majoration est indépendante de x > 0, et montre que les restes tendent
uniformément vers 0 sur R*. La série de fonctions ) u,, converge donc uniformément
sur R*.

Il n’y a pas convergence normale sur R* car, pour tout n € N*, sup,~qu,(z) >
up(n) = 5- et la série Y 1/(2n) diverge.

Exercice 6.19. On suppose donc que la suite (f,) est une suite de fonctions réelles C*

convergeant simplement vers f sur [a, b]. On suppose de plus que les moyennes de Césaro
de f! convergent uniformément vers une fonction g, c’est-a-dire que la suite

1 n
_ f/

converge uniformément vers g. D’apres l'exercice 1.44, question 2 du chapitre 1, la suite
de fonctions

converge simplement vers f. Comme la suite des dérivées (F)) converge uniformément
vers g, d’apres le théoréme 2.3.1, f est de classe C' et f' = g.
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Exercice 6.20.

1.

D’apres le théoreme de Stone-Weierstrafl, il suffit de montrer que ’ensemble des
polynomes forme une sous-algebre de C'(E,R) qui sépare les points de X, que pour
tout € FE, il existe un polynoéme f tel que f(z) # 0 et que pour tout polynéme
f, f est encore un polynome. Le fait que I’ensemble des polynomes forme une sous-
algebre est clair. Si x # y sont dans X, si z = (z1,...,2,) et y = (y1,...,Yn), il
existe ¢ tel que x; # y;. Le polynome z — x; sépare x et y. De méme, pour tout
x € X, il existe un polynéome f tel que f(z) # 0. Enfin si f est un polynome de la

forme
FX) =) a.x°
la|<m
ona=(a,...,00) EN" |a| =1+ -+ a, et X* = X" X alors

fX) =) a.x°

la|<m

. Soit X le cercle unité {z € C | |z| = 1}. La fonction z — z sépare les points de X

et ne s’annule pas sur X, donc I'algebre engendrée par z et Z est partout dense dans
C(X,C). Désignons par ¢ lapplication t — e de R dans X. Pour tout f € C(X,C),
f o est une fonction continue sur R, périodique de période 27. Pour toute fonction
g : R — C continue et 2w —périodique, il existe une fonction f € C(X,C) telle que g
soit de la forme f o ¢. En effet, on construit f de la maniere suivante : si a € X, il
existe t tel que a = ¢(t) et on pose f(a) = g(t). Cette fonction est bien définie car, si
a = @(t') alors t —t' est multiple de 27 et donc g(t) = g(t') car g est 2r—périodique.
Il reste a vérifier que f ainsi définie est bien continue. Pour cela, soit (x;,),, une suite
de X qui converge vers x € X. Montrons que (f(z,)), converge vers f(x). Comme
(), converge vers z, il existe un rang ng a partir duquel (z,), sera a valeurs dans
X \ {—z}. Si 6 est un argument de —z, c’est-a-dire si —z = (), 'application
¥ 60, 00 + 27[— X \ {—x} est un homéomorphisme (cela découle des propriétés de
I'exponentielle complexe). En particulier, la suite (1) ~!(x,)) converge vers 1 ~1(x) et
f(zn) = g(4~!(2n)) converge vers g(v(z)) = f().

Puisque f est limite uniforme de polynomes en z et Z, f o ¢ est limite uniforme
de polynomes en e et e~ ; autrement dit, toute fonction continue & valeurs com-
plexes sur R et 2wr—périodique est limite uniforme de polynoémes trigonométriques

n ipt
an ape :

. Soient X,Y deux espaces métriques compacts ; désignons par C' ’espace normé

C(X xY,R) et par Cx (resp. Cy la partie de C constituée par les fonctions f de
la forme (z,y) — g(x) (resp. h(y)). C(X,R) sépare les points de X puisque, si
a,b € X avec a # b, la fonction continue x +— d(a,x) sépare a et b ; de méme,
C(Y,R) sépare les points de Y. D’autre part deux points distincts de X x Y ont,
soit leurs abscisses distinctes, soit leurs ordonnées distinctes ; donc C'y U Cy sépare
les points de X x Y. Comme en outre cet ensemble contient la fonction 1, 'algebre
A engendrée par Cx U Cy est partout dense dans C. Cette algebre A n’est autre
que I’ensemble des fonctions de la forme

Fla,y) =Y gil)hi(y).
i=1
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Soit f continue sur [1,4o00| ayant une limite finie en +oo. Soit ¢ ]0 1/e] —
—Int € [1,400[. ¢ est bijective, continue. La bijection réciproque ¢~ !(t) = e!
est continue, donc ¢ est un homéomorphisme. IL’application g(t) = f(p(t)) est
continue sur [0, 1/e] car f admet une limite en +00. La question 1 ci-dessus montre
que ’ensemble des polynémes en ¢ est partout dense dans C([0, 1/e], R), donc g(t) est
limite uniforme sur [0, 1/e] de polynémes, ce qui implique que f est limite uniforme
sur [1, +oo[ d’une suite de fonctions de la forme 377 a,e™

Exercice 6.21.

1.

C(X,R) sépare les points de X (donc aussi ceux de Y') puisque, si a,b € X avec
a # b, la fonction continue = — d(a,x) sépare a et b. Donc le théoreme de Stone-
Weierstrafl nous donne 'existence de g. € C(X,R) telle que |g:(y) — g(y)| < € pour
tout y € Y.

. 1l suffit de montrer que |inf(3, f.) — f| < € pour conclure (le raisonnement avec le

sup étant identique). Soit x € Y. Si f.(z) < B, alors |inf(B, f-(z)) — f(z)| =
|fe(z) — f(x)] < e ; tandis que si f.(x) > B, alors f(x) < B < f., donc
|inf (B, f-(2)) = f(x)| =B — f(z)| = B — f(z) < f(2) — fz) < |fo(zx) - fl)| <e
g- vérifie par construction a < g. < 8. Si z,y dans Y sont tels que f(z) = « et
f(y) = B (ils existent car une fonction continue sur un compact atteint ses bornes)
alors g.(x) = a et g-(y) = B, et donc g. a exactement les mémes bornes que f.

. Tout d’abord, il y a une coquille dans I’énoncé. 11 faut prendre

n—1 n
hn:<f—2hk> et non hn:<f—2hk>

k=1

o = o

L’inégalité a montrer n’est vraie que pour n > 1. Par construction, si y € Y,

‘f(y) =Y mly)| =
k=1

IN

1
VAL

k=1

sur Y pour n > 1, on en déduit que |h,| < 2%1 sur X. En particulier, la suite de

fonctions
+00
> I

n=1

converge uniformément sur X et coincide avec f sur Y.

Exercice 6.22. Par récurrence, on a P,(t) < v/t. En effet, on a

Vit —

1

Paa(t) = V(1) = Bat) = 3 (6 = B2(0)) = Vi = Palt) — 5 (VE = Ba())(VE+ B,(0)

Pt
- (\/E—P,,,(t))< %(\erP,,( )))
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et donc I’hypothese vraie au rang n implique la véracité de ’hypotese au rang n + 1
puisqu’on aura alors

1
1-5 (Vi+P(n) 21-vizo.
2
En particulier, si ¢ > 0, on a
O S \/E - PnJrl(t) S (1 - ﬂ)(\/% - PTL(t))

et donc

0<VE=PB(t) < (1- V)"V,

ce qui montre que P,(t) converge simplement vers v/t sur [0,1]. Pour montrer qu'il
y a convergence uniforme, il suffit de montrer qu’on est dans le cadre des hypothes
d’application du théoréme de Dini (exercice 6.16). Or, on a P41 (t)—P,(t) = 3 (t—P2(t)).
Il découle donc de ce qui précede que la suite (P,(t)), est croissante et donc que la
convergence est uniforme.

Exercice 6.24.
1. La formule du bindome nous donne

n
> Chaty T = (@ 4+ )"
k=0
En dérivant par rapport a x, on obtient
n
> Chkatlyn T = n(a +y)" ()
k=1
et donc, en multipliant par x, on obtient
n
Z C*kaky" % = na(z +y)" 1,
k=1

ce qui nous donne

Z CFka*y™™* = nx(z +y)" L.
k=0
Une nouvelle dérivation par rapport a x de (x) nous donne
n
Y Chk(k = D)z 2y = n(n - 1)(z+y)"
k=2

2

et donc, en multipliant par x*, on obtient

Z CrE(k — Dafy" % = n(n — Da’(z + y)" 2,
k=2
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ce qui nous donne

. On obtient immédiatement

Zrk(aj) =1, Z krp(z) = nx, Z k(k —Drp(z) = n(n — 1)z
k=0 k=0

Et donc

n n

Z(k —nz)’rp(z) = Z k(k—1)r,(x) + Z krp(z) — 2nz Z kry(x) +n?x? Z ri(z)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

2

=n(n— 1)2? + nx — 2n°2* + n’z? = nz(1 — ).

. f est continue sur [0, 1] qui est compact, donc uniformément continue. Soit € > 0.
Il existe o > 0 tel que, pour tout =,y € [0, 1], |z —y| < a implique |f(x) — f(y)| < e.

En particulier,
r(5) - @

Notons A l'ensemble des k tels que |£ — 2| < . Notons M = supp,y | f|. Alors,

HOBEAGIESY ().
k=0

@)= B0 < X | () = @)ty + 2|7 (£) - st .
keA kA
On a L
SIr () - f@|n <eXon <
keA keA
et on a
Solf (%) — f@)| () <3 2Mrg(e) =2M Y E: - ZgQTk(x)
kA kA kA
< 52]\0{2 (k —nx)?rp(z) < 52]\52 (k — nx)*r,(z) 22]\0{2%7:(1 —x) < 2%2
ke A k=0

En particulier,
sup |f(z) — Bu(f)(z)] <e+

x€[0,1] 2na?’
En particulier, si on choisit ng tel que, pour tout n > ngy, on ait 2%2 < g, on aura
alors
Vn > no, sup |f(z) — Bn(f)(2)] < 2¢
z€[0,1]

d’otu la convergence uniforme de la suite (B, (f)), vers f sur [0, 1].



