
Corrigé des Exercices d’approfondissement du chapitre 6.

Exercice 6.11. (fn) converge simplement vers f = 0 sur [0, 1[ et f(1) = 1. Comme
la fonction limite f n’est pas continue, il n’y a pas convergence uniforme sur [0, 1]. Par
contre sur [0, a] avec a < 1, on a supx∈[0,a] |fn(x)| = an −→n→+∞ 0 donc il y a convergence
uniforme sur tout intervalle de la forme [0, a] avec a < 1.

La suite (gn) converge simplement vers 0 sur [0, 1]. Calculons supx∈[0,1] gn(x) : gn est

continûment dérivable sur [0, 1] et g′n(x) = −xn+n(1−x)xn−1 = xn−1(n− (n+1)x). On
en déduit que gn crôıt sur [0, n

n+1 ] et décrôıt sur [
n
n+1 , 1], donc

sup
x∈[0,1]

|gn(x)| = gn

(

n

n+ 1

)

=
1

n+ 1

(

1− 1

n+ 1

)n

≤ 1

n+ 1
−→
n→+∞

0,

d’où la convergence uniforme de (gn) vers 0 sur [0, 1]. On en déduit la convergence
uniforme de (gn) vers 0 sur tout intervalle de la forme [0, a] avec a < 1.

Si x = 1 ou x = 0, hn(x) = 0. Si 0 < x < 1 alors hn(x) = (1− x)nxn tend vers 0 car
nxn tend vers 0. En effet, nxn = exp(lnn + n lnx) = exp(n(lnx + lnn

n )). Comme ( lnnn )
tend vers 0 et que lnx < 0 car x ∈]0, 1[, on en déduit qu’il existe un rang nx à partir
duquel on ait lnn

n ≤ − 1
2 lnx, et donc pour tout n ≥ nx, on a

nxn = exp(n(lnx+
lnn

n
)) ≤ exp(n(lnx− 1

2
lnx)) = exp(

n

2
lnx) −→

n→+∞
0,

car lnx < 0. On en déduit que (hn) tend simplement vers 0.
Le calcul fait à la question précédent nous donne

sup
x∈[0,1]

|hn(x)| =
n

n+ 1

(

1− 1

n+ 1

)n

=

(

1− 1

n+ 1

)n+1

.

Or
(

1− 1
n+1

)n+1
= exp((n+ 1) ln(1− 1

n+1 )) et ln(1 + x)=
0
x+ o(x), et donc

(

1− 1

n+ 1

)n+1

= exp

(

(n+ 1)

(

− 1

n+ 1
+ o

(

1

n+ 1

)))

= exp(−1 + o(1)) −→
n→+∞

1

e
.

En particulier, supx∈[0,1] |hn(x)| ne tend pas vers 0, donc (hn) ne converge pas uni-
formément vers 0.

Par contre, sur [0, a], supx∈[0,a] hn(x) ≤ nan qui tend vers 0, et donc il y a convergence
uniforme de (hn) vers 0.

On a kn(x) = 1
2
sin(πxn) donc kn(1) = 0 et kn(x) tend vers 1

2
sin 0 = 0 quand

0 ≤ x < 1. On en déduit que la suite (kn) converge simplement vers 0.

sup
x∈[0,1]

|kn(x)| ≥
∣

∣

∣

∣

kn

(

1

2
1
n

)
∣

∣

∣

∣

=
1

2
sin

π

2
=

1

2
,

donc (kn) ne converge pas uniformément vers 0. Cependant, comme | sinx| ≤ |x|, on a

|kn(x)| ≤
1

2
πxn

donc

sup
x∈[0,a]

|kn(x)| ≤
1

2
πan −→n→+∞ 0,

d’où la convergence uniforme de la suite (kn) vers 0 sur tout intervalle de la forme [0, a]
avec a < 1.
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Exercice 6.12.

1. On a

sup
x∈R

∣

∣e−x − fn(x)
∣

∣ = max

(

sup
x∈[0,n]

∣

∣

∣

(

1− x

n

)n

− e−x
∣

∣

∣
, e−n

)

.

Il suffit donc de prouver que

sup
x∈[0,n]

∣

∣

∣

(

1− x

n

)n

− e−x
∣

∣

∣
−→
n→+∞

0

pour pouvoir conclure. Posons gn(x) = −
(

1− x
n

)n
+ e−x pour x ∈ [0, n]. gn est

dérivable et

g′n(x) =
(

1− x

n

)n−1
− e−x = e−x

(

−1 + exp
(

(n− 1) ln
(

1− x

n

)

+ x
))

et donc le signe de g′n(x) est exactement le signe de

hn(x) = (n− 1) ln
(

1− x

n

)

+ x.

hn est dérivable sur [0, n] et h′n(x) = − n−1
n−x + 1 = −x+1

n−x . hn est donc croissante sur
[0, 1], décroissante sur [1, n]. hn(0) = 0, hn(1) > 0 et limx→n hn(x) = −∞ donc hn
s’annule en un seul point xn dans ]1, n[. gn est donc positive ou nulle et atteint sa
borne supérieure en ce point xn. En ce point, on a

(

1− xn
n

)n−1

= e−xn ,

donc
g(xn) = −

(

1− xn
n

)

e−xn + e−xn =
xn
n
e−xn .

Or, une étude rapide de la fonction x 7→ xe−x montre que cette fonction est majorée
sur R+ par 1

e et donc

sup
x∈R

∣

∣e−x − fn(x)
∣

∣ = max

(

sup
x∈[0,n]

∣

∣

∣

(

1− x

n

)n

− e−x
∣

∣

∣
, e−n

)

≤ max

(

1

ne
, e−n

)

ce qui prouve la convergence uniforme sur R.
2. Soit K un compact de C et soit M > 0 tel que, pour tout z ∈ K, on ait |z| ≤ M .

L’inégalité

Ck
n

1

nk
=
n

n

n− 1

n
· · · n− k + 1

n

1

k!
≤ 1

k!

entrâıne que

∀z ∈ K,
∣

∣

∣
ez −

(

1 +
z

n

)n∣
∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=0

zk

k!
−

n
∑

k=0

Ck
n

nk
zk

∣

∣

∣

∣

∣

≤
n
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

1

k!
− Ck

n

nk

∣

∣

∣

∣

zk +
∑

k>n

∣

∣

∣

∣

zk

k!

∣

∣

∣

∣

≤
n
∑

k=0

(

1

k!
− Ck

n

nk

)

M k +
∑

k>n

M k

k!
= eM −

(

1 +
M

n

)n
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et comme (1 +M/n)n tend vers eM quand n→ +∞, on en déduit le résultat.

Exercice 6.13. Sur [0, π], on a 0 ≤ sinx ≤ x donc

0 ≤ fn(x) ≤ nx2e−nx.

Posons gn(x) = nx2e−nx. gn est dérivable sur [0, π], g′n(x) = 2nxe−nx − n2x2e−nx =
nxe−nx(2−nx), ce qui prouve que gn est croissante sur [0, 2

n
], décroissante sur [ 2

n
, π] donc

sup
x∈[0,π]

|fn(x)| ≤ gn

(

2

n

)

=
4

n
e−2

qui tend vers 0, donc il y a convergence uniforme de (fn) vers 0 sur [0, π].

Exercice 6.14.

1. Supposons que (fn) converge uniformément vers f sur ]a, b[. Alors,

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x ∈]a, b[, ∀n ≥ N, d(fn(x), f(x)) ≤ ε.

Si on fixe ε > 0, N vérifiant l’assertion ci-dessus et n ≥ N , on a

∀x ∈]a, b[, d(fn(x), f(x)) ≤ ε.

Les fonctions fn et f sont continues, donc x ∈ [a, b] 7→ d(fn(x), f(x)) est continue
sur [a, b] et inférieure ou égale à ε sur ]a, b[, donc elle est inférieur ou égale à ε sur
[a, b]. On a donc bien prouvé que

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x ∈ [a, b], ∀n ≥ N, d(fn(x), f(x)) ≤ ε,

ce qui prouve la convergence de (fn) vers f sur [a, b].

Si E est complet, alors (fn) converge uniformément vers une fonction sur g continue
sur [a, b] si et seulement si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x ∈ [a, b], ∀p ≥ N, ∀q ≥ N, d(fp(x), fq(x)) ≤ ε.

Or, comme (fn) converge uniformément vers f sur ]a, b[, alors

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x ∈]a, b[, ∀p ≥ N, ∀q ≥ N, d(fp(x), fq(x)) ≤ ε.

Le même raisonnement que précédemment nous donne

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x ∈ [a, b], ∀p ≥ N, ∀q ≥ N, d(fp(x), fq(x)) ≤ ε,

ce qui implique qu’il existe une fonction g continue de [a, b] dans E telle que (fn)
converge uniformément vers g sur [a, b]. Enfin, il est clair que g|]a,b[ = f .

2. Soit P un polynôme de degré inférieur ou égal à m. Soient (x0, . . . , xm) des points
distincts. On définit la famille de polynômes

Li(X) =

∏

j 6=i(X − xj)
∏

j 6=i(xi − xj)
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pour i = 0, . . . , m. Ces polynômes vérifient Li(xj) = 0 si i 6= j et Li(xi) = 1. En
particulier, le polynôme

P (X)−
m
∑

i=0

P (xi)Li(X)

est de degré inférieur ou égal à m et est nul aux m+1 points x0, . . . , xm, donc il est
nul partout, ce qui prouve que pour tout polynôme P de degré inférieur ou égal à
m, on a

P (X) =

m
∑

i=0

P (xi)Li(X).

En particulier, si (Pn) est une suite de polynômes de degrés inférieurs ou égaux à
m, alors

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, Pn(x) =
m
∑

i=0

Pn(xi)Li(x).

Notons f la limite simple de (Pn). En faisant un passage à la limite quand n tend
vers +∞ dans l’égalité précédente, on a alors

∀x ∈ R, f(x) =
m
∑

i=0

f(xi)Li(x),

ce qui prouve que f est un polynôme de degré inférieur ou égal à m. Si on retire
l’hypothèse portant sur le degré des polynômes, c’est faux. Par exemple, la suite de
polynômes

Pn(X) =
n
∑

k=0

Xk

k!

converge simplement vers x 7→ ex sur R, et cette fonction n’est pas un polynôme.

Exercice 6.15. On choisit n+ 1 points distincts x0, . . . , xn dans [0, 1]. L’application

N1 : f ∈ Rn[X ] 7→ |f(x0)|+ . . .+ |f(xn)|

est une norme sur Rn[X ]. En effet, l’homogénéité et l’inégalité triangulaire sont claires.
Si N1(f) = 0, alors f polynôme de degré inférieur ou égal à n ayant n+ 1 racines, donc
f = 0. L’application

N2 : f ∈ Rn[X ] 7→ sup
x∈[0,1]

|f(x)| = ‖f‖∞

est aussi une norme. Comme Rn[X ] est un espace vectoriel de dimension finie, on en
déduit que N1 et N2 sont équivalentes. Autrement dit, si une suite (fp) ∈ Rn[X ] converge
simplement vers g ∈ Rn[X ], on a

lim
p→+∞

N1(fp − g) = 0,

ce qui implique que
lim

p→+∞
N2(fp − g) = 0,
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l’implication réciproque étant évidente. On en déduit que la topologie de la convergence
simple et la topologie de la convergence uniforme sur [0, 1] cöıncident sur Rn[X ].

Exercice 6.16.

1. La suite de fonctions (fn) est croissante et converge simplement vers f , donc
∀x ∈ I = [a, b], fn(x) ≤ f(x). Soit ε > 0 fixé. Pour n ∈ N, posons

Un = {x ∈ [a, b], 0 ≤ f(x)− fn(x) < ε}.

D’après ce qui précède,

Un = {x ∈ [a, b], f(x)− fn(x) < ε},

ce qui prouve que (Un) est une suite d’ouverts car c’est l’image réciproque par la
fonction continue f −fn de l’ouvert ]−∞, ε[. Comme (fn) converge simplement vers
f , on en déduit que

∀x ∈ [a, b], ∃N, ∀n ≥ N, f(x)− fn(x) < ε,

ce qui implique que
⋃

n∈N Un = [a, b]. Comme [a, b] est compact, il existe n0 < n1 <
· · · < nN tels que

[a, b] = Un0 ∪ · · · ∪ UnN .
Comme la suite de fonctions est croissante, on a

x ∈ Un ⇒ f(x)− fn(x) < ε, ⇒ f(x)− fn+1(x) < ε ⇒ x ∈ Un+1,

donc la suite (Un) est croissante. En particulier, on a [a, b] = UnN . On a donc bien
prouvé que, pour tout x ∈ [a, b] et pour tout n ≥ nN , on a 0 ≤ f(x)− fN (x) < ε, ce
qui entrâıne la convergence uniforme.
Si f n’est pas continue, le résultat peut-être faux. Par exemple, si fn(x) = 1 − xn

sur [0, 1], la suite (fn) converge simplement vers la fonction f qui vaut 1 sur [0, 1[ et
0 en 1. f n’est pas continue, donc la convergence ne peut-être uniforme.

2. Soit ε > 0. La fonction f est continue sur le compact [a, b], donc uniformément
continue. Soit α > 0 tel que |x − y| ≤ α implique |f(x)− f(y)| ≤ ε. On considère
une subdivision x0 = a < x1 < · · · < xN = b de pas inférieur ou égal à α, c’est-à-dire
que, pour tout i ∈ {0, . . . , N − 1}, xi+1 − xi ≤ α. Comme la suite (fn) converge
simplement vers f , pour tout i ∈ {0, . . . , N − 1}, il existe un rang ni tel que

∀i ∈ {0, . . . , N − 1}, ∀n ≥ ni, −ε ≤ fn(xi)− f(xi) ≤ ε.

En particulier, si N ′ = max(n0, . . . , nN−1), si n ≥ N ′ et si x ∈ [a, b], il existe
i ∈ {0, . . . , N − 1} tel que x ∈ [xi, xi+1] ce qui implique que

fn(xi) ≤ fn(x) ≤ fn(xi+1) et f(xi) ≤ f(x) ≤ f(xi+1)

(car il est immédiat qu’une limite simple de fonctions croissante est croissante). Et
donc,

fn(xi)− f(xi+1) ≤ fn(x)− f(x) ≤ fn(xi+1)− f(xi),
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ce qui implique que

fn(xi)−f(xi)+f(xi)−f(xi+1) ≤ fn(x)−f(x) ≤ fn(xi+1)−f(xi+1)+f(xi+1)−f(xi),

soit encore
−2ε ≤ fn(x)− f(x) ≤ 2ε.

De même, on a
−2ε ≤ f(x)− fn(x) ≤ 2ε,

donc
|f(x)− fn(x)| ≤ 2ε.

On en déduit la convergence uniforme de la suite (fn) vers f .
Enfin, si on reprend l’exemple de la question précédente, on voit que l’hypothèse de

continuité portant sur f est fondamentale.

Exercice 6.17. On raisonne comme dans l’exercice précédent. Tout d’abord,

∀x, y ∈ [a, b], |fn(x)− fn(y)| ≤M |x− y|,

et donc en passant à la limite, on obtient

∀x, y ∈ [a, b], |f(x)− f(y)| ≤M |x− y|,

ce qui implique que la limite f est M−lipschitzienne.
On considère une subdivision x0 = a < x1 < · · · < xN = b de pas inférieur ou égal à

α = ε/M , c’est-à-dire que, pour tout i ∈ {0, . . . , N − 1}, xi+1 − xi ≤ α. Comme la suite
(fn) converge simplement vers f , pour tout i ∈ {0, . . . , N − 1}, il existe un rang ni tel
que

∀i ∈ {0, . . . , N − 1}, ∀n ≥ ni, |fn(xi)− f(xi)| ≤ ε.

En particulier, si N ′ = max(n0, . . . , nN−1), si n ≥ N ′ et si x ∈ [a, b], il existe
i ∈ {0, . . . , N − 1} tel que x ∈ [xi, xi+1] ce qui implique que

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)− fn(xi)|+ |fn(xi)− f(xi)|+ |f(xi)− f(x)| ≤ ε+ ε+ ε = 3ε,

d’où la convergence uniforme sur [a, b].

Exercice 6.18.

1. La convergence simple découle du fait que, pour tout x > 0,

x

n2 + x2
∼

n→+∞
x

n2
.

Par contre, il n’y a pas convergence uniforme sur R+ puisque

∀x > 0, ∀p ∈ N
∗,

2p
∑

n=p+1

x

x2 + n2
≥

2p
∑

n=p+1

x

x2 + (2p)2
=

px

x2 + 4p2
,
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et donc, en prenant x = p dans l’inégalité précédente, on obtient

∀p ∈ N
∗, sup

x∈R+

2p
∑

n=p+1

x

x2 + n2
≥ 1

5
,

ce qui montre qu’il n’y a pas convergence uniforme sur R+.
Pour montrer la continuité de la limite simple f de

∑

un sur R+, il aurait été
commode que la convergence soit uniforme sur R+ tout entier, mais ce n’est pas le
cas. Pour contourner le problème, on va montrer que f est continue sur [0,M ] pour
tout M > 0, ce qui entrâınera la continuité de f sur R+ tout entier. Fixons donc un
réel M positif quelconque. On a

∀n ∈ N
∗, ∀x ∈ [0,M ], |un(x)| ≤

M

n2
,

et comme la série
∑

n 1/n
2 converge,

∑

un converge normalement donc uni-
formément sur [0,M ]. Ainsi, f limite uniforme d’une suite de fonctions continues
sur [0,M ] est continue sur [0,M ]. D’où le résultat.

2. Si on fixe x ≥ 0,
∑

(−1)nun(x) est une série alternée dont la valeur absolue du terme
général décrôıt. La série converge (ce qu’on savait déjà car on a montré qu’elle
converge absolument), et de plus les restes sont majorés en valeur absolue par la
valeur absolue du premier terme qui les compose, donc

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

n=p

(−1)n
x

x2 + n2

∣

∣

∣

∣

∣

≤ x

x2 + p2
≤
√

x2 + p2

x2 + p2
=

1
√

x2 + p2
≤ 1

p
.

Cette majoration est indépendante de x ≥ 0, et montre que les restes tendent
uniformément vers 0 sur R+. La série de fonctions

∑

un converge donc uniformément
sur R+.
Il n’y a pas convergence normale sur R

+ car, pour tout n ∈ N
∗, supx≥0 un(x) ≥

un(n) =
1
2n et la série

∑

1/(2n) diverge.

Exercice 6.19. On suppose donc que la suite (fn) est une suite de fonctions réelles C1

convergeant simplement vers f sur [a, b]. On suppose de plus que les moyennes de Césaro
de f ′

n convergent uniformément vers une fonction g, c’est-à-dire que la suite

(

1

n

n
∑

k=0

f ′
k

)

n

converge uniformément vers g. D’après l’exercice 1.44, question 2 du chapitre 1, la suite
de fonctions

(Fn) =

(

1

n

n
∑

k=0

fk

)

n

converge simplement vers f . Comme la suite des dérivées (F ′
n) converge uniformément

vers g, d’après le théorème 2.3.1, f est de classe C1 et f ′ = g.
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Exercice 6.20.

1. D’après le théorème de Stone-Weierstraß, il suffit de montrer que l’ensemble des
polynômes forme une sous-algèbre de C(E,R) qui sépare les points de X , que pour
tout x ∈ E, il existe un polynôme f tel que f(x) 6= 0 et que pour tout polynôme
f , f est encore un polynôme. Le fait que l’ensemble des polynômes forme une sous-
algèbre est clair. Si x 6= y sont dans X , si x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn), il
existe i tel que xi 6= yi. Le polynôme x 7→ xi sépare x et y. De même, pour tout
x ∈ X , il existe un polynôme f tel que f(x) 6= 0. Enfin si f est un polynôme de la
forme

f(X) =
∑

|α|≤m
aαX

α

où α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, |α| = α1 + · · ·+ αn et Xα = Xα1
1 · · ·Xαn

n alors

f(X) =
∑

|α|≤m
aαX

α

2. Soit X le cercle unité {z ∈ C | |z| = 1}. La fonction z 7→ z sépare les points de X
et ne s’annule pas sur X , donc l’algèbre engendrée par z et z est partout dense dans
C(X,C). Désignons par ϕ l’application t 7→ eit de R dansX . Pour tout f ∈ C(X,C),
f ◦ϕ est une fonction continue sur R, périodique de période 2π. Pour toute fonction
g : R → C continue et 2π−périodique, il existe une fonction f ∈ C(X,C) telle que g
soit de la forme f ◦ ϕ. En effet, on construit f de la manière suivante : si a ∈ X , il
existe t tel que a = ϕ(t) et on pose f(a) = g(t). Cette fonction est bien définie car, si
a = ϕ(t′) alors t− t′ est multiple de 2π et donc g(t) = g(t′) car g est 2π−périodique.
Il reste à vérifier que f ainsi définie est bien continue. Pour cela, soit (xn)n une suite
de X qui converge vers x ∈ X . Montrons que (f(xn))n converge vers f(x). Comme
(xn)n converge vers x, il existe un rang n0 à partir duquel (xn)n sera à valeurs dans
X \ {−x}. Si θ0 est un argument de −x, c’est-à-dire si −x = ϕ(θ0), l’application
ψ :]θ0, θ0 + 2π[ 7→ X \ {−x} est un homéomorphisme (cela découle des propriétés de
l’exponentielle complexe). En particulier, la suite (ψ−1(xn)) converge vers ψ

−1(x) et
f(xn) = g(ψ−1(xn)) converge vers g(ψ(x)) = f(x).
Puisque f est limite uniforme de polynômes en z et z, f ◦ ϕ est limite uniforme
de polynômes en eit et e−it ; autrement dit, toute fonction continue à valeurs com-
plexes sur R et 2π−périodique est limite uniforme de polynômes trigonométriques
∑n

−n ape
ipt.

3. Soient X, Y deux espaces métriques compacts ; désignons par C l’espace normé
C(X × Y,R) et par CX (resp. CY la partie de C constituée par les fonctions f de
la forme (x, y) 7→ g(x) (resp. h(y)). C(X,R) sépare les points de X puisque, si
a, b ∈ X avec a 6= b, la fonction continue x 7→ d(a, x) sépare a et b ; de même,
C(Y,R) sépare les points de Y . D’autre part deux points distincts de X × Y ont,
soit leurs abscisses distinctes, soit leurs ordonnées distinctes ; donc CX ∪CY sépare
les points de X × Y . Comme en outre cet ensemble contient la fonction 1, l’algèbre
A engendrée par CX ∪ CY est partout dense dans C. Cette algèbre A n’est autre
que l’ensemble des fonctions de la forme

f(x, y) =

n
∑

i=1

gi(x)hi(y).
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4. Soit f continue sur [1,+∞[ ayant une limite finie en +∞. Soit ϕ :]0, 1/e] 7→
− ln t ∈ [1,+∞[. ϕ est bijective, continue. La bijection réciproque ϕ−1(t) = e−t

est continue, donc ϕ est un homéomorphisme. L’application g(t) = f(ϕ(t)) est
continue sur [0, 1/e] car f admet une limite en +∞. La question 1 ci-dessus montre
que l’ensemble des polynômes en t est partout dense dans C([0, 1/e],R), donc g(t) est
limite uniforme sur [0, 1/e] de polynômes, ce qui implique que f est limite uniforme
sur [1,+∞[ d’une suite de fonctions de la forme

∑n
p=0 ape

−pt.

Exercice 6.21.

1. C(X,R) sépare les points de X (donc aussi ceux de Y ) puisque, si a, b ∈ X avec
a 6= b, la fonction continue x 7→ d(a, x) sépare a et b. Donc le théorème de Stone-
Weierstraß nous donne l’existence de gε ∈ C(X,R) telle que |gε(y)− g(y)| < ε pour
tout y ∈ Y .

2. Il suffit de montrer que | inf(β, fε) − f | < ε pour conclure (le raisonnement avec le
sup étant identique). Soit x ∈ Y . Si fε(x) ≤ β, alors | inf(β, fε(x)) − f(x)| =
|fε(x) − f(x)| < ε ; tandis que si fε(x) > β, alors f(x) ≤ β < fε, donc
| inf(β, fε(x))− f(x)| = |β − f(x)| = β − f(x) ≤ fε(x)− f(x) ≤ |fε(x)− f(x)| < ε.
gε vérifie par construction α ≤ gε ≤ β. Si x, y dans Y sont tels que f(x) = α et
f(y) = β (ils existent car une fonction continue sur un compact atteint ses bornes)
alors gε(x) = α et gε(y) = β, et donc gε a exactement les mêmes bornes que f .

3. Tout d’abord, il y a une coquille dans l’énoncé. Il faut prendre

hn =

(

f −
n−1
∑

k=1

hk

)

1
2n

et non hn =

(

f −
n
∑

k=1

hk

)

1
2n

.

L’inégalité à montrer n’est vraie que pour n > 1. Par construction, si y ∈ Y ,
∣

∣

∣

∣

∣

f(y)−
n
∑

k=1

hk(y)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

f(y)−
n−1
∑

k=1

hk(y)− hn(y)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2n
.

Comme hn a les mêmes bornes sur X que

f(y)−
n−1
∑

k=1

hk(y)

sur Y pour n > 1, on en déduit que |hn| ≤ 1
2n−1 sur X . En particulier, la suite de

fonctions
+∞
∑

n=1

hn

converge uniformément sur X et cöıncide avec f sur Y .

Exercice 6.22. Par récurrence, on a Pn(t) ≤
√
t. En effet, on a

√
t− Pn+1(t) =

√

(t)− Pn(t)−
1

2
(t− P 2

n (t)) =
√
t− Pn(t)−

1

2
(
√
t− Pn(t))(

√
t+ Pn(t))

=
(√

t− Pn(t)
)

(

1− 1

2

(√
t+ Pn(t)

)

)
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et donc l’hypothèse vraie au rang n implique la véracité de l’hypotèse au rang n + 1
puisqu’on aura alors

1− 1

2

(√
t+ Pn(t)

)

≥ 1−
√
t ≥ 0.

En particulier, si t > 0, on a

0 ≤
√
t− Pn+1(t) ≤ (1−

√
t)(

√
t− Pn(t))

et donc
0 ≤

√
t− Pn(t) ≤ (1−

√
t)n

√
t,

ce qui montre que Pn(t) converge simplement vers
√
t sur [0, 1]. Pour montrer qu’il

y a convergence uniforme, il suffit de montrer qu’on est dans le cadre des hypothès
d’application du théorème de Dini (exercice 6.16). Or, on a Pn+1(t)−Pn(t) = 1

2 (t−P 2
n (t)).

Il découle donc de ce qui précède que la suite (Pn(t))n est croissante et donc que la
convergence est uniforme.

Exercice 6.24.

1. La formule du binôme nous donne

n
∑

k=0

Ck
nx

kyn−k = (x+ y)n.

En dérivant par rapport à x, on obtient

n
∑

k=1

Ck
nkx

k−1yn−k = n(x+ y)n−1, (∗)

et donc, en multipliant par x, on obtient

n
∑

k=1

Ck
nkx

kyn−k = nx(x+ y)n−1,

ce qui nous donne
n
∑

k=0

Ck
nkx

kyn−k = nx(x+ y)n−1.

Une nouvelle dérivation par rapport à x de (∗) nous donne

n
∑

k=2

Ck
nk(k − 1)xk−2yn−k = n(n− 1)(x+ y)n−2

et donc, en multipliant par x2, on obtient

n
∑

k=2

Ck
nk(k − 1)xkyn−k = n(n− 1)x2(x+ y)n−2,
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ce qui nous donne

n
∑

k=0

Ck
nk(k − 1)xkyn−k = n(n− 1)x2(x+ y)n−2.

2. On obtient immédiatement

n
∑

k=0

rk(x) = 1,
n
∑

k=0

krk(x) = nx,
n
∑

k=0

k(k − 1)rk(x) = n(n− 1)x2.

Et donc

n
∑

k=0

(k−nx)2rk(x) =

n
∑

k=0

k(k− 1)rk(x)+

n
∑

k=0

krk(x)− 2nx

n
∑

k=0

krk(x)+n2x2
n
∑

k=0

rk(x)

= n(n− 1)x2 + nx− 2n2x2 + n2x2 = nx(1− x).

3. f est continue sur [0, 1] qui est compact, donc uniformément continue. Soit ε > 0.
Il existe α > 0 tel que, pour tout x, y ∈ [0, 1], |x−y| ≤ α implique |f(x)−f(y)| ≤ ε.
En particulier,

|f(x)−Bn(f)| ≤
n
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

f

(

k

n

)

− f(x)

∣

∣

∣

∣

rk(x).

Notons A l’ensemble des k tels que | kn − x| ≤ α. Notons M = sup[0,1] |f |. Alors,

|f(x)−Bn(f)| ≤
∑

k∈A

∣

∣

∣

∣

f

(

k

n

)

− f(x)

∣

∣

∣

∣

rk(x) +
∑

k 6∈A

∣

∣

∣

∣

f

(

k

n

)

− f(x)

∣

∣

∣

∣

rk(x).

On a
∑

k∈A

∣

∣

∣

∣

f

(

k

n

)

− f(x)

∣

∣

∣

∣

rk(x) ≤ ε
∑

k∈A
rk(x) ≤ ε,

et on a

∑

k 6∈A

∣

∣

∣

∣

f

(

k

n

)

− f(x)

∣

∣

∣

∣

rk(x) ≤
∑

k 6∈A
2Mrk(x) = 2M

∑

k 6∈A

(k − nx)2

(k − nx)2
rk(x)

≤ 2M

n2α2

∑

k 6∈A
(k − nx)2rk(x) ≤

2M

n2α2

n
∑

k=0

(k − nx)2rk(x) =
2M

n2α2
nx(1− x) ≤ M

2nα2
.

En particulier,

sup
x∈[0,1]

|f(x)−Bn(f)(x)| ≤ ε+
M

2nα2
.

En particulier, si on choisit n0 tel que, pour tout n ≥ n0, on ait M
2nα2 ≤ ε, on aura

alors
∀n ≥ n0, sup

x∈[0,1]
|f(x)−Bn(f)(x)| ≤ 2ε

d’où la convergence uniforme de la suite (Bn(f))n vers f sur [0, 1].


