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FoNcTIONS USUELLES

1 Fonctions trigonométriques : Formules a connaitre.

Formules de duplication. Pour tous z,y € R,
cos(x 4+ y) = coszcosy — sinxsiny sin(z + y) = sinzcosy + coszsiny

Pour tous z,y € R tels que z, y et = + y ne soient pas de la forme 5 + km avec k € Z,

tanx + tany
tan(z +9y) = ——.
( v) 1 —tanztany
Pour tout z € R,
cos2x =2cos’x —1 =cos’z —sin?z =1— QSinzx, sin 2x = 2sinx cos x.

Pour tout x € R qui n’est pas de la forme § + k7 avec k € Z et pas de la forme § + k7 avec k € Z

2tanz
tan 20 = ———.
1 —tan“x
Formules de linéarisation. Pour tout x € R,
9 14 cos2x . 9 1 —cos2x
cos“ r = ——— sin“x = ——
2 2
Formules de déphasage. Pour tout =z € R,
(5-2)=sinz sin(5-1)
cos|(— —z) =sinz sin(— —x) =cosz.
2 2

Pour tout x € R qui n’est pas de la forme k3 avec k € Z,

T 1
tan (7 — x) = .
2 tanx
Pour tout z € R,
cos(m — x) = —cos z, sin(r — x) = sinz, cos(m + x) = —cosx sin(m + x) = —sinz.
Pour tout x € R qui n’est pas de la forme § + k7 avec k € Z,
tan(m — z) = —tanz, tan(z + 7) = tanx.

Limites et dérivées.




Les fonctions sin et cos sont dérivables sur R et, pour tout x € R,
sin’(z) = cos z, cos'(x) = —sinz.

Pour tout k € Z, la fonction tan est dérivable sur 'intervalle } -5 +km 5+ kT([ et, pour tout x dans cet

intervalle,
1
tan’(z) = —— =1+ tan’ .
cos? x

2 Fonctions trigonométriques réciproques.

2.1 La fonction arc sinus.

Définition. La fonction ¢ : [-F, 7] 3 x + sinz € [~1,1] est une bijection continue et dérivable de
(-3, 5] dans [-1,1].

Pour tout élément y de [—1,1] il existe donc un unique = € [—F, 7] tel que sinz = y. Cet élément 2 est

appelé 'arc sinus de y et on note x =arc sin y.

En particulier, on a

Yy € [—1,1], sin(arc siny) =y

et

T

Vo e [-=, =], arc sin(sinz) = z.

2°2
La fonction sinus étant dérivable sur [-7, 7], et sa dérivée ne s’annulant pas sur | — 7, 7[, on en déduit
que arcsin est dérivable sur [—1, 1] privé des points p(—3) = —1 et ¢(F) = 1.
En particulier, arcsin est dérivable sur | — 1,1[, et pour tout y €] — 1,1, comme sin(arcsiny) = y, on

1

obtient, en dérivant, arcsin’(y) x sin’(arcsiny) = 1, soit encore arcsin’(y) = ————.
cos(arc siny)

Or, pour y €] — 1,1], cos(arcsiny) > 0 car arcsiny € ]—%, z [

On en déduit que, pour y €] — 1, 1], cos(arcsiny) = \/1 — sin?(arc siny) = /1 — ¢2, donc

1

Vy €] —1,1], arc sin’(y) = ———
l-y




D’ou le graphe de la fonction arc sinus :

2.2 La fonction arc cosinus.

Définition. La fonction ¢ : [0,7] > x +— cosx € [—1,1] est une bijection continue et dérivable de [0, 7]
dans [—1,1].

Pour tout élément y de [—1,1] il existe donc un unique x € [0, 7] tel que cosz = y. Cet élément = est

appelé 'arc cosinus de y et on note x =arc cosy. En particulier, on a
Yy € [-1,1], cos(arc cosy) =y

et

Vz € [0, ], arc cos(cosx) = x.

La fonction cosinus étant dérivable sur [0, 7], et sa dérivée ne s’annulant pas sur |0, 7[, on en déduit que

arccos est dérivable sur [—1, 1] privé des points 1(0) = 1 et ¢(7) = —1.

En particulier, arc cos est dérivable sur | — 1, 1], et pour tout y €] — 1, 1], comme cos(arccosy) = y, on

obtient, en dérivant, arccos’(y) x cos’(arccosy) = 1, soit encore arccos’(y) = ————.
sin(arc cosy)

Or, pour y €] — 1, 1], sin(arc cosy) > 0 car arccosy € |0, 7.

On en déduit que, pour y €] — 1, 1], sin(arc cosy) = /1 — cos2(arc cosy) = /1 — y2, donc
, 1

Yy €] — 1,1], arc cos' (y) = ————.

1—92




D’ou le graphe de la fonction arc cosinus :

2.3 La fonction arc tangente.

Définition. La fonction ¢ :] — 7, 7[>  — tanz € R est une bijection continue et dérivable de | — 7, 7|
dans R.

Pour tout élément y de R il existe donc un unique x €] — 7, 7| tel que tanz = y. Cet élément = est

appelé 'arc tangente de y et on note x =arc tany.

En particulier, on a

Yy € R, tan(arc tany) =y

et

Vr €] — 73[7 arc tan(tanz) = .

I

La fonction tangente étant dérivable sur | -5, 7|, et sa dérivée ne s’annulant pas, on en déduit que arc tan

est dérivable sur R.

Pour tout y € R, comme tan(arctany) = y, on obtient, en dérivant, arctan’(y) x tan’(arc tany) = 1, soit
1

1
encore arc tan’(y) = = .
() tan’(arc tany) 1+ tan?(arc tany)

On en déduit que .

Yy € R, arc tan’(y) = T
Y




D’ou le graphe de la fonction arc tangente :

3 La fonction exp.

Proposition. Pour tout x > 0, et pour tout n € N,

2 "

FL AT
S TR nl

Preuve. On le prouve par récurrence sur n € N. Pour n = 0 et pour x > 0, nous avons
e’ >1
donc la propriété est vraie.
Supposons qu’elle soit vraie au rang n, c’est-a-dire que
vt >0, et21+%+§!+~-~+%7

et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.

En intégrant cette inégalité entre 0 et > 0, nous avons

T, I t 2 tm x Tt T g2
Yz >0, e'dr > l1+=+—=4+--4+—)dt= dt + —dt + —dt +---+

Or, comme pour k € N, on a

x tk xk—‘—l
[ a2
, MY T !

J

Itn

—dt.
n!




on en déduit, comme d’une part

Vx >0, /etda::ex—l
0

et que d’autre part,

x x t xtQ :ttn :132 {)33 .7;"+1
gt [ Larv [ Larvov [ Darmer DT g T
/0 +/0 1l +/0 ST +/0 TR TR IR Oy TE

2 1.3 xn+1

X
Vo >0 T 1>e+ oyl 4 T
L B T A e T

Ceci montre que la propriété est vraie au rang n+ 1. On a donc prouvé la proposition par récurrence sur

que

n € N.

Proposition. Nous avons les limites suivantes :

. e’ . Inz . o
Ya > 0, lim — = 400, lim — =0, lim 2%Inx = 0.
z—+oo & r—+oco ™ z—0+

Preuve. Prouvons la premiere limite. Soit a > 0 et soit n un entier strictement plus grand que «. En

appliquant la proposition précédente, nous avons

xn mn
Vx>0, e*>l+zx+-- 4+ — > —,
n! n!
donc
Vo >0, — > — 400
xr n! z—+oo

car n —a > 0.

Prouvons la seconde limite. Posons 8 = 1/a. Comme £ > 0, nous avons

lim — = +oo0.
u——+o0o uﬂ

En particulier, si on pose v = In z, alors quand x — 400, on a ©u — +00. Donc

e(lnx) T .
= 00.
(Inz)8  InP g 2o+

On en déduit en prenant la puissance a—ieme que

a « a
x L
In” 2 In’*z  Inzeotoo 7

donc que

1
ﬂ—>0.

% r—+oo

Prouvons la troisime limite. Si on pose u = 1/z, alors quand = — 0+, on a u — +00. On en déduit que

n(z) .
= =-—2%mr — 0,
== r—+400

et la proposition est prouvée.



4 Fonctions hyperboliques.

Définition. On appelle sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique et tangente hyperbolique les trois fonc-

tions notées sh, ch et th et définies sur R par

et —e " e +e " shz
v R hy= ——— hy = —— the = —.
r € R, shzx 5 , chz 5 , T Tz

On vérifie immédiatement que ces trois fonctions sont dérivables sur R et que
ch’ =sh sh’ = ch th' = —.
La fonction ch est paire, les fonctions sh et th sont impaires.

Comme la fonction ch est & valeurs dans [1,4+00[, on en déduit que sh est strictement croissante sur R,

nulle en 0, que lim; o sh = 400, lim_,,sh = —oc0.

La fonction ch est donc strictement décroissante sur R_, vaut 1 en 0, et est strictement croissante sur

R*. De plus lim4o ch = +o0.
La fonction th est strictement croissante sur R, nulle en 0. De plus,

shx et —e 7" 1—e 22 1-0
Vr € R, the = — = = — —
v v chx eT4+e* 14+e2z340140

1.

et T —x 2z 1 0 1
VreR, the=S2_¢ ¢ — o

— =—1.
e?+e® e 4las-—o00+41

Voici le graphe de ces trois fonctions :



Formule importante. Pour tout z € R,

ch2z —sh?z = 1.

Preuve. En effet, si z € R,

ch?z—sh?z = (cha+shz)(chz—shz) = (e te te e >(e te —ete ):(el) (e7") =1.

2 2

5 Fonctions hyperboliques réciproques.

5.1 La fonction argument sinus hyperbolique.

Définition. La fonction ¢ : R 3 z +— shax € R est une bijection continue et dérivable de R dans R.

Pour tout élément y de R il existe donc un unique x € R tel que shx = y. Cet élément = est appelé

I’argument sinus hyperbolique de y et on note x =arg shy.

En particulier, on a

Yy € R, sh (argshy) = argsh (shy) = y.

La fonction sinus hyperbolique étant dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulant pas, on en déduit que
argsh est dérivable sur R, et pour tout y €] — 1,1[, comme sh (argshy) = y, on obtient, en dérivant,

argsh’(y) x sh’(argshy) = 1, soit encore argsh’(y) = ch (argshy)’

Or, pour y € R, ch (argshy) > 1. Comme ch? —sh? = 1, on en déduit que, pour y € R, ch (argshy) =
V/1+shZ(argshy) = /1 + 2, donc

1

Vity?

Yy € R, argsh’(y) =

D’ou le graphe de la fonction argument sinus hyperbolique :



5.2 La fonction argument cosinus hyperbolique.

Définition. La fonction ¢ : RT 3 2+ chz € [1,400] est une bijection continue et dérivable de Rt dans
[1, 4+o0].

Pour tout élément y de [1,+oo il existe donc un unique z € R* tel que chz = y. Cet élément = est

appelé 'argument cosinus hyperbolique de y et on note x =arg chy.
En particulier, on a
Yy € [1,+o0], ch(argchy) =y
et
Vo € RT, argch (chz) =y

La fonction cosinus hyperbolique étant dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulant pas, hormis en 0, on

en déduit que argch est dérivable sur [1,+oo[ privé de ¢(0) = 1, et pour tout y €]1,+oo], comme

ch (argchy) = y, on obtient, en dérivant, argch’(y) x ch’(argchy) = 1, soit encore argch’(y) =
1

sh (argchy)’

Or, pour y €]1,+o0|, sh(argchy) > 0. Comme ch? —sh? = 1, on en déduit que, pour y €]1,+o0],
sh (argchy) = /ch2(argshy) — 1 = y/y2 — 1, donc

1

Yy €]1, +o0l, argch’(y) = B
Y2 —

D’ou le graphe de la fonction argument cosinus hyperbolique :



5.3 Expressions explicites des fonctions hyperboliques réciproques.

Proposition.

Vy € R, argshy = In

/

y+\/y2+1)

Yy € R, argchy =In (y + y2—1)

N

Preuve. En effet, si y et  dans R sont tels que

en posant X =e”, on a X — 1/X = 2y, ce qui équivaut apres multiplication par X > 0 a
X2 —2yX —1=0.
La résolution des équations de degré 2 montre que

X=y—+vy>*+1 ou bien X=y++y>+1

Or la premiere solution est strictement négative car, pour tout y € R, y < 1/9y2 + 1. Comme X doit étre
strictement positif et que la seconde solution l’est car /2 + 1 > —y, on en déduit que X = y++/y2 + 1,
donc que x =In X = In(y + \/m) Ceci acheve la preuve du premier point.

Pour le second point, si y € [1,+o0o[ et z € RT sont tels que
e’ t+e ™
2 - y7
en posant X =e® on a X + 1/X = 2y, ce qui équivaut aprés multiplication par X >0 a
X2 —2yX +1=0.
La résolution des équations de degré 2 montre que

X=y—vy2-1 ou bien X=y++vy>-1

Supposons y > 1. Comme z > 0, on en déduit que X = e > 1. Il faut donc voir laquelle des deux

solutions est strictement plus grande que 1.

Or la premiere solution est, pour y > 1, strictement inférieure a 1. En effet, si ce n’est pas le cas, on a

alors

Y-V -1>1 = y-1>VyP-1 <= (y-12>y¥’-1 (cary—1>0)
= P-w+1>y -1 = 2y>-2 = y<I1
ce qui est absurde.

Par contre, la seconde solution est, pour y > 1, strictement supérieure a 1 car

y+v1y2—-1>y> 1

On en déduit que X =y + /92 —1,donc que x =InX =1In (y—|— VY2 — 1).

Ceci acheve la preuve du second point.

10



5.4 Fonction argument tangente hyperbolique.

Définition. La fonction § : R 5 x — thx €] — 1,1] est une bijection continue et dérivable de R dans
]—1,1].

Pour tout élément y de [—1, 1] il existe donc un unique x € R tel que tha = y. Cet élément x est appelé

I’argument tangente hyperbolique de y et on note x =arg thy.

En particulier, on a
Yy €] —1,1], th (argthy) =y

et
Vr € R, argth (thz) =y

La fonction tangente hyperbolique étant dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulant pas, on en déduit que

argth est dérivable sur | —1, 1], et pour tout y €]1, +00[, comme th (argthy) = y, on obtient, en dérivant,
ch?(argthy) B
ch2(argthy) —sh2(argthy)

argth’(y) x th’(argthy) = 1, soit encore argth’(y) = ch?(argthy) =
1 1

1—th2(argthy) 1—92

D’ou le graphe de la fonction argument tangente hyperbolique :

11



Proposition.

1 1
Vy € R, argthy:iln (11—3)

Preuve. En effet, si y et  dans R sont tels que

e’ —e™”
e
X-1/X C L . s
en posant X = €7, on a m =y, ce qui équivaut apres multiplication par X > 0 en haut et en bas
a
X?-1
x241 Y
soit encore a
1
X2 1=yX’+y & X(l-y=1+y o X2:1+y.
)
Comme X > 0, nous obtenons donc
1
[y
-y
puis
1 1
z=InX=-In ty .
2 1—y

5.5 Formules de duplication.

Nous avons les formules suivantes, valables pour tous xz,y € R :
e =chz+shz e ¥ =chx —shzx
ch?z —sh?z =1
ch(z+y) =chachy +shashy ch (z —y) =chachy —shashy

sh(z +y) =shazchy + chashy sh(x —y) =shachy — chashy

thx +thy thz —thy
th =——= th(z —y) = ———=
(+y) 1+ thathy (=) 1 —thazthy
ch (2z) = ch?z 4+ sh?z = 2ch?z — 1 = 1 + 2sh %z.
2th
sh (2z) = 2chashz th2x = H—ﬁ

Pour tous réels p et q :

p+qchp_q
2 2

p—4q

chp+chq=2ch 5

chp —chq= 2sh]%sh

shp+shq:2shwchg shp—shq:2shuchm.
2 2 2 2
Formule de Moivre : Pour tout entier naturel n et pour tout réel x :

(chx +shz)" = chna + shnz (chz —shz)" = chna — shna.
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