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Intégrale de Riemann.

1. Intégrale de Riemann des fonctions réglées.

On définit les fonctions en escalier, les intégrales de fonctions en escalier,
les fonctions réglées comme limites uniformes de fonctions en escalier, et
on définit les intégrales de fonctions réglées par densité.

Subdivision d’un intervalle. Soient a et b deux nombres réels tels
que a < b. On appelle subdivision de l’intervalle [a,b] toute suite finie
strictement croissante o = (x;)o<;<n telle que g = a et x,, = b.

Pas d’une subdivision. On appelle pas de la subdivision o = (x;)o<i<n
le plus grand des nombres x; — z;—1 ou i € {1,...,n} que 'on note §(o)
ou parfois |o|.

Fonction en escalier. Soit f : [a,b] — C. On dit que f est en escalier
s’il existe une subdivision o = (x;)p<i<, de [a, b] telle que f soit constante
sur |z;_1, x;[ pour tout ¢ € {1,...,n}. Une telle subdivision o est dite alors
bien adaptée a f.

Intégrale des fonctions en escalier. Soit f : [a,b] — C une fonction
en escalier, 0 = (x;)p<i<, une subdivision bien adaptée a f, ¢; € C pour
ied{l,...,n} tels que f =¢; sur |x;_1, ;. La valeur

n

I(O’, f) = Z(SI% — CUZ'_l)CZ'

1=1

est indépendante de la subdivision o bien adaptée a f. On la note

/a ’ Ha)d.

Preuve du fait que l’intégrale est indépendante de la subdivision adaptée. On prend deux
subdvisions o = (x;)o<i<n €t 0’ = (2})o<i<n adaptées & f. On considere la subdivision 7 =
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(yi)o<i<n Obtenue en prenant la réunion de o et ¢’ et en réordonnant les points. Si on prouve
que I(o, f) = I(r, f), alors par analogie on aura I(¢’, f) = I(7, f) et donc I(c, ) = I(d’, f).
Montrons donc que I(o, f) = I(7, f). Pour cela, on isole les points de 7 qui sont dans o en
écrivant que (z;)o<i<n = (Y, )o<i<n €t on écrit que, pour ¢; €)y;—1,yi[, i =1,...,m

m n ki
I, /)= (wi—vi)f(c) =) ( > (- ye1)f(¢e)) :

=1 i=1 \/l=k;1+1

Comme la subdivision (z;)o<i<n = (Y, )o<i<n €st bien adaptée a f, on en déduit que, pour
0<i<n, f(ch,_,+1) == f(cx,), et donc, pour d; €lx;_1,z;i[,i=1,...,n

n

n k;
> ( > - yf1)f(ce)) = vk — vk ) f(di) =
/=

Z:1 k’,_l—‘rl ’LII

=) (xi—zi1)f(di) =I(o, f). U
i=1
Propriétés. L’intégrale est linéaire, c’est-a-dire que, pour f, g : [a,b] — C
en escalier et A € C, on a

/ab(f(x) + Ag(z))de = /abf(:z:)da: - A/abg(x)da;.

On a la relation de Chasles, c’est a dire que, pour ¢ € |a, b],

/acf(a:)da:—i—/cbf(x)da::/abf(:c)d:c.

Fonctions réglées. f : [a,b] — C est dite réglée si et seulement si elle
est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier.

Proposition (par exemple, [Go], p. 95-96).
e Une fonction réglée sur [a,b] est bornée.
e Une fonction continue sur [a,b] est réglée.

Preuve. Toute fonction en escalier est bornée car elle ne prend qu’un
nombre fini de valeurs. Si f est réglée, il existe ¢ en escalier telle que,
pour tout z € [a,b], |f(z) — ¢(z)| <1, et donc |f(x)| < |p(x)| + 1, ce qui
prouve que f est bornée.

Si f est continue sur [a,b], f est uniformément continue, et donc, si
on prend € > 0, il existe « > 0 tel que, pour tous z,y € [a,b], |z —y| < «
implique | f(z)—f(y)| < e. On prend n € N* tel que =% < « et on construit

n
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la fonction ¢ en escalier de la maniere suivante. On considere la subdvision
(xZ)OS’LSn = (a + b;naz>0§1§n et on pose SOHIE(),.Tl[ = f(x0)7 A '7()0|[acn,2,xn,1[ =
f(@n-2), @iz, 1.2,] = f(@n-1). Il est alors clair que

sup [f(z) — p(z)| <e.

x€|a,b|

En effet, si x € [a, b] alors ou bien z € [z;_1,z;[ pour un i € {1,...,n— 1},
ou bien x € [x,_1,x,]. Dans le premier cas, on a alors

[f (@) — (@) = [f(z) = flzi)| <€

car |[x —x; 1| < (z; —xi_1) = b_Ta < a. Le second cas est analogue. O
Caractérisation des fonctions réglées (par exemple, [Go], p.96,
[Po], p.51-52, 82-83). f : [a,b] = C est réglée si et seulement f admet
une himite a gauche et a droite en tout point. L’ensemble des points de
discontinuité de f est alors au plus dénombrable.

Preuve. Pour prouver que si f est réglée alors elle admet une limite a
gauche et a droite en tout point, il suffit de remarquer que c’est vrai pour
les fonctions en escalier et de passer a la limite.

D’apres le critere de Cauchy (c¢f. par exemple [Po], p.48), f admet
une limite & gauche en un point xy de ]a, b| si et seulement si, pour tout
e > 0, il existe a > 0 tel que, pour tous = < zg et ' < z¢, |z — 2| < «
implique |f(z)— f(2")| < e. Soit donc € > 0. Comme f est limite uniforme
de fonctions en escalier, il existe une fonction en escalier ¢ telle que, pour
tout x € [a,b], |f(z) — o(x)| < 5. Comme ¢ admet une limite & gauche
en o, il existe a > 0 tel que, pour tous x < xg et 2’ < xp, |z — 2’| < §
implique [¢(z) — ¢(z')| < 5. Si maintenant x < xy et 2’ < xy sont tels que
|z — 2’| < 5, on a alors

[f(x) = f(@)] < |f(z) = p(a)] + lo(z) — e(2')[+

, , E € €
He@) - f@) <3 +3+5=e
Ceci prouve bien que toute fonction réglée admet une limite a gauche en
xo € [a,b]. De méme pour les limites a droite.
Montrons maintenant que si une fonction f admet une limite a gauche
et a droite en tout point de [a, b], elle est réglée. Pour cela, on utilise le fait
qu’elle ”varie peu” pour construire une fonction en escalier qui ’approche.
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Soit € > 0 et soit « € [a,b]. Comme f admet une limite a droite et a gauche
en z, il existe un nombre a, > 0 tel que, pour tout y €|x — ay, z[N]a, b],
on ait |f(y) — f(z—)| < § et pour tout y €]z, x + a,[N[a, b], on ait |f(y) —

flat) < 5.
Le théoreme de Borel-Lebesgue nous permet de recouvrir 'intervalle
la, b] par un nombre fini d’'intervalles |z1 — a,,, 1+, [, .- ., JTp — g, Tp +

a,,[. Notons alors (y;)o<i<n la subdivision formée par les points z; —
Q,, Tiy T + i, qui sont dans [a,b], a et b. 1l est alors clair que tout
intervalle |a;_1, a;] est contenu dans 'un des |x — ay, [ ou |z, z + a,[. On
définit enfin une fonction en escalier ¢ par

QO(GZ) :f(ai)7i:07"'7n

a1+ a;
90|]ai,1,ai[ = f (T) °

Il reste a vérifier que, pour tout y € [a, b], |p(y) — f(y)| < e. Siy vaut I'un
des a;, c’est clair. Si maintenant y €|a;_1, a;[, on choisit = de sorte que, ou
bien |a;_1,a;|Clz — oy, x|, ou bien ]a;_1,a;[C]x,x + a,[. Dans le premier
cas, on a alors

(255 - s

ce qui implique que |f(y) — ¢(y)| < e. Dans le second cas, c’est identique.

< 5 et [fly) - flz—)l <

)

DO ™
DO ™

Il reste a prouver que l’ensemble des points de discontinuité d’une
fonction réglée est au plus dénombrable. Pour cela, on utilise le fait que
toute fonction réglée est limite uniforme d’une suite (¢, ), de fonctions en
escalier. Si z € [a, b] est tel qu’il existe n, € N tel que, pour tout n > n,,
©, est continue en z, alors f est continue en x. L’ensemble des points
de discontinuité de f est donc inclus dans la réunion des ensembles des
points de discontinuité des ¢,,. Comme ’ensemble des points de discon-
tinuité d’une fonction en escalier est fini et qu’'une réunion dénombrable
d’ensembles finis est au plus dénombrable, on a la conclusion. O

Corollaire. (par exemple [Po|, p.82 ou [Go], p. 97.) Toute fonction
monotone est réglée.

Preuve. En effet, toute fonction monotone admet des limites a droite et a
gauche en tous points. O
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Exercice 1.1. Est-ce que la fonction indicatrice de Q N [0, 1] est réglée ?
Exercice 1.2. Un exemple de fonction réglée ayant un ensemble de points de
discontinuités dénombrable : la fonction de Weierstrass (par exemple, [Po] p. 83

et [Go] p.108). On définit la fonction f sur [0, 1] par f(p/q) = 1/q si (p,q) € N x N* et par
f(z) = 0 sinon. Montrez que f est discontinue sur Q N [0, 1] et continue sur (R\ Q) N[0, 1].

Intégrale de Riemann des fonctions réglées. La définition de l'inté-
grale de Riemann des fonctions en escalier s’étend aux fonctions réglées de
maniere unique de la maniére suivante : Si (f,) est une suite de fonctions
en escalier convergeant uniformément vers f sur [a,b], alors la suite des

intégrales (fab fn(x)dx) converge vers un nombre, indépendant de la suite
n

(fn), que 'on note fab f(x)dz. On a de plus,

/ab f(x)dz

Preuve. En effet, la suite (f,) est de Cauchy pour la norme de la conver-
gence uniforme sur [a, b], donc la suite

([ o)

aussi puisque, pour une fonction en escalier ¢,

‘ / ' (@)

/a (@) / ()

b
/ (Fal@) — ful)) da

< (b= a)[[f]lee-

< (b= a)l[¢llo,

ce qui entraine que

< (b - a)”fn - meoonﬁooo-

La limite est indépendante de la suite de (f,,) choisie. En effet, si (g,) est
une autre suite de fonctions qui converge vers f, alors (f, — g,), converge
uniformément vers 0, et donc

[ n@ar— [ g

<(b—a)|fu— gn”oonjooo-
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Enfin, pour le dernier point, on passe a la limite quand n — 400 dans la

suite d’inégalités
b
/ fu(x)dz

Remarque. La construction précédente est un cas particulier du théoreme
de prolongement des applications uniformément continues définies sur une
partie dense. Cf. par exemple, [Po], p.48 et 49.

< (b= a)llfulle. O

2. Fonctions Riemann-intégrables.

On introduit la notion de fonctions intégrables, notion plus générale que
la notion de fonctions réglées. Pour ces fonctions, on définit 'intégrale
de Riemann. Un bon traitement de ces notions se trouve dans [Go], p.
118-122.

Définition d’une fonction Riemann-intégrable. Une application f :
[a,b] — C est Riemann-intégrable si pour tout € > 0, il existe deux fonc-
tions en escalier ¢ : [a,b] — C et u : [a,b] — R telles que

b
Vit € [a,b], [f(8) — o(t)] < ult) et /A@Mx<&

Remarque.

e Lorsque f prend ses valeurs dans R, une définition équivalente a la
précédente (et parfois plus pratique d’utilisation) est la suivante : La
fonction f : [a,b] — R est Riemann-intégrable si, pour tout ¢ > 0,
il existe deux fonctions en escalier ¢ et 1 telles que p < f < ¥ et
S, = @)(x)dz < e.

e Les fonctions réglées sont Riemann intégrables.

e Toute fonction Riemann intégrable est bornée (car toute fonction en
escalier est bornée).

e En particulier, la fonction qui vaut 1/+/x sur ]0,1] et 0 en 0 n’est pas
intégrable sur [0,1] au sens de Riemann (erreur fréquente ; elle l'est
par contre au sens de Riemann généralisé).

Théoreme et définition. Construction de l’intégrale des fonc-
tions Riemann-intégrables. Soit f : [a,b] — C une fonction Riemann-
intégrable. En donnant a € les valeurs d’une suite (g,,) positive et tendant
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vers 0 dans la définition, on voit qu’il existe deux suites (¢,) et (u,) de
fonctions en escalier sur [a,b] telles que

b
Vn € N, ’f - Qpn‘ < fhn, lim ,un(x)dx = 0.

n—-+00 a

La suite (fab cpn(x)dx) est alors une suite de Cauchy, donc convergente.

Sa limite ne dépend pas du choixz des fonctions en escaliers ¢, et p,. On
la note f;f(a:)dx

Preuve. Totalement analogue a la preuve de la construction de l'intégrale
des fonctions réglées. Voir [Go], p.118-119. O.

Théoreme. Caractérisation des fonctions Riemann-intégrables
([Go], p.190). f: [a,b] — C est Riemann-intégrable si et seulement si f
est bornée, continue sauf sur un ensemble négligeable.

Remarque : inutile de connaitre la définition de la mesure de Lebesgue pour
définir un ensemble négligeable | Un ensemble A C [a, b] est négligeable si
et seulement si, pour tout € > 0, il existe une famille d’intervalles dont la
réunion contient A et dont la somme des longueurs est inférieure a e.

Exercice 2.1. Montrez qu’un sous-ensemble dénombrable de [a, b] est de
mesure nulle. Montrez qu’'une réunion dénombrable d’ensembles négligea-
bles est négligeable.

Exercice 2.2 (Exemple de fonction non Riemann-intégrable).
Montrez que la fonction indicatrice de Q N [0, 1] n’est pas intégrable sur
[0, 1].

Exercice 2.3. Un exemple de fonction non réglée, Riemann-
intégrable, [Go], p. 121. Montrez que la fonction f(x) = sin(1/x)
sur |0, 1] et qui vaut 0 en 0 est Riemann-intégrable, mais n’est pas réglée.

Preuve du théoreme de caractérisation des fonctions Riemann-intégrables.
On introduit, si xy € [a, b], oscillation de f en zy définie par

w(fyxo) = nf § sup [f(z) = f(y)|

p |[z—xq|<p
ly—yp|<p
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(petits exercices : Montrer que f est continue en z( si et seulement si
w(f,zp) = 0. Calculer l'oscillation en 0 de la fonction de 'exercice 2.3.)
Pour tout € > 0, on note

A = {xo € [a,b], w(f,x9) > ¢€}.

Montrons que 'ensemble A, est fermé. Il suffit de montrer que le complé-
mentaire B, = {xg € E, w(f,xy) < €} est ouvert. Soit xyp € B.. On a
w(f,xy) < e, donc il existe p > 0 tel que

sup |f(z) — f(y)] <e.

|[z—zq|<p
ly—yol<p

Considérons maintenant x; € [a, b] tel que |x; —xg| < p et r = p— |z, 1]
On a |z — r,x1 + r[N[a, b] Clzo — p, o + p[N[a, b], donc

w(f,x1) < sup f(x) = fly)] <e,

x,y€lry—r,z1+r[N]a,b]

donc x1 € B.. Ainsi, B, est ouvert.

Attention ! L’application gy — w(f, xg) n’est pas forcément continue.
L’exercice 2.3 fournit un exemple.

L’ensemble A. étant fermé dans [a, b], il est donc compact.

Supposons que ’ensemble A des points ou f est discontinue soit né-
gligeable. Soit € > 0. On a A. C A, donc ’ensemble A. est négligeable,
et donc il existe une famille au plus dénombrable (]a,,, b, [)ner d’'intervalles
ouverts telle que

Ao Jlanbal et D> (b—an) <e.

nel

Comme A. est compact, on peut supposer [ fini. Autrement dit, on peut
trouver une famille finie (Ja,, b,[)1<n<p recouvrant A, et vérifiant Y2 _ (b, —
a,) < €. Le recouvrement étant fini, on peut méme supposer b, < @1
pour tout n.

Sur les segments [b,,a,1], on a w(f,z) < e. Montrons maintenant
qu’il existe a > 0 tel que, pour tous x,y € [b,, ant1], |z — y| < « implique
|f(z) — f(y)| < e. Supposons le contraire. Il existe alors deux suites (z,),
et (Yp)p de [bn,ant1] telles que |z, —y,| < 1/p et [f(zp) — f(yy)] > e
Comme [b,, a,+1] est compact, on peut extraire une sous-suite convergente
(o), Yo))p de (T, Yp)p qui converge vers (z,y). Nécessairement, z = y.
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Or w(f,x) < e. Dong, il existe p > 0 tel que, pour tous z,z € [b,, ani1],
|z—z| < pet |2 — x| < pimpliquent |f(z) — f(2)| < e. Comme (x4(,)), et
(Yo(p))p convergent vers z, il existe p € N* tel que |zgp) — x| < p et |ygp) —
x| < p, ce qui entraine que |f(zgp)) — f(Yop))| < €. C’est contradictoire.

Comme il existe « > 0 tel que, pour tous x, y dans [b,,, a,11], |[t—y| <
implique | f(x)— f(y)| < &, on peut donc trouver une fonction ¢, en escalier
sur [by,, a,41] telle que

Va € by, anta],  len(@) — f2)] <e. ()
Soient ¢ et 1 : [a,b] — C définies par

0 si dn, x €la,, by]
p(x) = ,
@n(@ si E]na S [bna anJrl]
M si 3n, z €lay,by]
YP(r) = ,

e si dn, z € [by,ap1]

ou M = sup,ep |f(7)]. Les fonctions ¢ et ¢ sont en escaliers. On a
|f — ol <1 d’apres (x), et

/w d:c_Z/”w dm+2/

p p—1
Z (b, — ap +Z(an+1—bn)5§M8—|—8(b—a).
n—1 1

n=

an+1

Donc f est Riemann-intégrable.

Réciproquement, si f est Riemann-intégrable, montrons que A est
négligeable. Supposons que A ne le soit pas. Comme A = [J, oy A1/n (
en effet, f est continue en xy si et seulement si w(f,xy) = 0, soit si et
seulement si, pour tout n, w(f,zo) < 1/n, soit si et seulement si, pour tout
n, xo & Ay, soit si et seulement si zg ¢ |J,, Ai/n), on en déduit qu'il existe
n € N* tel que A;/, ne soit pas négligeable (car une réunion dénombrable
d’ensembles négligeables est négligeable). 1l existe donc € > 0 tel que, pour
tout recouvrement au plus dénombrable (Ja, by[)rer de Ay,

> (br —ar) >e. ()

kel



Agrégation : Intégration. 10

Considérons une subdivision de [a,b] : a =y < 1 < -+ < x, = b.
L’ensemble

I= {Z € {07 17 Y 2 1}7 141/71m]xi7xl”rl[?é @}

vérifie d’apres (xx), > . (i1 — x;) > €. Alnsi, si ¢ est une fonction en
escalier adaptée a cette subdivision, on a
. 1

Viel, Jz €|z, zina |, [o(x) — f(2)] 2 3
(Attention, il y a une faute dans [Go], p. 191 & ce niveau). En effet, si ce
n’est pas le cas, alors pour tout x €]z;,z;11[, on a |p(x) — f(x)| < 1/3n,
et donc, pour x y €lx;, x;41], comme @ est constante sur |x;,x;11], on a
\f( ) fly)| < 3n, ce qui entraine que, pour tout x €lz;, z;1 1], w(f,z) <
3~ < -, et c’est absurde.

Donc pour toute fonction en escalier ¢ adaptée a cette subdivision et
vérifiant |p — f| <1, on a

, 1
Vi € I,Vx €|z, x|, () > 3
donc

/«,@ dw>2/ml¢ dg;>z$’“ 3%

i€l i€l

Ceci montre que f n’est pas Riemann-intégrable, et termine la preuve du
théoreme. n

Terminons par quelques propriétés importantes des intégrales de Riemann.

Théoréeme de convergence uniforme des suites de fonctions inté-
grables (par exemple, [Go], p.120). Soit (f,) une suite de fonctions
intégrables de [a,b] dans C qui converge uniformément sur [a,b] vers une
fonction f. Alors, f est intégrable et

b b
i [ s = [ pa)a

Preuve. Soit ¢ > 0 et n € N tel que ||f — fulle < e. Comme f, est
intégrable, il existe deux fonctions en escaliers ¢ et u telles que | f, —¢| < p
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et ff,u(x)dx <e. Onadonc |f—p| < |f—ful+|fn—p| < e+ p, et comme
x +— £ + u(x) est une fonction en escalier et que

/ (e + p(@))dz < (b— a)e + =,

on en conclut que f est intégrable.
Pour conclure, pour € > 0, il existe N € N tel que ||f, — f|lc pour
tout n > N, et donc

/a ' flae)de / ' (@)da

d’ou le résultat. O

b
Vi > N, < [1F = fullada < - a)e

Remarque. Le résultat précédent est par contre faux si la convergence de la suite de
fonctions n’est plus uniforme, mais simple. Si par contre la suite est uniformément bornée,
le résultat est vrai (dans le cadre de 'intégrale de Lebesgue), mais la limite de la suite n’est
pas forcément intégrable au sens de Riemann. Par exemple, si f(x) = 22 sin(1/2?) sur [0, 1],
f est continue donc Riemann-intégrable, dérivable et sa dérivée n’est pas bornée donc non
Riemann-intégrable. En particulier, si g,(z) = n(f(z + 1/n) — f(x)), (gn) est une suite
de fonctions Riemann-intégrables convergeant vers une fonction non Riemann-intégrable, cf.
[Go], p.188.

Primitives des fonctions continues ([Go], p.122). Soit f : [a,b] —
C une fonction intégrable. Alors Uapplication F : [a,b] — C qui a =
associe fax f(t)dt est lipschitzienne de rapport || f||o- Si de plus, f est une
application continue, F est alors dérivable sur [a,b] et on a F'(t) = f(t)
pour tout t € [a,b].

Preuve. Pour le premier point, on utilise le fait que, pour x,y € [a,b],

x <y,
/: F(t)dt — /y f(t)dt‘ <

Pour le second point, on écrit que, pour =z € [a,b] et h € R* tel que
x+h € [a,b,

/ yf(t)dt' < (v fll
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f étant continue, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que, pour tout
h tel que |h| < « et pour tout t € [a,b] tel que |t — x| < |h|, on ait
|f(t) — f(z)|] <e. En particulier, pour tout h tel que |h| < «, on a

1 x+h
< %/ edt = ¢.

Le résultat en découle. O

F(x+h)— F(x)
h

— f(x)

Corollaire. Tout application continue f : [a,b] — C admet au moins
une primitive I, et pour toute primitive F' de f, on a f;f(t)dt = [F]Z =
F(b) — F(a).

est dérivable de dérivée nulle sur [a,b] donc constante. On a donc G(a)

Preuve. En effet, si F' est une primitive de f, alors G : ¢ — [ f(t)dt—F ()
G(b), ce qui nous donne le résultat énoncé dans le corollaire. O

Remarque. Attention ! Une primitive n’est pas nécessairement de la forme x +— fax f(t)dt.
Par exemple, x € R — 7 + arctan x est une primitive de z € R — H%’ qui n’est pas de la

formeacE]RHf’Z dt

o Trz ¢tant donnée qu’elle ne s’annule en aucun point de R.

Remarque. Une fonction intégrable au sens de Riemann n’admet pas toujours une primitive.
Par exemple, la fonction définie sur [0, 1] et qui vaut 0 sur [0,1/2[ et 1 sur [1/2,1[. En effet,

si une fonction est dérivable, la dérivée possede la propriété des valeurs intermédiaires (cf.
[Go], p.76-77).

Intégration par parties. Soient u, v : [a,b] — C deuz fonctions de classe

Cl. Alors , )
/ w(z ) (x)de = [uv]” —/ v (x)v(z)d.

Preuve. Laissée en exercice (utiliser le fait que uv est une primitive de
u'v 4+ uv'). O

Changement de variables. Soit ¢ : [a,b] — R une application de classe
Cl et f: 1 CR— C une application continue telle que ¢([a,b]) C I (ou I
est un intervalle de R). Alors

b o(b)
| ey win= |
“4 ¢(a)

Preuve. Laissée en exercice (considérer t — F(p(t)) ou F' est une primitive
de f). O
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3. Sommes de Riemann et sommes de Darboux.

On introduit les sommes de Riemann et on montre que les sommes de
Riemann convergent en un sens que nous préciserons vers l'intégrale pour
les fonctions Riemann-intégrables. On introduit ensuite les sommes de
Darboux, et on montre qu’une fonction est intégrable au sens de Darboux
si et seulement si elle est Riemann-intégrable. En particulier, on obtient
que les fonctions dont les sommes de Riemann convergent sont exactement
les fonctions Riemann-intégrables.

Somme de Riemann. Soient f : [a,b] — C et (x;)o<i<, une subdivision
de [a,b]. On appelle somme de Riemann associée a f relativement a cette
subdivision toute somme

n

S(f7 g, 5) - Z(xz - :Ei—l)f( i);

i=1
ou, pour tout i € {1,...,n}, & € [zi_1,x;] et £ = (& )1<i<n-

Fonction intégrable au sens de Riemann et sommes de Riemann.
([Go], p.123). Soit f : |a,b] — C Riemann-intégrable. Alors, pour
tout nombre réel € > 0, il existe un nombre réel o > 0 tel que, pour toute
subdivision de pas inférieur a o et pour toute somme de Riemann S(f,o0,§)
associée a cette subdivision, on ait

<e.

‘S(f, "9~ [ ' f(a)de

Preuve. On le prouve d’abord pour les fonctions caractéristiques d’un
segment, puis par linéarité pour les fonctions en escalier et enfin pour les
fonctions Riemann-intégrables par densité.

Supposons que f soit de la forme f = x| qv ou x|.q est la fonction
caractéristique d’un segment [c,d] inclus dans [a,b] et v € C. Soit 0 =
(x;)o<i<n une subdivision de [a,b] avec a = xg < 21 < --- < x,, = b. Pour
toute somme de Riemann associée a f relativement a cette subdivision, on
a

S0 =Y [ ey
i=1 v il

donc
n

S| v - s,

1=1

<

|S<f,a,§>— / ' fla)da
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Parmi les intervalles [x;_1, x;], il y en a au plus deux sur lesquels f ne soit
pas constante. on en conclut facilement

LS(f,a,f)-—!/gbf(w)dar < 26(0) o],

d’ou le résultat.

Si maintenant f est une fonction en escalier, on peut écrire f comme
une somme finie de fonctions du type de celui traité précédemment, et
le résultat s’obtient ensuite facilement par linéarité de l'intégrale et de
lapplication f — S(f,0,§).

Si maintenant f est une fonction intégrable, il existe deux fonctions en
escalier ¢ et u telles que |f — | < p et fab pu(z)dr < e. L’étape précédente
nous assure l'existence d’'un réel a > 0 tel que, pour toute somme de
Riemann associée a f relativement a toute subdvision o dont le pas (o)
vérifie (o) < a, on ait

'S(gp,a,f)—/abgp(aj)d:v <e et |S(,u,o,§)—/abu(m)da: <e,

en particulier

+ < 2e.

/a b p(x)dz

b
wwmmgbmma—/umm

Ainsi, pour une telle somme de Riemann, on a

<

mea—ﬁﬂwm

b
wmm@—ﬂ%am+bwma—/wmw

4 /abgo(a:)da:—/abf(x)dx

b
Sﬂﬁ—whx@+€+/lﬂw—fwwm

b
gS(u,0,§)+6+/ px)dr <2 +¢e+¢e=4de.

D’ou le théoreme. O
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Remarque importante. En particulier, pour une fonction f : [a,b — C
Riemann-intégrable, la suite

n
5
n
k=1
Remarque. Attention aux fausses sommes de Riemann. Par exemple si on prend pour f
une fonction strictement positive sur [0, 1], qu’on considere F'(x fo t)dt et qu’on prenne
pour n € N*, xg = 0 et z; tel que F(x;) =iF(1)/n (on partage la partle du plan limitée par
le graphe de f et les droites y = 0, x = 0 et z = 1 en n domaines d’aires égales en utilisant
des paralleles & Oy dont on désigne les abscisses par 0 = xp, x1,...,%;,...,x, = 1), alors

converge vers fab f(z)dx

\ Zf / 1 <x>>2dx

/ fa

et ne converge pas vers / f(x)dz. En effet, on remarque que F est un C!—difféomorphisme
0

de [0, 1] sur [0, F'(1)]. Si ¢ est le C'!—difféomorphisme réciproque de F de [0, F(1)] sur [0, 1],

iF(1)

n

) et donc 1 E f(z;) est une somme de Riemann associée a la fonction fog
i=1

relativement & la subdvision 0 < @ << =< < %n = F(1), et donc

alors x; = ¢(

En faisant le changement de variable u = ¢(z) dans l'intégrale de droite, on obtient le résultat
énoncé (voir [Ral, p.59).

Remarque. On dit parfois que si f est Riemann-intégrable, alors les sommes de Riemann
adaptées & f convergent vers 'intégrale de f quand le pas de leur subdivision tend vers 0.
Cette assertion est abusive car on ne peut donner un sens de limite au sens usuel au fait que
les sommes de Riemann convergent quand le pas des subdivisions tend vers 0. Pour donner
un sens rigoureux a cette limite, il faut utiliser la notion de systeme dirigé, notion totalement
hors-programme au niveau de I’agrégation (le lecteur intéressé peut trouver une définition de
ces notions dans [Be|, p. 10 ou [Yo|, p. 103-104).

Sommes de Darboux ([Go], p.124). Elles sont définies pour les fonc-
tions a valeurs réelles et bornées. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée
et 0 = (x;)o<i<, une subdivision de [a,b]. On pose, pour i € {1,...,n}

m; = inf f et M; = sup f

[7i1,2;] [Ti1,%4]
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Les réels

n n

d(f, O') = Z(mz - a:i_l)mi et D(f, U) = Z(Qﬁz — xi—l)Mi

i=1 =1

sont appelés sommes de Darboux inférieure et supérieure de f pour la
subdivision o.

Proposition. Si o et 7 sont deux subdivisions de [a,b] telles que o C T,

alors d(f,0) < d(f,7) < D(f,7) < D(f,0).

Preuve. Prouvons la premiere inégalité. Supposons que 7 contienne juste
un point de plus que o, et supposons pour simplifier que ce point supplé-
mentaire x* est entre les points xy et 1 de o. Si

mj = inf f, my = mf f, mi = inf f,
[z0,7* [z*,21] [20,1]

alors m} > my et m{ > my, et donc la somme des deux premiers termes
de d(f,7) est plus grande que le premier terme de d(f, o) :

my(z* — zg) + mi(z1 — 2*) > my(z1 — 30).

Les termes restants de d(f,7) et d(f,o) sont identiques, donc d(f,7) >
d(f,o). La preuve du cas général est immédiate par récurrence sur le
cardinal n de 7\ 0. L’argument pour la derniere inégalité est similaire. La
deuxieme inégalité est triviale. O

Définition. f est dite Darboux-intégrable si et seulement si sup, d(f,o) =
inf, D(f, o), les bornes inférieures et bornes supérieures étant prises sur
’ensemble des subdivisions de [a,b]. La valeur commune est alors I'inté-
grale de f au sens de Darboux.

Le théoreme fondamental, qui permet de faire le lien entre 'intégrale de
Riemann, I'intégrale de Darboux et les sommes de Riemann est le suivant :

Théoréme ([Go], p.125). Soit f : [a,b] — R une application bornée.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est Riemann-intégrable

1. f est Darboux-intégrable
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1. Il existe I € R tel que
Ve >0, da>0, Vo subdvision de [a,b] avec §(0) < «,

|I_ S(f70-7§)| < €.

On a alors I = f; f(x)dx = sup, d(f,o) = inf, D(f,0).
Preuve. On a vu (i)=(iii) avec I = f; f(z)dz

- (ili))==(ii). Montrons que d(f) = I. Soit € > 0 et ¢ une subdivision
de [a, b] telle que sup, d(f,0) —e < d(f,0) < sup,d(f,o). En ajoutant
suffisamment de points a o, on obtient une subdivision ¢’ de [a, b] dont le
pas vérifie §(¢’) < a. On a par ailleurs d(f,0) < d(f,0’) < sup, d(f, o),
donc |d(f,0’)—sup, d(f,0)| <e. Ecrivons o' :=a=2p <21 < -+ < w, =

b, et considérons pour tout i le réel m; = inf},, .1 f(t). Pour tout i, il existe
§i € [wi1, ] tel que [m; — f(&)| < e. Ainsi, en posant § = (§)1<i<n, On &

‘d(f,O') f7 7§|<Z _le‘ml_f(gi)‘

E i —xi—1)e = (b—a)e,
ce qui entraine

\I—Supd(f,0)| < ‘I—S(f,dl,f)’ + ’S(f70_,7€) _d(fﬂjl)‘_'_
+|d(f,o') —supd(f,o)| <e+(b—a)e+e=(2+b—a)e.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit
I =supd(f,o).
g

On montrerait de méme I = inf, D(f, o), d’ou (ii).
(il)== (i). Soit € > 0. Comme Sup d(f,o) = me(f o), il existe une

subdvision 0 : a = xg < 1 < -+ < LUn = b de [a,b] telle que D(f,o0) —
d(f,o) < e (en effet, il existe oy et o9 telles que D(f,01) —d(f,02) < €, et
considérer o = o1 U g9). Pour tout i € {1,...,n}, on note

m; = inf f, M, = sup f,

[Ti—1,2] [@i—1,2]
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puis on définit deux application ¢ et ¢ sur [a, b] par

o(a) =my, Y(a)= DM et Vi, Ol o] = My Vo) = M.

. . R . +¢
Ces deux fonctions en escalier et vérifient ¢ < f < 9, soit ’ f— 997‘ <
%(@/} — ), et cela montre que f est intégrable puisque
1 1 €
5 (W(@) —p(z))dz = 5 (D(f,0) = d(f,0)) < 3.
O

Corollaire important. f : [a,b] — C est Riemann-intégrable si et seule-
ment si ses sommes de Riemann convergent quand le pas de la subdivision
tend vers O (en particulier, elles convergent vers l'intégrale de f sur |a,b]),
et st et seulement si f est bornée et l’ensemble de ses points de disconti-
nuité est négligeable.

Preuve. La preuve est laissée en exercice (montrez que f est Riemann
intégrable si et seulement si Re f et Imf sont Riemann intégrables et
utiliser la C—linéarité de l’application qui a une fonction f associe sa
somme de Riemann associée a une subdivision).
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Intégrale de Lebesgue.

Intégrale de Lebesgue

1. Mesure de Lebesgue dans R.

1.1.

Dans ses publications a partir de 1902, Henri Lebesgue presenta une des idées qui,
par la suite, devint 'une des idées les plus importantes de I'analyse. Quelques-unes
de ses idées avaient déja été anticipées par Borel et Cantor, mais c’est Lebesgue qui
développa de la maniere la plus approfondie la théorie connue de nos jours sous le nom
de théorie de la mesure. D’un point de vue heuristique et afin d’éliminer les déficiences
de I'intégrale de Riemann, son idée était non pas de faire une subdivision de I'intervalle
d’intégration, comme dans le cas de l'intégrale de Riemann, mais plutét de faire une
subdivision de I'image de la fonction a intégrer.

Par exemple, si f est une fonction positive définie sur [a, b] et bornée par M, alors I’aire
délimitée par la courbe représentative de f, ’axe des x et les droites verticales x = a et
x = b peut étre approchée de la maniere suivante, distincte d’une somme de Riemann.
Soit (yo,...,y,) une subdivision de l'intervalle [0, M], et choisissons y/ € [yi—1,vi].
Définissons

Ei ={z €a,b], yi-1 < f(z) <wi}.

Alors, si ((E;) est la “longueur” de E; (qui n’est pas forcément un intervalle !), une
bonne approximation de I'aire cherchée est donnée par la “somme de Lebesgue”

yrl(E) + -+ + ypl(En).

A la fin, bien str, I'intégrale de f sur [a, b] sera la limite de telles sommes quand le pas
de la subdivision vy, ..., y, tend vers 0.

Le probleme est donc le suivant : est-il possible, si £ est un sous-ensemble de R, de
lui associer une longueur ¢(F) de manieére raisonnable, en particulier si [c,d] est un
intervalle de R, ¢([¢,d]) = d — c et si (E,)pen est une suite d’ensembles disjoints de R,

alors
4 (D En> = if(En) ?
n=0

n=0

(Remarque : comme on veut prendre des limites de sommes de Lebesgue quand le pas
de la subdivision augmente, on a donc besoin de 'additivité dénombrable de la mesure,
et pas seulement du fait que pour un nombre fini d’ensembles disjoints, la longueur de
la réunion est la somme des longueurs).

Une réponse possible est donnée par la construction de la mesure extérieure de Lebesgue
de la maniére suivante.

Définition. La mesure extérieure de tout intervalle I (ouvert, fermé ou semi-ouvert)
et ayant pour extremités a < b est le nombre réel positif b — a. On le note m*([I)

En particulier, m*([a, b]) = m*([a, b]) = m*(Ja,b]) = m*(Ja,b]) = b — a. Notez qu’il est
possible d’avoir m*(A) = m*(B) avec A C B et A # B.

On étend la mesure extérieure a tous les ouverts de R de la maniére suivante :



1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.
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Proposition. Tout ouvert de R est réunion dénombrable disjointe d’intervalles ouverts
lan, by pour n € N. Cette écriture est unique.

Preuve. Soit U un ouvert de R. On définit la relation R sur U par xRy si et seulement
si |x,y[C U. On vérifie facilement que c’est une relation d’équivalence sur U et que
toute classe d’équivalence est un intervalle ouvert. Comme U est la réunion disjointe des
classes d’équivalences et que chaque classe d’équivalence contient au moins un rationnel,
on en déduit que U est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints. [

Définition. Si U est un ouvert de R, on peut écrire U = |J,cnl@n, bn[ grace a la
proposition précedente. On pose alors

On étend la mesure extérieure a tous les sous-ensembles bornés de R de la maniere
naturelle suivante :

Définition. Soit A C R borné. La mesure extérieure de A est
m*(A) = inf{m*(U), U ouvert et A C U}.

Cette borne inférieure existe bien dans R car I'ensemble des m*(U) est non vide (si
U est borné, il existe Ja,b[€ R tel que U Cla, b[), minoré par 0. On laisse en exercice
au lecteur le fait que si, A est un intervalle de R non forcément ouvert, cette nouvelle
mesure extérieure coincide avec ’ancienne définition. De plus, il découle de la définition,
la proposition suivante :

Proposition. Pour tout sous-ensemble A borné de R et pour tout ¢ > 0, il existe U
ouvert de R contenant A tel que m*(U) < m*(A) + €.

Nous obtenons 'invariance de cette mesure par translation :
Théoréme. Pour tout sous-ensemble borné A de R et tout v € R, m*(A+x) = m*(4).

Preuve. En effet, si V est un ouvert contenant A + x de la forme |J, ,]a;,, b, [ ol la
oo /

réunion est disjointe, 'ouvert V —z = (J;” j]a;, — z, b}, — x[ est un ouvert contenant A,
donc

m*<A) < Z((b; - l’) - (G;L - l‘)) = Z(b;L - a;L) = m*(V),
n=0 n=0

et donc, en prenant la borne inférieure pour tous les ouverts V' contenant A 4+ z, on
obtient
m*(A) <m*(A+ z).

En utilisant le fait que cette inégalité est vraie si x est remplacé par —x et A est
remplacé par A+ z, on a

m*(A+z) <m*(A+x) —z) =m"(A),
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1.7.
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d’ou I’égalité. L

Nous avons donc obtenu, en quelque sorte, une “bonne mesure”, qui permet de mesurer
tous les ensembles bornés de R. Malheureusement, pour cette mesure, la mesure d’une
réunion dénombrable disjointe d’ensembles quelconques n’est pas forcément égale a la
somme des mesures des ensembles, comme le montre le théoreme suivant.

Théoreme. Il existe une suite d’ensembles A, deux a deux disjoints, telle que

m* (U An> # > m*(Ay).
n=0 n=0

Preuve. On fait un raisonnement par ’absurde. Supposons que, quelle que soit la suite
d’ensembles A, deux a deux disjoints, on ait

m* (U An> => m*(4,)
n=0 n=0

(on dit alors que la mesure m* satisfait ’hypothese d’additivité dénombrable).

Pour a € [0,1], on pose V, = {x € [0,1], x — a € Q}. On laisse au lecteur le soin de
vérifier que chaque V,, est dénombrable, et que si, pour a, 8 € [0,1], on a V,, NV # 0,
alors V,, = Vj.

En utilisant 'axiome du choix(!), il existe un ensemble A contenant exactement un
élément de chaque ensemble disctinct V,. En particulier, A contient un et un seul
rationnel, que 1’on peut choisir comme on veut. On peut donc supposer que 1/2 € A,
ce qui implique que ni 0, ni 1 sont éléments de A, et donc que A CJ0, 1].

Comme Q est dénombrable, on pose Q N [0,1] = {g,, n € N} et on pose 4, = {z +
Gn, t€EAetx+q, <1}U{zx+¢q,—1, 2 € Aet x+q, > 1} (en fait A, est ’ensemble
A + ¢, modulo 1, ce que l'on notera A, = A® g, = {x ® qu, v € A} ; on a alors
A, C[0,1]).

Affirmation 1. Pour tout n € N, m*(A,) = m*(A).

En effet
A, = (Aﬂ]O, 1- Qn] + Qn) U (Aﬂ]l — Q4n, 1[+Qn - 1)-

Les deux ensembles du membre de droite de 1’égalité précédente sont des ensembles
disjoints. L’hypothese faite sur 'additivité dénombrable de la mesure m* entraine donc
que

m*(Ap) = m*(AN]0,1 — gn] + qn) + M (AN|1 — g, 1[4+, — 1).

L’invariance par translation de m* (théoreme 1.6) implique que

m*(A,) =m*(AN]0,1 — q,]) + m* (AN|1 — ¢y, 1]).

(1) L’axiome du choix est 'énoncé suivant : Si (X4)aea est une collection d’ensembles
indexés sur 'ensemble A, alors il existe un ensemble X contenant un et un seul élément de
chaque X, ou alors, de maniere équivalente, il existe une fonction ¢ : A = (J,cq Xa telle
que, pour tout o € A, p(a) € X,. On appelle cette fonction une fonction de choix.
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L’additivité dénombrable entraine encore que
m*(A4,) =m* [(AN]0,1 — ¢,]) U (AN]1 — gp, 1])] = m*(A). [
Affirmation 2. Pourn #m, on a A, N A, = 0.

En effet, si z € A, N Ay, il existe z, € V, tel que x = x, @ ¢ et xg € V3 avec
VsNVy =0 tel que z = 23 ® ¢p. On a alors (x = x4 + ¢ OU & = T4 + ¢, — 1)
et (r = 23+ qn oux = x5+ ¢ — 1), et cela entraine, en faisant la différence que
To — T3 = qm — qn OU T, — T3 = Gy — G — 1 OU Ty — X3 = @ — g + 1. Dans les trois

cas, To — xg € Q, et cela contredit le fait que V3NV, = 0. ]
o0

Affirmation 3. [0,1] = U A,.
n=0

En effet, si x € [0,1], x € V,. Par construction, il existe a € A tel que x € V,. On a
alors x —a € Q.

Siz—a>0,il est clair que x —a < 1, et donc il existe n € N tel que z — a = gy, ce qui
implique que xt =a+ ¢, = a P qy.

Si maintenant * —a < 0, on a 1 + x — a qui est rationnel et dans [0,1]. Il existe donc
n € N tel que ¢, = 1+ — a, ce qui entralne que t = a+¢q, — 1 = a ® ¢g,. L’affirmation
3 est donc prouvée. ]

Appliquons l'additivité dénombrable a la suite (A,), nous avons

L=m*([0,1]) = > m*(4,) =>_m*(A),
n=0 n=0

ce qui est clairement impossible puisque une série dont le terme général est constant
ne peut étre finie que si le terme général vaut 0, auquel cas la somme est nulle. Le
théoréme 1.7 est donc prouvé. ]

Comme nous voulons conserver l'additivité dénombrable de la mesure de Lebesgue,
nous allons nous restreindre a une classe de sous-ensembles de R, que nous appellerons
mesurables. La caractérisation de ces ensembles mesurables fait 1’'objet de la section
suivante.

2. Ensembles mesurables dans R.
2.1. Ensembles mesurables dans [0, 1].

La propriété qui pose probleme, est 'additivité dénombrable. Nous supposons qu’elle
est vérifiée sur une classe (non vide) d’ensembles que nous appelons mesurables. Plagons
nous tout d’abord dans le cadre des sous-ensembles de [0, 1]. Si E est un sous-ensemble
mesurable de [0, 1] et E¢ son complémentaire dans [0, 1], une condition nécessaire est
que

m*(E) +m*(E°) =m*([0,1]) = 1.
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2.1.

2.2,
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L’objet de ce paragraphe est de montrer que cette condition nécessaire est en fait suf-
fisante a distinguer les ensembles mesurables des non-mesurables.
Nous posons donc la définition suivante :

Définition. Un sous-ensemble F de [0, 1] est dit mesurable si

m*(E) +m*(E) = 1.
Nous commengons par montrer la sous-additivité de m* sur l'intervalle [0, 1].
Théoreme. Si (A,) est une suite d’ensembles de [0, 1], nous avons

m* <U An> < Zm*(An)
n=0

n=0

Preuve. Nous commencons par prouver deux lemmes.

Lemme 1. Si I et J sont deuzx intervalles de R, alors m*(1 U J) < m*(I) +m*(J)
avec éqalité si et seulement si I et J sont disjoints.

Preuve. Laissée au lecteur. ]
En particulier, si Iy, ... I, est une collection finie d’intervalles de R, nous avons
n n
m* (U Ik) < > m*(I).
k=1 k=1
Lemme 2. Si (I,), est une suite d’intervalles de | —1,2[, alors
oo o
m’ (U In> <> om*(I).
n=0 n=0

Preuve. En effet, la réunion des intervalles est un ouvert. Il existe donc, grice a la
proposition 1.2, une suite (J,,) d’intervalles disjoints telle que

00 00
U I, = U Jna
n=0 n=0

ce qui implique que

m* (U In) => m*(Jy) <m*(-1,2]) = 3.

n=0 n=0

Soit € > 0. Il existe un rang N tel que
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et donc
[e%S) N
m* (U I,,,) < Zm*(Jn) +e.
n=0 n=0
Pour tout n =0,1,..., N, il existe K, =]a,, b, tel que K, C J, et tel que

g
N+1’

m*(Jp) <m*(K,) +

et donc
00 N N
m* (U In) <Y mA(Ky) + 28 =m’* (U Kn> + 2
n=0 n=0 n=0

(la derniére égalité provient du fait que les K, sont deux a deux disjoints, car les J, le
sont). L’ensemble U‘LO K, est un ensemble fermé borné, donc compact, inclus dans la
réunion des J,,, donc dans la réunion des I,,. Il en existe donc un nombre fini I, , ..., I,
qui recouvrent la réunion des K,,. D’apres le lemme 1,

oS N r %)
m’* <U In) <m* (U Kn> +2e <Y mi (L) +2e <Y mi (1) + 2.
n=0 n=0 j=1 n=0

En faisant tendre € vers 0, le lemme 2 en découle. [

Passons a la preuve du théoreme. Si e > 0, pour tout n € N, il existe un recouvrement
de A, par une réunion d’intervalles ouverts (I, m)men deux a deux disjoints tel que

On peut de plus supposer que tous les I, ,, sont inclus dans | — 1, 2[. Comme la réunion
des A, est incluse dans la réunion des intervalles qui est un ouvert, on a

00 00
n=0 n,m=0

Le lemme 2 nous donne

En faisant tendre ¢ vers 0, le théoreme 2.2 en découle. [l
Nous définissons la mesure intérieure d’un ensemble :

Définition. Si E est un sous-ensemble de [0, 1], on définit la mesure intérieure de E
et on note my(F) le nombre m,(E) =1 — m*(E°).

Cette mesure est appelée intérieure a cause du fait que nous approchons le complé-
mentaire d’'un ensemble A par des ouverts contenant le complémentaire [0,1] \ A. En
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repassant au complémentaire, on voit qu’en fait, on approche ’ensemble A par des sous-
ensembles intérieurs a A dont on connait la mesure. D’ou I’appelation “intérieure”.

Nous avons la proposition suivante, dont la preuve est laissée en exercice au lecteur :

Proposition. E C [0,1] est mesurable si et seulement si my(E) = m*(E). En parti-
culier, & est mesurable si et seulement si B¢ [’est.

Nous avons les lemmes suivants :
Lemme 3. Si A C [0,1], nous avons m,(A) < m*A.

Preuve. En effet, AU A = [0, 1], donc m* (AU A°) =1
Or m*(AUA®) <m*(A)+m*(A°) =m*(A)+1—m,(A), donc 1 <m*(A)+1—m.(A),
soit encore m,(A) < m*(A). U

Lemme 4. Tout sous-ensemble A de [0,1] tel que m*(A) est mesurable.

Preuve. En effet, si m*(A) = 0, alors 0 < m,(A4) < m*(A4) =0, donc m.(A) = m*(A).
Ceci implique que A est mesurable. ]

Nous énoncons et démontrons le théoreme d’additivité dénombrable pour les ensembles
mesurables :

Théoréeme. Soit (A,,) une suite d’ensembles mesurables de [0, 1], deuz a deux disjoints.
Alors |,y Ay est mesurable et

o0 o0
n=0 n=0
Nous commencons la preuve par une série de lemmes techniques :
Lemme 5. Si G et Go sont deux ouverts de [0, 1], alors
m*(G1) + m*(Ga) > m*(G1 UG2) + m*(G1 N G2).

Preuve du lemme 5. Si GG1 et G sont des intervalles, c’est évident.

Si G et G sont des réunions finies d’intervalles, c’est encore vrai. En effet, m*(Gy) =
fol Xa, (z)dz (Uintégrale est prise au sens de 'intégrale de Riemann). De méme pour
m*(Ga), m*(G1 UGz) et m*(G1 NGa). L'inégalité (et on a méme égalité dans ce cas)
découle alors du fait que xg, + X6, = XG,uG, + XG.nG,, €galité qui se vérifie aisément.
Si Gi et Go sont des ouverts arbitraires de [0, 1], nous savons que G1 = ;2 I; et
Gy = Ujoio Jj ott les I; sont des intervalles ouverts disjoints et les J; sont des intervalles
ouverts disjoints. Sion se donne € > 0, il existe un entier N tel que > ., m*(I;) < e
et Y C i m(Jj) <e.

On définit G} = Uy I, Gy = UMy Jj, G = U L et GY = U2y Jj- Ona
alors G1 UGy = G} UG, UG UGY. La sous-additivité de m* (théoréme 2.2) donne
m*(G1 U G2) < m* (G} UG)) + 2.



Agrégation : Intégration. 26

De maniere similaire, G1 NGy = (G1 UGY) N (GLUGY) C (GINGL) UG UGY, et donc

m*(G1 N Gag) <m*(G) NGY) + 2.

Maintenant, m*(G1) + m*(G2) > m*(G}) + m*(G}) (car Gy est un ouvert contenant
', de méme pour Ga), et m*(G}) + m*(Gy) = m* (G U Gh) + m*(G} N G,) puisque

G et G sont des réunions finies d’intervalles. Et donc, m*(G1) + m*(G2) > m* (G, U

G2) — 2 + m*(G1 N Gg) — 2e. Le lemme 5 s’obtient en faisant tendre e vers 0. O

Lemme 6. Si A et B sont deux sous-ensembles de [0,1] tels que A C B, alors m*(A) <
m*(B) et m.(A) < m.(B)

Preuve du lemme 6. Le premier point découle du fait que tout ouvert contenant B
contient A. Le second point découle du fait que [0,1] \ B C [0,1] \ A et du premier
point. ]

Lemme 7. Si Ay et Ay sont deuz sous-ensembles de [0, 1], alors
i. m*(A1) + m*(A2) > m*(A; U Ag) + m*(A; N Ag)
7. m*(Al) + m*(Ag) < m*(Al U AQ) + m*(Al N Az)

Preuve du lemme 7. Soit € > 0. Il existe deux ouverts GG, G9 tels que A; C Gy et
As C Gy et tels que m*(G;) < m*(A;) +¢€ pour i = 1,2. On a donc m*(4; U Ag) <
m*(G1 U Ga) < m*(Gy) + m*(G2) — m*(G1 N G2) (la premiere inégalité est triviale, la
seconde découle du lemme 3). On a donc m*(A; U Ay) < m*(A41) +e+ m*(A2) +¢ —
m*(A; N Ag). Le point (i) en découle en faisant tendre e vers 0. Pour le point (ii), on
applique (7) aux ensembles [0,1] \ A1 et [0,1] \ A2. L

Corollaire 1 du lemme 7. Si Ay et As sont deux ensembles mesurables de [0,1],
alors A1 U Ay et A1 N As sont mesurables.

Preuve du corollaire 1. En effet,

m*(Al UAQ) +m*(A1 ﬂAg) < m*(A1> +m*(A2)

A

gréce au lemme 7 (i)

= m. (A1) +m.(A2)
,Al et Ay mesurables

< my (A1 U Ag) + my (A1 N Ag).

grace au lemme 7(i7)

Comme, d’apres le lemme 6, m.(A1NA2) < m*(A1NA2) et my(A1UAy) < m*(A1UAs),
on en déduit que toutes les égalités précédentes sont des égalités, et que m, (A1 NAz) =
m*(A1 ﬂAQ) et m*(Al UAQ) :m*(A1 UAQ). ]

Corollaire 2 du lemme 7. Si A; et Ay sont deuzx sous-ensembles disjoints de [0, 1],
on a my(A; U Az) > my (A1) +m.(Az).

Corollaire 3 du lemme 7. Si (A;) est une suite d’ensembles deuz a deux disjoints

de [0,1], on a
iy <U An) > Zm* (An)-
n=0 n=0
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Preuve du corollaire 3. Le corollaire 2 nous donne que, pour N € N,

o0
S-nam () <ne (00
n=>0
Le résultat en découle en faisant tendre N vers -+o0o. [l

Passons maintenant a la preuve du théoreme 2.5 : Puisque les A,, sont mesurables, nous

avons
.9]

n=0 n=0

n=0

grace au théoreme 2.2

~ n=0

grace au corollaire 3

Comme m (U, o An) < m* (U, 2y An), on en déduit que toutes les inégalités dans la
suite d’inégalités précédentes sont des égalités. Le théoreme 2.5. en découle. ]

Corollaire. Tout sous-ensemble ouvert ou fermé de [0, 1] est mesurable.

Preuve. En effet, tout sous-ensemble ouvert est réunion dénombrable disjointe d’in-
tervalles ouverts, qui sont mesurables. Les ensembles fermés sont complémentaires
d’ensembles ouverts. -

Corollaire. Si A; C Ay C --- sont des sous-ensembles mesurables de [0,1], U~ Ay,

est mesurable et m* (U A,L> = lim m*(4,).

n—-+00o

Preuve. Considérons la suite Ay, As \ Aj, Ag\ Ao, ... Chaque ensemble est mesurable
d’apres le corollaire 1 du lemme 5 puisque 4, \An 1= A, N ([0, 1] \ A,-1). De plus,

ces ensembles sont deux a deux disjoints, donc U A = A1 U U (An\ An1)> est

n=1 n=2
mesurable. De plus

(G An> :m*(A1)+im*(An\An1):m*(A1 )+ lim Zm (A \ Ap 1)

4>
n=1 n=2 +oc

N
= lim m* (Al U U(An\An1)> = lim m*(AN) O

N—+o00 N—+00
n=2

Corollaire. Soit (Ay,), une suite d’ensembles mesurables (non forcément disjoints) de
[0,1]. Alors

(1) U A, est mesurable

n=1

(2) ﬂ A, est mesurable.

n=1
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Preuve. On écrit | J,~; Ay, comme la réunion disjointe

n—1
AU (A2 \ AU (A3\ (A1UAg))u---U (An\ <UAZ>> U---
i=1

Le résultat découle du théoreme 2.5. Le point (2) découle du fait que

ﬂ An = [07 1] \ (U ([07 1] \A")) O
n=1

n=1

Faisons le point de ce que nous avons accompli. A partir de maintenant, si A est un
sous-ensemble mesurable de [0, 1], nous notons m(A) et appelons mesure de Lebesgue de
Alenombre m*(A). Nous notons L ;) I'ensemble de tous les sous-ensembles mesurables
de [0,1]. Nous avons obtenu les propriétés suivantes :

(1) VA e £[071], 0< m(A) <1.
(2) VA, B € £[071], ACB=> m(A) < m(B)
(3) m(0) = 0 et m([0,1]) = 1.

(4) Y(Ap)n € EI[?M] deux & deux disjoints, m (U An> = Zm* (Ap).
n=1

n=1

De plus, m coincide avec la longueur sur les intervalles.
Enfin,

(1/) @ S E[O,l]'
(2/) Ac £[0,1] = [0, 1] \A € £[071}

(3/) (An)n c EI[?])J} = U An S ‘C[O’H'
n=0

L’ensemble des parties de [0, 1] vérifiant les propriétés (1), (2°) et (3’) est appelé une
tribu. Enfin, une fonction m définie sur une tribu de [0, 1] et vérifiant les propriétés (1),
(2), (3) et (4) est appelée une mesure.

2.2 Mesure de Lebesgue des ensembles bornés.

Tout ce qui a été fait dans le cas des sous-ensembles de [0,1] dans la section 2.1 peut-
étre refait pour les sous-ensembles d’un intervalle [a, b] quelconque de R, & condition de
remplacer la mesure intérieure A d’un sous-ensemble de [a, b] par

ms(A) = (b —a) —m*([a,b] \ A).

Toutes les propriétés obtenues seront totalement identiques aux propriétés obtenues
dans la section 2.1. La seule chose qui n’est pas claire est la chose suivante : si A est
un sous-ensemble borné de R contenu dans les intervalles [a, b] et [c, d], est-il vrai que
la mesure intérieure de A en tant que sous-ensemble de [a, b] est la méme que la mesure
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intérieure de A en tant que sous-ensemble de [c,d] ? La réponse est oui, et elle fait
I’objet de la proposition suivante.

Proposition. Si A C [a,b] et A C [c,d], alors
(b—a) —m*(la,b] \ A) = (d — ¢) —m"([c,d] \ A).

Preuve. Tout d’abord, on a A C [a,b] N [¢,d] qui est un intervalle de la forme [e, f] C
[a,b]. Si on montre que (b —a) — m*([a,b] \ A) = (f —e) — m*([e, f] \ 4), on aura
de maniere analogue (f —e) — m*([e, f]\ A) = (d — ¢) — m*([¢,d] \ A) et donc on
aura le résultat escompté. On peut donc supposer que [¢,d] C [a,b], c’est-a-dire que
a<c<d<hb.

Si on montre que le résultat est vrai pour a < ¢ < d < b, alors la proposition en
découlera. En effet, si le résultat est vrai pour les paires d’intervalles [a — 1,0+ 1], [, d]
et et [a—1,b+1],[a,b], on en déduit qu’il est vrai pour la paire d’intervalles [a, b], [¢, d].
Soit ¢ €]0, min(c — a,b — d,1)[. 1l existe un ouvert U de R tel que ([¢,d] \ A) C U et
m*([e,d] \ A) < m*(U) < m*([e,d] \ A) + €. Posons V =Ja — g, c[UUUd, b+ ¢[. V est
ouvert, et nous avons [a,b] \ A C V.

La sous-additivité dénombrable de m* sur l'intervalle [a — 1, b+ 1] se prouve de maniére
completement analogue a la sous-additivité de m* sur 'intervalle [0, 1] (théoreme 2.2).
Et donc,

m*([a,b] \ A) <m*(V) =m*(Ja — e, c[UUU]d, b + )
<(c—a+e)+m*U)+(b—d+e)<c—a+b—d+m*([c,d] \ A) + 3¢,

soit encore

(b—a) —m*(Ja,b]\ A) > (d —¢) —m™([e,d] \ A) — 3e.

D’un autre coté, si V' est un ouvert contenant [a,b] \ A et tel que m*(V') < m*([a,b] \
A) + ¢, alors Ja, c[U]d, ble V'. Posons U' = V' \ ([a+ 5,c— 5]U[d+ 5,b— 5]

V' est une réunion d’intervalles contenant les intervalles |a, ¢[ et ]b,d[ dont la somme
des longueurs vaut m*(V’), et que U’ est cette réunion d’intervalles auxquels on a
retiré les intervalles [a + §,c — 5] Cla,c[ et [d + 5,0 — §] C]d,b[, on en déduit que
m*(U")=m*(V')—(c—a—¢)— (b—d—¢), donc que

Comme

m*([e,d]\ A) <m*(U")=m*(V') — (c—a) — (b—d) + 2¢
<m*([a,b] \ A) — (¢ —a) — (b—d) + 3e.

soit encore que
(b—a) —m*([a,b] \ A) < (d —c) —m*([e,d] \ A) + 3e.
La proposition suit en faisant tendre € vers 0. [
2.3. Mesure de Lebesgue des ensembles de R.
La définition qui suit est alors naturelle.

Proposition et Définition. Si A est un sous-ensemble de R, on dit que A est
mesurable si et seulement si A N [—n,n] est mesurable pour tout n € N*. On pose
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alors m(A) = lim, 1004 m*(A N [—n,n]). Cette limite existe puisqu’une suite crois-
sante converge dans R.

Preuve. 11 suffit de vérifier que la suite m*(AN[—n,n]) est croissante. Cela découle du
fait que m*(AN[—n—1,n+1]) = m*(AN[—n,n|U[(AN[-n—1,n+1])\ (AN[-n,n])]) =
m*(AN[—n,n))+ m*[(AN[-n—1,n+1])\ (AN [—n,n])] > m*(AN[-n,n]) grace aux
caracteres mesurables et disjoints des sous-ensembles considérés dans [—n — 1,n + 1].

O

La proposition suivante est immédiate :

Proposition. St A et B sont deux ensembles mesurables dans R tels que A C B, alors
m(A) < m(B).

Preuve. En effet, AN [—n,n] C BN [—n,n]. O
Le théoreme suivant généralise le théoreme 2.5.

Théoreme. Si (A,) est une suite d’ensembles mesurables de R disjoints, la réunion

est mesurable et
o0 o0
m (U An> = Zm(An
n=0 n=0

Preuve. En effet, si N € N,

m (U A, N[-N, N]) = m(A, N[-N,N) <> m(4,)

n=0

donc
m (U An> < Zm(An)
n=0 n=0

Si A =2, An, et si m(A) = +oo, l'inégalité précédente est alors une égalité. Sup-
posons que m(A) < +00. Sie > 0 est fixé et si k est fixé, il existe un rang N tel que
m(Ay) <m(A, N[=N,N|+ 57, pour n =0,1,..., k. Et donc

k k
> m(An) <Y m(An 0| NN]+5<ZmA N [=N,N]) +em(AN[-N,N]) +
n=0 n=0 n=0
<m(A) +e.
Le théoréme en découle en faisant tendre k vers 4+oo et € vers 0. [l

Corollaire. Toute réunion dénombrable de mesurables est mesurable, toute intersection
dénombrable de mesurables est mesurable, tout ouvert est mesurable, tout fermé est
mesurable.
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3. Compléments sur les ensembles mesurables dans R.

Existence d’ensembles non-mesurables et axiome du choix. On a vu, dans le
théoreme 1.7, que la construction d’ensembles non-mesurables était liée a I’axiome du
choix. Il a été prouvé en logique mathématique, qu’on peut admettre que cet axiome
du choix est vrai, ou bien le réfuter, auquel cas tout sous-ensemble de R est mesurable
pour la mesure extérieure. Toutefois, ’axiome du choix est important : il implique par
exemple 'existence de bases dans tout espace vectoriel, ou encore il implique I'un des
théoremes les plus important de l'analyse : le théoreme d’Hahn-Banach. Il est donc
difficile de s’en passer.

Par contre, un résultat relativement récent de logique mathématique (Solovay, 1966)
assure que ’on peut adjoindre aux axiomes de la théorie des ensembles sans introduire
de contradiction, les formes dénombrables de ’axiome du choix et I'axiome ”tout sous-
ensemble de R est mesurable”, auquel cas il devient possible de faire de ’analyse dans
des cadres dénombrables.

Ces considérations sont, bien entendu, bien au-dela du niveau de 1'agrégation !

Critére de Carathéodory. On peut bien entendu définir la mesure extérieure m*(A)
de tout sous-ensemble A C R gréace a la définition 1.4, que A soit borné ou non. On a
alors le critéere de mesurabilité suivant :

(A C Rest mesurable ) & (VX € E, m*(X)=m"(XNA) +m* (X N[R\A)).

Mesure intérieure. Pour un ensemble borné A C R, la mesure intérieure ms(A)
de A dans [a,b] est par définition b — a — m*(A). Si A n’est pas borné, m,(A) =
limy, 400 M« (A N [=n,n]). On montre que, en utilisant le fait que tout compact est
fermé borné donc mesurable,

my(A) = sup{m(K), K compact inclus dans A}.
On montre aussi le critere suivant :

(A est mesurable ) < (m.(A) = m*(A))

Boréliens et mesurables. On appelle famille des boréliens la plus petite famille
contenant les ouverts et les fermés de R, et stable par réunion dénombrable, par inter-
section dénombrable et par passage aux complémentaire. On la note Bg, et on dit que
Br est la tribu engendrée par les ouverts et les fermés de R. 1l est alors clair que tout
borélien est mesurable. Notons ANk tous les ensembles négligeables dans R, c’est-a-dire
les ensembles dont la mesure extérieure vaut 0. On démontre que la tribu des ensembles
mesurables L est exactement la famille des ensembles BU N ou B € By et N € NR.
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4. Tribus

On présente a partir de maintenant une théorie abstraite de I'intégra-
tion.

4.1. Définition et exemples de tribus.

4.1. Définition. Soit 2 un ensemble et A € P(f2). On note A° = Q\ A.
Soit 7 C P(£2). On dit que T est une tribu si

(1) QeT
(2) VAeP(Q), AecT=A€cT

(3) V(A,)n € PN, U A, eT.
n=0
On dit alors que (£2,7) est un espace mesurable et que tous les élé-

ments de 7 sont les ensembles mesurables.
On appelle mesure positive sur (€2, 7T) toute fonction p : 7 — [0, +0o0]

telle que
(1) @) =0
(2) VY(A,). € P(Q)Y, deux a deux disjoints,

H (U An) - ZM(An)

On dit alors que (€2, 7, 1) est un espace mesure.
Si pu(€) < 400, on dit que p est une mesure finie.
Si =", A, ou u(A4,) < oo, on dit que u est o— finie.

On donne quelques exemples d’espaces mesurés :

4.2. Mesure de Lebesgue sur [a,b]. On prend Q = [a,b]. T est la
tribu My, ; des sous-ensembles mesurables de [a,b] pour la mesure
de Lebesgue m. ([a,b], M[,3),m) est un espace mesuré, et m est une
mesure finie.

4.3. Mesure de Lebesgue sur R. On prend 2 = R. T est la tribu Mg
des sous-ensembles mesurables de R pour la mesure de Lebesgue m.
([a,b], M4 4, m) est un espace mesuré, et m est une mesure o—finie.
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Mesure de Dirac en un point. Soit {2 un ensemble muni de la
tribu 7 = P(Q). Si a € Q, on définit la mesure de Dirac en a par
do(A)=1siac AeT etpard,(A) =0siag AcT.

Mesure de comptage sur N. On prend 2 = N. 7T est la tribu
P(N) et g est la mesure de comptage, c’est-a-dire que pg(A) est égal
au cardinal de A, pour tout A € P(N). (N,P(N), uq) est un espace
mesuré, et uy est une mesure o—finie.

Nous avons la proposition élémentaire suivante :

Proposition. Si (2,7) est un espace mesuré, A,B € T et (A,) €
TN,

o0

WeT, A\BeT, AABeT, ([)A)€eT.

n=0

4.2. Construction de tribus.

Tribu induite. Soit (€2, 7) un espace mesurable. on se donne A € 7.
On note

Ta={BNA/ BeT}.

T4 est une tribu sur A appelée tribu induite sur A par T .

Tribu image réciproque. Soit (2, 7") un espace mesurable et f :
Q — Q. On construit

T={fYB) BecT.

Alors T est une tribu sur Q appelée tribu image réciproque de T' par

f.

Tribu image directe. Soit (£2,7) un espace mesurable et f : Q —
2. On construit

T ={B/f \(B) e T}

Alors T7 est une tribu sur Q' appelée tribu image directe de T par f.
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4.3. Tribus engendrées par un ensemble de parties.

Tribu engendrée par un ensemble de parties. Soit (7;);c; une
famille de tribus sur 2, alors 7 = (),; 7 est une tribu. En particulier,
si A C P(2), l'intersection de toutes les tribus contenant A est une
tribu, appelée tribu engendrée par A. On la note o(A).

Remarques.

Si A= {A}, alors 0(A) = {0,Q, A, A°}.

Si A,BC P(Q), AC Bimplique o(A) C o(B).

Il n’existe pas de procédé effectif (i.e. d’écriture combinant dénombra-
blement complémentation et réunion décrivant les éléments de o(.A)
en fonction des éléments de A.

Proposition. Soit f : Q — Q' une application. Soit A C P().
Alors, f~H(a(A) = a(f(A).

4.4. Tribu borélienne d’un espace métrique.

Tribu borélienne d’un espace métrique. Soit (E,d) un espace
métrique, O la famille des ouverts de F et F la famille des fermés de
E. On appelle tribu borélienne et on note By la tribu o(O).

Proposition. B(F) = o(F). Si E' est un sous-ensemble de E muni
de la métrique induite, les boréliens de E' sont les traces sur E' des
boréliens de E.

Proposition. Br = od{]a, b, a,b € R}.

Preuve. En effet, tout ouverts est réunion dénombrable d’intervalles

ouverts, et ]a, +oo[= U, >,]a, n|. O

5. Fonctions mesurables.
5.1 Fonctions mesurables.

Définition. Soient (Q,7) et (,7’) deux espaces mesurables et
f:Q— Q" Ondit que f est (T,T")—mesurable (ou plus simplement
mesurable) si et seulement si,

vA' e P(Q), AeT =fYA)eT.
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Si (F,d') est un espace métrique, f : Q — F est dite mesurable si et
seulement si elle est (7, Bp)—mesurable.

Si (E,d) et (F,d') sont deux espaces métriques, f : E — F est dite
borélienne si et seulement si elle est (Bg, Bp)—mesurable.

Proposition. Si (Q2,7) et (', T") sont deuzr espaces mesurables et
A" C P(Y) telle que T' = o(A’) ; alors f: Q — Q' est mesurable si
et seulement si, pour tout A’ € A, f1(A)eT.

Proposition. Soit (2, T) un espace mesuré et, pour A € P(Q), xa :
Q — R. Alors xa est mesurable si et seulement si A est mesurable.

Proposition. Soient (FE,d) et (F,d') deur espaces métriques, f :
E — F. Si f est continue, alors f est borélienne.

Proposition. Soient (2, 7T) et (2, T") deuz espaces mesurables. On
suppose que Q =, .y et que pour tous i # j, ;N Q; = 0. On
munit chaque 2, de la tribu induite To, par T sur Q,. Alors f: Q0 —
V' est mesurable si et seulement si, pour tout n € N, fiq, : @, —
est mesurable.

Corollaire. Soit (2, T) et (V,T") deuzr espaces mesurables, f:Q —
Q' mesurable. Soit Ac T,a €, g:Q — Q telle que g4 = fla et
gjac = a. Alors g est mesurable.

5.2. Opérations sur les fonctions mesurables.

Proposition. Soient (0, 7T), (2, 7T") et (Q",T") trois espaces mesu-
rables, f : QQ — ', g: Q' — Q" deux fonctions mesurables. Alors go f
est mesurable.

Proposition. Soit (2, T) un espace mesurable, u,v : Q@ — R mesura-
bles. Posons f(x) = (u(z),v(x)) pour x € Q. Alors f est mesurable.

Preuve. Tout ouvert de R? est réunion dénombrable de pavés I,, x J,
ou I, et J, sont des intervalles de R. Le reste de la preuve suit
facilement. O
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Proposition.

Soit f = u+w: Q — C. ou,v: Q — R sont mesurables si et
seulement si f est mesurable. En particulier, f mesurable implique
| f| mesurable.

- Soient f,g : Q@ — C mesurables et A € C. Alors f + g, \f, fg sont
mesurables. La fonction qui vaut 1/f si f est non nulle et a € C sinon
est elle aussi mesurable.

- Soient f,g : Q,— R mesurables, alors sup(f,g) et inf(f,g) sont
mesurables. En particulier f* = sup(f,0) et f~ = sup(—f,0) sont
mesurables. En effet, sup(f,g) = 3(f + g+ |f — g|) et inf(f,g) =
Wf+g—If—gl).

Proposition. f:Q — R est mesurable si et seulement si, pour tout
a€R, f(a,+o0]) €T.

Corollaire. Soit f, : Q@ — R une suite d’applications mesurables.
Alors supys,, fi, infy>, fi, limsup f, et liminf f,, sont mesurables.

Preuve. En effet, pour a € R

sup fi(z) > a <= = € | J f7([a, +oc)).

k>n E>n

On écrit ensuite que limsup f,, = inf,cny Supgs,, fi- O

Corollaire. Soit f, : 2 — R une suite de fonctions mesurables qui
converge simplement vers une fonctions f : € — R. Alors f est
mesurable.

Preuve. f =limsup f,. O

On remarque que la notion de mesurabilité est d’une grande souplesse,
contrairement par exemple a la notion de continuité.

Ce corollaire est tres maniable d’un point de vue pratique : pour
montrer qu’'une fonction est mesurable, on commence par montrer
qu’elle est limite simple d’une suite de fonctions mesurables.

5.3. Fonctions simples.

Définition. Soit (£2,7) un espace mesurable, f : 2 — R. On dit que
f est simple si et seulement si f est mesurable et prend un nombre
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fini de valeurs. On note S (resp. ST) I’ensemble des fonctions simples
(resp. positives simples).

Les valeurs +o0o et —oo sont exclues afin de ne pas avoir —oo + +00

dans les calculs.

5.16.

5.17.

Proposition. Une fonction f est simple si et seulement si il existe
un nombre fini d’ensembles mesurables Ay, ... A, et un nombre fini de
nombres réels A1, ...\, tels que

f = Z )\iXAz'
=1

Preuve. Dans le sens réciproque, c’est clair. Sinon, poser A; =
{z/ f(x) = \;} ou les \; sont les valeurs prises par f. O

Attention ! la décomposition d’une fonction simple ci-dessus n’est pas
unique. Par exemple,

X[o,1[ +2X[1,20 = X[o,2) + X[1,2)-

Si f, g sont deux fonctions simples et A € R, f+ g, Af, fg, sup(f,g)
et inf(f, g) sont simples.

Le théoreme suivant est fondamental :

Théoréme d’approximation. Soit (Q2,7T) un espace mesurable et
f:Q — [0,+00] une fonction mesurable. Alors il existe une suite
croissante (f,) de fonctions simples qui converge simplement vers f.

Preuve. Construisons tout d’abord la suite (f,,) de la manieére suivante.
Soit n € N. On pose

En,k:{xeﬂ/ggf(xx%} et E, = {zeQ/f(x)>n)

ouk € {0,1,...,n2" — 1}, et on pose

n2"—1 L
fn - Z _XEn,k + nXE;z'

2n
k=0
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La suite (f,) converge simplement vers f. En effet, si f(z) = +o0,
alors pour tout n € N, x € E! | ce qui implique que f,,(z) = n converge
vers +0o quand n — 4o00. Sinon, f(x) < +o0o et donc, pour f(z) < n,
B2 ()
fo(z) = on *nstoo S (2),

ou F(-) désigne la partie entiere.

Il reste a vérifier que la suite (f,,) est croissante ; soit x € 2. Supposons
x € E/, alors f(x) > n implique f,(x) = n. Si 'on suppose que

f(x) >n+1, alors f,11(x) =n+1>n= f,(x). Si 'on suppose que

f(x) € [n,n+1][, alors f,(x) =net frii1(z) = E(QZE(;C)) > E(;n:n) _

car x — F(x) est croissante.
Supposons maintenant « ¢ E), ce qui entraine que x ¢ E] ;. On a
donc

fora () = ful(x) = 2n1+1 (B2 f(z)) = 2B(2"f())) = 0
car, pour tout y € R, E(2y) > 2E(y). O

Si f est bornée, alors il y a convergence uniforme de la suite de fonc-
tions ainsi construite.

Dans la suite, nous intégrerons les fonctions de la maniere suivante :
tout d’abord, on intégrera les fonctions indicatrices, puis les fonctions
simples, ensuite, on intégrera les fonctions mesurables positives grace
a ce théoreme, enfin on intégrera les fonctions mesurables quelconques
en écrivant que f = u + iv ou u, v sont a valeurs réelles et en écrivant
queuv=ut—u ,v=0v"—v".

6. Mesures.
6.1. Généralités sur les mesures.

Nous rappelons la définition d’une mesure positive :

Définition. On appelle mesure positive sur (€2,7) toute fonction
p: T — [0, +00] telle que

(1) w@®=0
2)  Y(A,), € P(QY, deux a deux disjoints,

H (U An) - ZM(ATL)



39

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

Intégrale de Lebesgue.

On dit alors que (£2,7T, ) est un espace mesure.
Si pu(€) < 400, on dit que p est une mesure finie.
Si =", A, ou u(4,) < oo, on dit que u est o— finie.

Proposition. Si (Ay,...,A,) € T" sont disjoints, alors

% (U Ak:) = ZM(Ak)-
k=1 =1

Définition. Soit (2,7, ) un espace mesuré tel que 7 contient les
singletons.
On dit que p est une mesure discreéte si et seulement si il existe un sous-
ensemble dénombrable D de € (donc mesurable) tel que p(D) > 0 et
u(D%) = 0.
On dit que p est une mesure continue si et seulement si pour tout

a€Q, u{a}) =0.

Par exemples, la mesure de Dirac en un point et la mesure de dé-
nombrement sont des exemples de mesures discretes. La mesure de
Lebesgue dans R est un exemple de mesure continue.

6.2. Construction de mesures.

Définition. Soit (£2,7, i) un espace mesuré et A € 7. On note Ty la
tribu induite par T sur A. L’espace (2,74, jt4) est un espace mesuré,
oll on a Posé

VX €T, palX) = u(X).

On dit que pa est la mesure induite par p sur A.

Définition. Soit (2,7, ) un espace mesuré et (2',7') un espace
mesurable. Si f : Q — € est une fonction mesurable, on définit une
mesure p' sur ' dite mesure image de p par f en posant

VA/ c 7—/, ILL/(A/) — lu(f—l(A/))
6.3. Propriétés des mesures.
Proposition. Tous les ensembles considérés ict sont mesurables.

- p est croissante, c’est-a-dire A C B implique p(A) < p(B).
- Sip(A) < oo et B C A alors pn(A\ B) = u(A) — pu(B).
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- (AU B) + n(AN B) = p(A) 4+ u(B).
- 1 est dénombrablement sous-additive, c’est-a-dire

V(A) eTY,  p ([j An) SiM(An)'
n=0 n=0

- Si (A,) est une suite croissante pour linclusion d’éléments de T,
alors

o0
M (U An) = sup u(4,) = nl_lfjloo:u(An)
n=0
- Si (A,) est une suite décroissante pour l'inclusion d’éléments de T,
et si il existe ng tel que u(A,,) < +oo, alors

14 (ﬂ An> =inf u(A4,) = lim wu(A4,).
n=0

n——+00

- Le résultat est faux si on ne suppose pas l'existence d’un ng tel que
(A, < oo. On peut, par exemple, considérer A, =|n,+oo[ dans R.

6.4. La notion de “presque-partout”.

La phrase B C A et pu(A) = 0 implique pu(B) = 0 est fausse car B
n’est pas forcément mesurable. On va introduire la notion de tribu
complétée pour remédier a ce défaut.

Définition. Soit (£2,7, ) un espace mesuré et N € P(€2). On dit
que N est u—négligeable si et seulement si il existe A € T tel que
N C A et tel que u(A) = 0.

En particulier, un sous-ensemble d’un négligeable est négligeable, et
une union dénombrable de négligeables est négligeable. Nous allons
maintenant agrandir la tribu initiale pour que celle-ci contienne les
ensembles p—négligeables.

Théoréme et définition. Soit (2,7, 1) un espace mesuré. L’en-
semble des parties B de §) de la forme B=AUN out A€ T et N est
négligeable est une tribu sur §2, notée T, et appelée tribu complétée de

A~

la tribu T. On prolonge p a T, en posant u(B) = p(A). On vérifie
qu’on obtient bien une mesure. SiT = T,, on dit que T est compléte.
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Par exemple, la tribu des mesurables sur R est la tribu complétée des
boréliens sur R.

Définition. Soit (2,7, u) un espace mesuré. Une propriété P est
dite vraie presque partout si et seulement si I’ensemble des points pour
lesquels elle est fausse est négligeable. On note yu—p.p. ou encore p.p.
Pour (2,7, 1) espace mesuré et sur 'ensemble des fonctions mesura-
bles de €2 a valeurs dans R, on définit la relation d’équivalence fRg
si et seulement si f = g p.p. On appelle classe de fonctions tout
élément de I’espace quotient des fonctions mesurables par la relation
d’équivalence précédente.

7. Intégration.

7.1. Intégration des fonctions simples.

Définition. Si s est une fonction simple de la forme s = 3" ; A\ixa,
ou les A; sont mesurables et forment une partition de Q et ()\;) sont
réels, on appelle intégrale de s par rapport a p le nombre

/QSdM = Z Aip(A).
i—1

Si E est mesurable, on appelle intégrale de s par rapport a pu sur E le

nombre
/Sdu=/(SxE) dp.
F Q

Dans cette définition, on fait la convention que 0 x (400) = 0.

Proposition. 5i s et t sont deux fonctions simples, alors

/(s—l—t)d,u:-/sdﬂ—i—/td,u.
Q 0 0

En particulier, la définition 7.1. est claire, c’est-a-dire que ['intégrale
de s ne dépend pas de la décomposition s = Y - \ixa, choisie (il
suffit de prendre t = —s).
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Preuve. Si s =3 " aixa, et t =377, Bjxp, o les (A;) forment une
partition de 2 et les (B;) aussi,

n m

s+t = Z Z(CM + Bi) XAz
i=1 j=1
donc
/(s+t)du 2 (et Bi)(Ai N By) =
Q =1 j=1
:Z%ZMAQB ZBZ (AN Bj)
1=1 J=1 J=1 =

n

=D _ il Ai) + 3 Bin(B))

1=1

car les (4;) et les (B;) forment une partition de 2. On a bien obtenu

/(s+t)du:/sdu+/tdu. O
Q Q Q
Propriétés.

- Sipp=0,, alors [, sdu = s(a).

-SiAER, [o(As)du =\ [, sdpu.

- Si s et t sont simples telles que s < t, alors [,sdp < [ tdp.

- Sis =) Aixa est simple et E €T, [psdu=> A\u(A;NE).

- Si (E,) est une suite croissante d’ensembles mesurables dont la
réunion est €2, alors lim,, fEn sdy = fQ sdu, pour toute fonction
simple (cela découle du fait que pour tout A € T, lim,,_, o p(ANE,) =
u(A).

Si E,F €T sont disjoints, [ »sdu= [psdu+ [,sdpu.

7.2. Intégration des fonctions mesurables positives.

On note M™ l'espace des fonctions mesurables positives de (Q, T, i)
dans R+.

On rappelle que si (f,,) est une suite croissante de fonctions, alors
f =1im,_, 1 f, existe en tant que fonction f:Q — R,.

Enfin, on remarque que si f € M™, alors pour tout £ € T, fxg €
M.
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On rappelle que S désigne 'ensemble des fonctions simples, et ST
I’ensemble des fonctions simples positives.

Définition. Si f € M™, on pose

fd,u— Sup/sd,u.
seSt
s<f

/fdu /fxE)

On remarque que, si f est simple positive, la définition actuelle est
identique a la précédente.

Si f,g € M*, f <gimplique [, fdu < [,gdp.

Si feMtet E,FeT,ECF implique [, fdu < [, fdp.

Si F € T, on pose

Théoreme de la convergence monotone ou théoreme de Bep-
po-Levi. Soit (f,), € MY une suite croissante de fonctions mesu-
rables positives. S1 f = lim, . fn, alors

/fdu—nggl /fndu-

Preuve. Pour tout n € N, f, < f implique / fodu < / fdu et donc
9) )

lim / fndp (qui existe car une suite croissante converge dans R)
n—+o00 [o

est inférieure a [ fdu.

Soit A €]0, 1] et soit s € ST telle que s < f. On note, pour n € N,

E)(s) ={z € Q/ As(z) < fulx)}.
Pour tout n € N, E)N(s) = (As—f,,)"*(]—00,0]) € T. De plus, (E}(s))n

est une suite croissante. Il est alors clair que | J>7, En(s) = Q. On
obtient donc

A/ Sduz/ Nsdps < fndMS/ fduﬁ/fdu-
E)(s) E)(s) E)(s) E)(s) Q
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En particulier, en faisant tendre n vers l'infini et A vers 1 dans cette
inégalité, nous obtenons

/sdus im [ fodp< lim /fndué/fdu-
Q Q Q

n—-+00o E’,’}(s) n—-400o

En prenant la borne supérieure quand s < f, nous obtenons le résultat.
U

Corollaire. Si (uy), € (MY, alors

Corollaire. Une série, c’est une intégrale. Si f : N — R™, et si
Uespace mesurable (N, P(N)) est muni de la mesure de comptage piq,

on a .
/ fdua=>_ f(k).
N n=0

Preuve. Posons pour n € N, E, ={0,1,...,n} et f, = fxg,. On a
fo =00/ (k)X et f, est une suite croissante qui converge sim-
plement vers f. On a donc

i [ fodus = [ 7
n—-+o0o N N

Or

/ fodptg = / (Z f(k)x{k}> dpa = FR)pa({k}) = 3 f (k).
N N =0 k=0 k=0

[
L’hypothese de croissance des f,, est fondamentale. En effet, si 'on
prend f,(x) =0siz <n, fo(r) =1sixz €n,n+1][ et f,(x) =0 si
x > n—+ 1, alors f,, converge simplement vers 0, 'intégrale sur R des
fn(x) vaut 1 et ne converge pas vers l'intégrale de la limite qui vaut
0.

En utilisant le théoreme d’approximation 5.17 et en passant a la limite
en utilisant le théoreme de convergence monotone 7.5, on en déduit la
propriété suivante :
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- Si f,g € MT et si o, 8 > 0 alors [,(af + Bg)dp = o [ fdp +
B Jogdp.

On obtient aussi la propriété suivante :
- Si (E,) est une suite croissante d’ensembles mesurables et £ =

Ur—o En, f € MT, onalim fE fdp= [, fdp (considérer f, = fxg,).

Enfin, on montre facilement :

-SiE,FeTet ENF=0,alors [, ,fdu= [, fdu+ [, fdu.

Théoréme de Fatou. Soit (f,), € (MY, alors

/ liminf f, dp < lim inf/ fndp.
0 )

Preuve. On pose g, = infy>, fi alors g, est croissante et converge vers
liminf f,,. Donc

/ Gn At —> 100 / liminf f, du
Q Q

Or, pour tout n € N, g, < f,,, donc
lim inf/ fndp > 1lim inf/ gndp = lim/ gn dp = / liminf f, du
Q Q Q Q

L’inégalité dans le théoreme de Fatou peut-étre stricte comme le mon-
tre 'exemple suivant : on prend f,(x) = n pour xz € [0,1/n] et f,(x) =
0 sinon. f, converge simplement vers 0 sur R*, donc [liminf f, (z)dx =

0. Or [, fo(z)dz = 1.

7.3. Absolue continuité d’une mesure par rapport a une autre.

Proposition et définition. Soit p € M™. L’égalité

VE €T, v(E) = / pdp
E

définit une mesure v sur (€2, 7). Elle vérifie u(E) = 0 = v(E) = 0. On I'appelle mesure
de densité p par rapport a la mesure . On note v = pu ou encore dv = pdpu.

Preuve. v(0) = f(/) pdp = 0. De plus si (E),) est une suite d’ensembles mesurables deux
a deux disjoints,

v (U En) = / pXU, B, A = / (pra,,) dp
Q Q n=0

n=0
00

oo
— PXE, dp =) v(Ey). O
Corollaire 7.6;/9 XE, OHt Z (En)

n=0
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Proposition. Vf € M,
[ v = [ (so)dn
Q Q
Preuve. On le vérifie pour les fonctions simples. On passe a la limite pour I'obtenir
pour les fonctions mesurables. ]
La réciproque fait 'objet de la suite.
Définition. Si deux mesures i et v sont données, on dit que v est absolument continues
par rapport a p et on note v << pu si
VE €T, wE)=0=v(E)=0.
Proposition. v << p si et seulement si
Ve >0, Ja >0 (WE) <a)= (V(F)<e).

Théoréeme de Radon-Nikodym. Si p et v sont deux mesures telles que v << p.
Alors il existe une unique ( & pu—p.p. prés) fonction mesurable positive p telle que
dv = pdu.

PP , L , . dv
Définition. p est alors appelée la dérivée de Radon-Nikodym et est notée 0

1
7.4. Intégration et ‘“presque partout”.
Proposition. Si f € M™, [, fdu = 0 si et seulement si f = 0
H—=P-P-
Preuve. La réciproque est claire. Montrons I'implication directe. Soit
1
A={xcQ/ f(z) >0} et pour n € N, E, = {z € Q/ f.(z) > -}
Alors, pour tout n € N, A = |J° ) E, et la suite (E,) est croissante.
On a donc pu(A) = limu(E,). Or
1 E
0=/fdu2/ fdMZ/ —duzu( ”),

donc u(FE,) = 0. Ceci entraine u(A) = 0. O
Proposition. Si f € M™ est telle que [, fdp < 400, alors f est

finie presque partout.

Preuve. Si A = {x € Q/ f(x) = 400}, on a (+00)xa < f, donc
(+00)u(A) < +oo. Ceci entraine u(A) = 0. O
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Proposition. Si f,g € M*, alors f = g p—p.p. implique [, fdp =
Ja g dp.

~

Preuve. Posons h = inf(f,g) € M*. Définissons f(z) = f(z) — h(z)
si h(x) < 400 et f(x) = 0 sinon. Définissons de méme, g(z) =
g(x) — h(x) si h(z) < +o00 et g(x) = 0 sinon. On a fe Mt et
GeEM*. Onaf=Ff+h, g=g+h Deplus, fetg sont nulles
presque partout. Donc

/fdu=0 :/fdu:/hdu
Q Q Q
/ﬁdu=0 =>/gdu=/hdu,
Q Q Q

d’ou le résultat. O

Extension du théoreme de la convergence monotone. Soit
(fi)n € (MY une suite croissante presque partout et qui converge
presque partout vers f. Alors

/fdu: lim /fndu.
Q n—+00 Jq

Preuve. En effet, f, est croissante et converge vers f sur A € T tel
que p(A°) = 0. On applique le théoréeme de la convergence monotone
a la suite de fonctions (f,x4) et on utilise le fait que f,xa = fu p-p-

et fxa =/ p.p. O
7.5. Fonctions intégrables.

Définition. Soit f : (2,7,u) — C mesurable. On dit que f est
p—intégrable si et seulement si [, |f|dp < +oo. On note L£'(Q)
I’ensemble de ces fonctions. Si f =u+ivetu=u"—u_,v=0v"—v—

ou ut = sup(u,0) et v~ = sup(—u,0), on pose

/fdu:/qud,u—/u_d,u-l—z'/va’d,u—z'/v_d,u
) ) ) ) )

Si E € T, on dit que f est intégrable sur F si et seulement si fyg est
intégrable.
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Théoreme.

- LY(Q) est un C—espace vectoriel.

- L’intégrale I : L1() > f — [, fdp est une forme linéaire positive
sur L1(Q), c’est-a-dire que f > 0 entraine I(f) > 0.

- fo fdu] < f, 1 dp.

~NIfllh = [ |fldp définit une semi-norme sur L£'(€2).

7.6. Le théoreme de la convergence dominée.

Lemme. “Théoreme de convergence monotone pour les sui-
tes décroissantes. Soit (¢), une suite décroissante de fonctions
mesurables de ) dans R convergeant simplement vers 0 sur 2. On
suppose que [, o dp < 400, alors pour tout n € N, [, ¢ndp < +00
et lim,, [, ¢, dp = 0.

Preuve. On applique le théoreme de la convergence monotone 7.5 a
la suite ¢, = @y — ¥y 0

Théoréme de la convergence dominée (Lebesgue 1908-1910).
Soit (f,) une suite de fonctions mesurables & valeurs complexes de
Q dans C qui converge simplement vers f. On suppose qu’il existe
g : Q — RT intégrable telle que, Yn € N, |f,| < g ; alors :

(i) les fn et f sont intégrables.

(4i) lim /\f faldp = 0.

n—-+00
(i3 /fdu:hm/fnd,u.
Q noJa

Preuve. |f,| < g implique [, [fnldp < [, gdp < 400, donc les f,, sont
intégrables. |f,| < g implique |f| < g. On a donc la méme conclusion
pour f, d’ou le point ().

Pour le point (i), posons ¢, = supys, |fr — f|- (pn) est une suite
décroissante de fonctions mesurables qui tend simplement vers 0. Or

/soodu<sup/\fk!du+/If\du§2/gdu,
k>0 Q Q

et donc lim/ ondp=0. Or ¢, > |f, — f|- Le point (ii) en découle.
nJa
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Pour le point (7ii), on écrit que

/andu—/gfdu‘S/Q\f—fn|du—>%+oo 0. O

Applications aux séries. Soit (u,) = f(n) une série absolument
convergente. Si Q2 =N, T = P(N) et p = pq est la mesure de comp-

tage, on a
(0.¢]
> = [ Fau
n=0 N

Preuve. Posons E, ={0,1,...n} et f, = fxg,, alors pour tout n € N,

|fn‘ < ’f\ = g. De plus medﬂd = Zf:()\uﬂ < 400, donc g est
intégrable. Or,

Vn €N, /fndud:Zuk.
N k=0

Le théoreme de la convergence dominée entraine donc que

/ fdug = Zud. L
N n=0

Théoreme de la convergence dominée pour les séries. Soit
(@n(m))pmen une famille de nombres complezes. On suppose qu’il
existe une série ¢, de réels positifs ou nuls qui converge et telle que,
pour tout (n,m) € N2, on ait |a,(m)| < c,. On suppose de plus que,
pour tout n € N, lim,,, o a,(m) = b,. Alors > |b,| < +00 et

ml—i}—&r—loo Z n (m) - Z On:
n=0 n=0
7.7. Intégrabilité et “presque partout”.

Définition. Sur £(£2), on définit la relation d’équivalence fRg si et
seulement si f — g = 0 p.p. On note L}(Q) = L1(Q)/R. L'(Q) est
I'espace des classes de fonctions. Si f € L'(Q2), toutes les fonctions
¢ dans la classe f ont la méme intégrale sur €. On note fQ fdu =

Jo e dp.
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Théoreme.
- LY(Q) est un C—espace vectoriel.
- L’intégrale I : L'(Q) > f fQ fdu est une forme linéaire positive.

UQfd:“‘ < Jo fldu.
-l = [o |f| dp définit une norme sur LY(Q).

Extension du théoréme de la convergence dominée. Soit (f,)
une suite de fonctions mesurables de ) dans C qui converge simple-
ment p.p. vers f. On suppose qu’il existe g : Q@ — R intégrable telle
que, Yn € N, |fu| < g p.p. ; alors :

(i) les fn et f sont intégrables.

i) tim_ [ 17~ fldu =0,

n—-+0o

(i) /Q fdp = lim /Q £ dy.

Théoreme d’intégrabilité termes a termes des séries de fonc-
tions. Soit (u,) une suite de fonctions de L*(2). On suppose que

D gl < +oc.

Alors :
- La série de terme général (u,) converge absolument presque partout ;
- flx) =307 g un(z) est définie p.p et est intégrable ;

/f ) dps(x Z/undu

Preuve. On a [, > o lun| dp = >"0" [q lun| dp < 400 donc

> o |un| < 400 p.p. ce qui implique que >~ u, converge absolu-
ment presque partout.

Jo lf(@)|du(z) <3207 Jo lun| di < +00, done f est intégrable.

On applique ensuite le théoreme de la convergence dominée a s, (x) =
> o Uk () qui est majorée par la fonction intégrable

g(w) = 3= [un(2)] 0
Corollaire. L'(Q) est complet.

Preuve. Tout espace vectoriel normé dans lequel toutes les séries nor-
malement convergentes sont convergentes est un espace de Banach.
O
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7.8. Liens entre intégrales de Lebesgue sur R, intégrales de
Riemann et intégrales généralisées.

Définition. Soit {2 un mesurable de R et f : & — C mesurable. On
appelle intégrale de Lebesgue sur () I'intégrale de f pour la mesure de
Lebesgue induite sur 2.

Théoréme. Soienta < b € R et f:[a,b] — C. Si f est intégrable
au sens de Riemann, alors f est intégrable au sens de Lebesque et les
deux intégrales sont égales.

Preuve. Notons f;f(as)d:c I'intégrale de Riemann de f et f[a’b] fdm
celle de Lebesgue. Quitte a raisonner sur les parties réelles et imagi-
naires de f, on peut supposer que f est a valeurs réelles.

On sait qu’une fonction Riemann intégrable est bornée et continue
sauf sur un ensemble négligeable. En particulier une fonction Riemann
intégrable sur un intervalle [a, b] est Lebesgue intégrable.

Soit € > 0. Soient ¢ une fonction en escalier inférieure a f, ¢ une
fonction en escalier supérieure a f telles que f;(w(x) — p(z))dx < e.
@ et 1 sont alors des fonctions simples, et les intégrales de ¢ et ¥ au
sens de Riemann et de Lebesgue coincident. On a donc

/ab o(z)dxr < /abf(x)da: < /abw(as)dx

b b
/ o(x)dr = / pdm < fdm < / Ydm = / Y(x)de,
a [a,b] [a,b] [a,b] a

ce qui implique que

et

—sslﬂwm—wmwmsﬁgfmn—é?WMm

b
< [ (i) - pl@)iz <=
Le résultat en découle en faisant tendre € vers 0. O

Théoréme. Soit f : [a,+oo[— C Riemann-intégrable sur tout com-
pact. Alors, l'intégrale généralisée faoo f(x)dzx est absolument conver-
gente si et seulement si f est intégrable au sens de Lebesque. On a

alors [ f(z)dz = f[a7+oo[fdm.
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Preuve. Le théoreme de la convergence monotone implique que

a+n
lim / f(x)dx = lim fdm = | f|dm.

n—-+00 n—-+o0o [CL,CL—FH] [a,—l—oo[

On en déduit que f est Lebesgue-intégrable sur [a, +00[. On pose alors
Jn = [Xja,a+n)- En appliquant le théoreme de la convergence dominée
a f,, on en déduit le théoreme. 0

Théoréme. Soit f : [a,b|— C Riemann-intégrable sur tout compact.

Alors, lintégrale généralisée fab f(x)dz est absolument convergente si
et seulement si f est intégrable au sens de Lebesque. On a alors

fabf(x)dx = f[a’b[ fdm.

Preuve. Analogue a la précédente. On prend une suite (b,) dans [a, b]

qui converge vers b et on pose alors f, = fX[.p,]- En appliquant le

théoreme de la convergence dominée a f,, on en déduit le théoreme.
O

7.9 Intégrale fonction de la borne supérieure.

Proposition. Soit f : [a,b] — C intégrable. Soit F(xz) = [ f(t)dt.
Alors F' est continue sur |a, b|.

Preuve. Soit x € [a,b] et (x,) une suite de [a,b] qui converge vers
x. On applique le théoreme de la convergence dominée a la suite de
fonctions fx(4u,]- O

- On montre que f est dérivable en tout point x ou f est continue.

- On montre aussi, ce qui est beaucoup plus long et beaucoup plus
difficile que F' est presque partout dérivable et que F' = f presque
partout.

7.10 Intégrales dépendant d’un parametre.

Le théoreme suivant, quand l’intervalle d’intégration est compact,
rend bien des services et est plus souple d’utilisation que le théoreme
de continuité ou de dérivation usuellement employé dans le cadre de
I'intégrale de Lebesgue. Il est donc a connaitre, d’autant plus que la
preuve de celui-ci est tres élémentaire.
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7.35. Théoreme de continuité et de dérivation sous le signe somme
pour un intervalle compact. Soient a < b deux réels, (E,d) un
espace métm’que et f la,b] x E — C. Si f est continue, alors

Uapplication F(x f f(t,z)dt est continue sur E.

St I est un zntervalle deR et si f:a,b]xI— C est telle que 8f existe
et est continue sur [a,b] x I, alors l'application F(x f f(t,z)dt est
de classe C1 sur I et F'(x) = fa O (t,2)dt.

Si U est un ouvert de C et si f : [a,b] x U — C est contz’nue et telle
que z — f(t, z) est holomorphe, alors l’application F(z f f(t, z)dt
est holomorphe sur U et, pour tout n € N, F"(z) = b 01 (¢, z)dt.

a 0z

Preuve. Soit (x,) une suite de E convergeant vers z. L’ensemble
K = {x,, n € N} U {x} est compact (¢f. [Gourdon], p. 31). La
fonction f est continue sur [a,b] x K qui est compact, donc f est
uniformément continue.

Soit ¢ > 0. Il existe a > 0 tel que, pour tous ¢, ' dans [a, b] et pour tous
y,y dans K, |t —t'| < avet d(y,y') < o impliquent |f(¢,y)—f(',y)] <
e. En particulier, si N € N est tel que, pour tout n > N, on ait
d(z,,r) < a, on en déduit que

VneN, n>N=|F(z,)— \</\ft:1:n flt,x)|dt < (b—a)e.

On en déduit la continuité de F' en x et le premier point du théoréme.
Pour le second point, soit x € I et h € R tels que z +h € I. On a

b
(x+h /ftx—l—h f(t,x )dt:/g(mh)dt

avec
tof

g(t,z, h) = o

——(t,z + uh)du.

Le premier point montre que h — ¢(t,z,h) est continue et tend vers

0 _

a—f (t,z) quand h — 0. Le premier point montre encore que w
x

admet une limite quand h — 0 qui vaut f t (t,x)dt. Le deuxieéme

point en découle.

La preuve pour I’holomorphie est analogue a la preuve du point précé-

dent (on rappelle qu'une fonction est holomorphe en z si et seulement
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si la limite quand h — 0, h étant complexe de w existe). La
formule se prouve par récurrence sur n € N. O

Les autres théoremes de continuité et de dérivation sous le signe
somme sont des corollaires du théoreme de convergence dominée de
Lebesgue.

Théoréme de continuité sous le signe somme dans le cadre de
I’intégrale de Lebesgue. Soient (2, 1) un espace mesuré, et (E,d)
un espace métrique. Soit f : QA x E — C telle que :

i. Pour toutx € E, t — f(t,z) € L'(Q)

it. Pour presque tout t € Q, x +— f(t,x) est continue.

iii. Il existe une fonction g € LY(Q) telle que, pour presque tout t € )
et pour tout x € Q, |f(t,x)| < g(t).

Alors Uapplication F : x — [, f(t,z)du(t) est continue.

Preuve. Prendre une suite (z,) qui converge vers x et appliquer le
théoreme de la convergence dominée a f,(t) = f(t, x,). O

Théoreme de dérivation sous le signe somme dans le cadre
de l’intégrale de Lebesgue. Soient (€2, ) un espace mesuré, et I
un intervalle de R. Soit f: Q) x I — C telle que :

i. Pour toutx € E, t — f(t,x) € L'(Q)

i1. Pour presque tout t € Q, x> f(t,x) est dérivable.

iii. 1l existe une fonction g € L*(Q) telle que, pour presque tout t €
et pour tout x € €2, |%(t, x)| < g(t).

Alors Uapplication F : x — [, f(t,

F'(z) = [o 5 (t2)du?).

Ydu(t) est dérivable, et

Preuve. On prend une suite (h,) qui tend vers 0 telle que, pour tout
xe€l,x+h, €l Ona

F(:z:+h /fth’Jrh —fltz)

De plus, comme dans la preuve du théoreme 7.34, on a

f(t7x+hn)_f(t7$)_ af
Iy ~ Jo Ox

gn(t) = ——(t,z + uhy)du.
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Le théoréeme de la convergence dominée donne la convergence de g, ()
vers %(x,t) et la majoration |g,(t)| < g(¢). Une nouvelle application
du théoreme de la convergence dominée donne le résultat. O

Théoreme d’holomorphie sous le signe somme dans le cadre
de l’intégrale de Lebesgue. Soient (2, u) un espace mesuré, et U
un ouvert de C. Soit f:Q x U — C telle que :

i. Pour tout z € U, t — f(t,2) € L(Q)

it. Pour presque tout t € Q, z — f(t,z) est holomorphe

iii. Il existe une fonction g € L*(Q) telle que, pour presque tout t €
et pour tout z € U, |f(t,2)| < g(t).

Alors Uapplication F : z — fQ t 2)du(t) est holomorphe dans U, et

pour tout n € N, F™(z) = [, az" L(t,z)du(t).

Preuve. On prend une suite (h,) de nombres complexes qui tend vers
0 telle que, pour tout z € U, z+h e U. On a

(z+h /f Z+h — f(t,2 )d

De plus, comme dans la preuve du théoreme 7. 34, on a

_ ft,z+hy) = f(t,z) Lof

Pour poursuivre, nous avons besoin du lemme suivant :

——(t, z + uh,)du.

Lemme. 5% ¢ est holomorphe dans un voisinage du disque de centre
z et de rayon r, on a

1 p(€)d¢
2mi 0D(z,r) (C - 2)2
Preuve du lemme. En effet, ¢’ est holomorphe donc

! d 2m .
QO/(Z) _ L/aD( )QOC(C) C _ i/ QO/(Z—{—’I“BZH)CZQ

2 —z 2m

p'(z) =

Si ¢(0) = 5=(z + re®), alors ¢'(0) = 5=¢'(z + re®)ire. En partic-
ulier,

o [0 (607 " (6)
#(z) _/0 iret? 0= [irew]O * o re? 40 ' -
=0 1 p(Q)d¢

2mi OD(z,r) (C - Z>2
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Revenons a la preuve du théoreme. Soit r > 0 tel que D(z,r) C U.
Il existe un rang N a partir duquel z + h,, € D(z,7/2). Le lemme
précédent donne, pour u € [0,1] et n > N,

of _ 1 f(t,¢)
0z (2 uha) = 50 /6D(z,r) (= 7%

271 (z + uhy))
2 i0
S S
donc
‘%(t,z + uh,)| < @

Le théoreme de la convergence dominée donne la convergence de g, (t)

vers %(t,z) et la majoration |g,(t)| < @. Une nouvelle application
du théoreme de la convergence dominée donne le résultat. O

8. Intégrales multiples.
8.1. Tribus produits.

Définition. Soient X et Y deux ensembles, et f: X xY — C. Soit
E C X xY. On appelle section de E en x ’ensemble

E,={yeY, (z,y) eE}CY
et section de E/ en y ’ensemble

E'={x€e X, (z,y) € E} C X.
On note f, :y € B, — f(z,y) et fY:x € EY— f(z,y).
Nous avons les propriétés suivantes :

- (EC):L‘ = (Ear)ca (Ec)y — (Ey)c
- (Unto Bn), = UnZo(Bn)ay (Unlo Bn)” = Unlo(En)Y.

- (XB): = XE,-
- (fUD)).e = £, 1(D).
- (Ax B), = B ou .

- ENF # ) implique qu'il existe = tel que E, N F, # 0.
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8.2. Définition. Soient (X,.A) et (Y,B) deux espaces mesurables. On
appelle rectangle tout ensemble de la forme Ax Bou A € Aet B € B.
L’ensemble des rectangles est noté R. Il est stable par intersection
finie.

On appelle tribu produit de A et B et on note A® B la tribu o(R).
8.2. Mesure produit.
8.3. Lemme. Soient (X,A) et (Y,B) deux espaces mesurables.
() EFeAB=Vxe X, VYyeE, E,cBetEEA.
(73) Soit f : (X xY,A® B) — (Q,T) mesurable, alors Vx € X et
VyeY, f. et fY sont mesurables.
Preuve. Soit F ={F € A®B/Vre X, E, € B}. Ona F C A® B.
Si F est une tribu contenant R, alors A ® B C F.
Montrons donc que F est une tribu sur X x Y.
e Fcar,=0¢B.
Si £ € F, alors E* € B. On a (E°), = (F,)¢ € B donc E° € F.
Si (E,), est une suite d’éléments de F, alors
(U E) = U@, €8,
n=0 x n=0
donc |J,—, E, € F. Ceci acheve de montrer que F est une tribu.
Montrons maintenant que R C F.
Si Ax B € R, alors (A x B), = B ou () est dans B. Ceci prouve bien
que R C F. Le point (i) est donc prouvé.
Montrons (i7). Soit D € T, alors (f;1)(D) = (f~Y(D))., d’ou le

résultat. O

8.4. Lemme. Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deuxr espaces mesurés ot i et
v sont o—finies. Alors x — v(E,) et y — u(EY) sont mesurables si
EcA®B.

Preuve. Les applications sont bien définies d’apres le lemme 8.3. Nous
avons besoin de la notion de prétribu :

8.5. Définition. Soit {2 un ensemble et T C P(£2). T est une prétribu sur

() si et seulement si :
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(i) QeT.
(1) VA € P(Q), AeT=>A€cT.
(747) Pour toute suite (A,) d’ensembles deux a deux disjoints de T,

ona (U A,) €T.

On vérifie qu’une intersection de prétribus est encore une prétribu.
En particulier, on peut définir la prétribu engendrée par une famille
C d’ensembles comme étant l'intersection de toutes les prétribus con-
tenant C. On la note 7(C).

Lemme de Lusin. Si C C P(2) est non vide et stable par inter-
section finie, alors la prétribu engendrée par C coincide avec la tribu
engendrée par C. En d’autres termes, w(C) = o(C).

Preuve. Soit £ la prétribu engendrée par C. Soit & = {B € £/ BNA €
E, VA € C}. On vérifie que & est une prétribu contenant C et contenue
dans &, et donc que & = €& :

- & contient C car C est stable par intersection finie

- ) € & est immédiat.

-Si B € &, alors BN A € € pour tout A € C. Montrons que B¢ € &,
c’est-a-dire que, pour tout A € C, B N A € £. Soit A € C. On a
BnAefet (BNA)NA®=(. On en déduit que (BN A)U A° € &
car A¢ € &, et donc que [(BNA)UA]*=(B°UA)NA=B‘NAE€,
ce qu’il fallait démontrer.

- Si (B,,) est une suite d’ensembles deux a deux disjoints de &, pour
tout A € C, la suite (B, N A) est une suite d’ensembles deux a deux
disjoints dans &, donc (|J B,)NA = J(B,NA) € £ ce qui montre que
U B, € &.

Soit & ={B €/ BNB € &, VB € £}. On prouve exactement
comme pour & que & est une prétribu. De plus, C C &. En effet,
si BeC,onaBNB €& pour tout B € £ puisque &€ = &. On en
déduit comme auparavant que & = €&.

De tout cela, on déduit que & est une prétribu stable par intersection
finie. On en déduit que £ est une tribu : soit (A, ) une suite d’éléments
de £. La suite (A]) définie par Ay = Ay, A} = Ay \ 41 = Ay N Af,
oy A=A\ (AU - UA,1) = A, NAGN--- N AS_| est encore
une suite de £ (puisque £ est stable par intersection finie), et donc
Uo—o An = U, 4], € €. Ceci acheve de prouver que € est une tribu.
Le lemme de Lusin est donc prouvé. O
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Remarque. Le lemme de Lusin est faux si C n’est pas stable par
intersection finie. Si par exemple 2 = [0,3] C R et C =0, ¢t[U]t, 3] pour
t = 1,2, alors 7(C) = {0,{0,1,3},{0,2,3},{0,1,3}%{0,2,3}°,Q} et
{0,1,2,3} est dans o(C) et pas dans w(C).

Remarque. Dans la construction initiale de la famille des ensembles
mesurables pour la mesure de Lebesgue, nous avions construit dans un
premier temps une prétribu. Ensuite, comme la famille des ensembles
mesurables était stable par intersection finie, nous en avons déduit
que la famille des mesurables formait une tribu.

Revenons a la preuve du lemme 8.4. Supposons tout d’abord que la
mesure v est finie. Posons

E={F e A® B/ x+— v(E,) est mesurable}.

On a & C A®B. La famille R des rectangles est stable par intersection
finie. 11 découle du lemme de Lusin que 7(R) = ¢(R).

OnaR C Ecar,si € R,alors E=AxBouAeAet B € B,
et, Ve € X, v(E,) =0siz ¢ Aet v(E,) = v(B)siz € A, ce qui
implique que F € £.

Montrons que £ est une prétribu.

-Ona X xY €&, car z — v(E,) est constante et vaut v(Y").

-Si E € &, alors ¢ — v(FE,) est mesurable, ce qui implique que
r — v((E:) = v((E;)°) = v(Y) — v(E,) est mesurable, donc que
Eceé&.

Si (E,) est une suite de £ d’ensembles deux a deux disjoints, alors

Vo € X, v ((U En) ) =V (U(En):b> = ZV((ETL)OL)

n=0 n=0

car les (E,), sont deux a deux disjoints. On en déduit que I’application

(=)

est limite simple de la suite d’applications mesurables

n=0 n=0
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quand N — 400, donc qu’elle est mesurable. Ceci montre que £ est
une prétribu et acheve de montrer le lemme 8.4 quand la mesure v est
finie.

Si la mesure v est o—finie, alors Y = [J77 Y, ol les Y;, sont deux &
deux disjoints, mesurables. Posons v, (E,) = v(E, NY,) = v((EN
Y,)s), alors v(Ey) = > 07 vy (Ey) et o, pour tout n € N, z — v, (E;)
est mesurable. On en déduit que x +— v(E,) est une limite simple
de fonctions mesurables, donc que c’est une fonction mesurable. Le
lemme 8.4 est donc prouvé si v est o—finie. O

Théoréme et Définition. Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deuz espaces
mesurés avec p et v deur mesures o—finies. Il existe une unique
mesure, notée u Q v, telle que

VAe A, VBeB, (u@v)(Ax B)=u(AuvB).

On a

VEcA®B,  (n®v)(E) = /X V(E,) dy(z) = / u(EY) dv(y).

Y

v est appelée la mesure produit de i et de v. FElle est o—finie. De
plus, elle est finie si et seulement si p et v sont finies.

Preuve. Notons \i(E) = [, v(E,) du(z) et Mo(E) = [, u(EY) dv(y).
Montrons tout d’abord que Ay et Ay sont deux mesures sur X XY et
que, pour tout (A, B) € Ax B, Mi(Ax B) = u(A)v(B) = X\(A x B).

Il est clair que A\ () = 0. Si (E,) est une suite d’éléments de A ® B
deux a deux disjoints, alors

Al (U En> = /Xu (U(En)l) du(z)
= [ S vE)) dute) = Y /X V((En)2)dp(),

car les x — v((FE,),) sont mesurables positives, et donc

(08) - Snie
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Intégrale de Lebesgue.

La preuve pour Ay est identique. Enfin, si (A4, B) € A x B,

M(A X B) = / v((A X B),)du(x)

— /XV(B)XA(x)d,u(x) = I/(B)/ xadp = v(B)u(A).

X
De méme, \y(A x B) = u(A)v(B).

Montrons l'unicité d’une telle mesure, c’est-a-dire que st A\ et Ao sont
deux mesures telles que A\(A X B) = X (A x B) = p(A)v(B) alors
A1 et Ay sont égales sur A® B. Soit X = |J,—, X, avec Vn € N,
pw(X,) < +oo et ou les (X,,) sont disjoints. Posons A, = J;_y Xk,
alors (A,,) est une suite croissante de X, X est la réunion des A, et
pour tout n € N, u(A,) < +0o. De méme, on peut écrire Y = | J°7, B,
ou la suite (B,,) est croissante et v(B,,) < +o0o. On prend, pour tout
neN, 0< u(l,) <+o0oet0<v(B,) <+oo. Soit E C AR B et
Q, = A, x B,,. Définissons

P, (E)=XM(ENQ,) et P.(E) =X (ENE,).
Alors, pour tout A € A et pour tout B € B, on a
P,(Ax B)=P.(Ax B).

De plus, lim, 1 P,(E) = A (E) et lim, 1o P/ (E) = A(F). On

utilise le lemme suivant :

Lemme. Si (2,7) est un espace mesurable avec T = o(A) et ou
A est stable par intersection finie, alors, si p et v sont deux mesures
finies sur (2, T) qui coincident sur A, elles coincident sur T .

Preuve du lemme. Soit € = {X € T/ u(X) = v(X)}. On vérifie
facilement que £ est une prétribu. Le lemme de Lusin permettra alors
de conclure que £ = T, ceci prouve le lemme. O

Revenons a la preuve du théoreme. Du lemme, on déduit que, pour
tout n, P, = P!, et donc A\; = \s. O
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8.3. Mesure de Lebesgue sur R2.

Comme tout ouvert de R? est une réunion d’ouverts de la forme
lan, ba[X]cn, dn| (ces pavés ne sont pas nécessairement disjoints), on
en déduit que, si Bg: désigne la famille des boréliens de R? et By la
famille des boréliens de R que Br: = Br ® Br. On définit la mesure
de Lebesgue sur R? en la définissant d’abord sur la tribu des boréliens
de R? en posant mp: = mp ® mg. Puis on ’étend & 1’ensemble des
mesurables de R?, c’est-a-dire & ’ensemble des sous-ensembles de R?
qui sont réunion d’un borélien et d’'un ensemble négligeable. Si on
note Lg: la tribu des mesurables de R? et Ly la tribu des mesurables
de R, on n’a pas par contre L2 = Lr ® Lr. En effet, si A € Ly, alors
Ax {0} € Lg2 (c’est un ensemble négligeable), mais Ax {0} & Lr® Ly
(sinon, d’apres le lemme 8.3, (A x {0})" = A € Lg). On définit par
récurrence sur n € N, la mesure de Lebesgue sur R".

8.4. Intégrales doubles.

Théoréme de Tonelli. Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deux espaces
mesurés ot j et v sont o—finies. Soit f: (X xY, A® B) — [0, +o0]
mesumble Alors les fonctions x € X — [, f(z,y)dv(y) ety € Y
[x f(z,y)du(x) sont mesurables et

et ()
:/Y</X(f:1:,y)du(flf)> dv(y).

Preuve. D’apres le lemme 8.3, les intégrales [ ([, f(z,y)dv(y)) du(x)
et

fy (fX(fx, y)d,u(x)) dv(y) existent.
Premier temps. Si f = xg ou F € A® B alors

[gymﬂm®vr:W@wwa34yu%wmm

= [ ([ et antor = [ ([ xsteantay) vt

Deuxieme temps. Par linéarité, le résultat est encore vrai si f est une
fonction simple.
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8.9.

Intégrale de Lebesgue.

Troisieme temps. Si f est mesurable positive, il existe une suite crois-
sante de fonctions simples s, qui converge vers f. Le théoreme de
convergence monotone donne le résultat. O

Théoréme de Fubini. Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deuzr espaces
mesurés. Soit f: (X XY, A® B) — C, intégrable pour p @ v ; alors :
- pour presque tout x € X, f, est intégrable
- pour presque tout y € Y, fY est intégrable
- La fonction x € X — [, f(x,y)dv(y) est définie presque partout et

intégrable

- La fonction y € Y — [ f(x,y)du(x) est définie presque partout et

intégrable

8.10.

et on a :

oy [ BV A V) /(/fxydu >du(3;):
- /Y ( [ senaut@)) avis)

Preuve. En considérant les parties réelles et imaginaires de f, on
peut donc supposer que f est a valeurs réelles. On écrit ensuite que
f=fr—fet|fl = fr+f. Comme0 < f* < |flet0< f~ < |f|,on
en déduit que f* et f~ sont intégrables. On leur applique le théoréme
de Tonelli. Les quatre premiers points sont donc clairs. Le dernier
point s’obtient par linéarité a ’aide de la formule f = f* — f~.

O

Proposition. Sous les mémes hypothéses que précédement, si 'un
des nombres

| ([ et ) aute) ou [ ([ 156 idnto) ) vt

est fini, alors le théoreme de Fubini s’applique.
Preuve. C’est une application directe du théoreme de Tonelli. O

Nous terminons en énoncant le théoréeme suivant (la preuve se trouve
dans le livre de Gramain, Intégration, Ed. Hermann) :
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Théoreme de changement de variable. Soit U un ouvert de R"
et f € LY(U). Soit ¢ : U' — U un C'—difféomorphisme. Alors

F(t)| () dt = / f(z)dz,
U’ U

ot Jp(t) est le jacobien au point t € U’ de la fonction .



