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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 1

Exercice 1. Soit @ un nombre réel. Nous avons
. . . . n . n
1+cosd-+isinf\" 1+ e \" e’%(e—"% _;_31%) gif ) .
= | m~———— = — — (619)11 = 8”16.
1-+cosd —isind 14 e e-i% (eif + e—z‘%) e—i%

Exercice 2.  Résoudre dans C 'équation 25 + (7 — 1)2® — 8 — 8 est équivalent & résoudre le systeme

d'équations

ZP(T—-9Z—8—8i=0 (1)

Z=z% (2)
Le discriminant de 'équation du second degré (1) est A = (7 —1)? +4(8+8) =49—-1—14i+32432i =
80 + 28i.

Cherchons les racines carrées de 80 + 28i. Si z = z + 4y vérifie 22 = (22 — y*) + 2zyi = 80 + 184, alors

2%~ y? =80 (3)

ry = 9. (4)
Nous avons aussi z2 4+ 32 = |z|? = |80+ 18i| = 1/(80)? + (18)2 = /6400 + 324 = /6724 = 82, d’ott grice
a (3), 2% = 81 ce qui nous donne x = 9 ou bien z = —9.
On en déduit alors, grice & (4), que y = 1 ou bien y = —1. Nous avons done obtenu que les racines de

A sont 947 et —9 —.

Et done, les solutions de (1) sont

(—7+i)2+(9—|—z') C1ai et Zy= (—'T+i)2—(9+i) _

Zy = —8
Les solutions de I'équation proposée sont alors les z € C tels que

2=14+1 (5)
ou 23 = —8. (6)

Comme (1 + i)} = v/2¢*%, nous en déduisons que les solutions de (5) sont
Sk, e ETE) = VI, $ad(RHY) = YR,

et comme —8 = 8¢'™, nous en déduisons que les solutions de (6) sont

o

2%, 2631 F) = 2

L'ensemble des solutions de 1'équation proposée est donc

i I ;9 jiim 4 iz
{\6/561'13,\6/56112,\6/561 12, 2e'3, -2, 2¢ 13}



Exercice 3.
» 1. La fonction g(z) = z — /1 — 22 est définie si et seulement si 1 — 2? > 0, ce qui équivaut &

z € [-1,1i.

Pour z € [—1,1], nous avons g(z) > 0 si et seulement si z > +/1 — x%. Il est donc clair que c’est

impossible si z € [-1,0.

Supposons z € [0,1]. Nous avons

&

(z > V1 —2?) = ?>1—12° = 2z% > 1 = :cel

Nous avons donc obtenu que

\/5,1]

glz) =2 0 = T € [—

o 2. La fonction f est définie sur [—1, 1] et dérivable sur | —1,1{ car il en est de méme pour la fonction

arcsin et z > 1 - x2.
Nous avons donc, pour tout = E] -1,1],
2
f!(z) — (, /1 _ mg)" earcsina:+ /1 _ (L‘2 (earcsinm)’ — _é%earcsinm+ ,"1 _ 5‘32 (arcsin.'xearcsina:)
v1-—x

x : 1 :
— — 63[‘(:5“’1.1." + 1 _ :L.2 ( earcsm 5.-")

V1 —x2 V1 — 2

= (1 — _:I:_) e‘“minm = _ﬂearcsinx.
v1-a? V-2

Nous en déduisons que la fonction f est croissante sur [—1, g] et décroigsante sur [lg, 1].

2 : 4 ™
Nous avons f(—1) = f(1) = Enfin f (342’2) =/1- (—‘g) garesinZ . f1 %ei = Jge?.
De plus,

. 7 _ . F —_
i flz)=too et lim fla)= oo,

d’ou le graphe :
/
!
P
z
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Exercice 4.

e 1. Les solutions de 25 = 1 sont les racines cinquiéme de I'unité, c'est-a-dire 1, u, u?, u® et v si

2im

u=e:s.

e 2. Nous avons 1+u+u?+u®+u? + 1% = =L car u # 1. Comme «® = 1, nous obtenons donc que

IL+u+u’+u®+ut=0.

2i Bim 2i _ 2w
Nous avons u+ uf = e5* + 5" = %" + 75" = 2c0s ().
o dix Gim aix _din
De méme, u? 4+ u3 = e*5° + &% =™ + e =2c0s ().
Donc

2 4
lhu+u?+u? +ut =1+ (u+u?) + w2 +2%) =1+2cos (%)-{-2005(%) =0

e 3. Comme cos (1) = cos (225) = 2cos? (%) — 1, nous obtenons donc

2 2 2 2
1+ 2cos (_57_:“) + 2 (20052 (-57[) — 1) = 4 ¢os? (%) + 2 cos (%) —-1=0.

—1+5 et -l \/5 Comme cos {2F) > 0, on en

Les solutions de ’équation 4x2 + 22 —~ 1 sont 3 1
déduit que
s [27) = ZL+ VB
os{ 5 )= yRE
Exercice 5.
e 1. sh : R — IR est définie par :
L o
VzeR, sha= %

La fonction sh est impaire. De plus sa dérivée est ch, qui est strictement positive, donc sh est

strictement croissante sur R.

- - —— 1_ -z ” »
Comme lim_, 400 €5 = 400, limz— 400 7% = 400, et que sh z = £=7—, on en déduit que

lim sh x = +oc.

r—+oc
L’imparité de sh nous donne alors lim,_,_ o sh = —o0.
Vi
(4 SSI'L &
yd
o




e 2. La fonction argsh va de R dans R, et c’est I'application qui & y € R associe 'unique z € R tel

que sh = = y. Nous avons donc
v(z,y) € R?, y=shz & z=argshy,

et
Vr ¢ R, sh (argsh x) = argsh (sh ¢) = =.

En particulier, si z et y sont deux réels, nous avons
z =argsh y <= y=shz = y=—— &= e —2y—e " =0
&> e —dye® —1=0 car e* > 0.
On obtient donc que X = e® est la solution strictement positive de I’équation
X?—2yX —1=0.
Le discriminant est (2y)2 + 4 = 4(y* + 1}, donc

X=y+vy*+1

(Vautre solution de équation de degré 2 est strictement négative puisque le produit des deux

solutions vaut -1). On obtient donc que

argshy::r:=lnX:1n(y+\/y2+1).

La fonction argsh est donc dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables, et pour tout

reR,
, 14 2x 14 T
' 241 2 2
argsh 'z = (1n ($+ $2+1)) _ =+ __2VaRHl _ Va4l
z+vVz?+1 z4+vVEi+1l z+Vz?41
1 fVETFT4ay 1
V21l \z+vVz?+1 Vel +1
Exercice 6.  Si |a| = {b| =|c| = 1, alors |abe| = 1. Nous avons donc
b b+b 11
|ab + be 4+ ca| = lab+betcal |ab+betea) l_;____i__ )
jabe| abe a b ¢

Comme a, b et ¢ sont de modules 1, nous avons £ =@, § =bet L =F, et donc

‘1 L ll=@+b+g=|atbre=la+b+e.

atete




