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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 4

Exercice 1. Notons Y = X N [z, 40, s = sup X.

Y est une partie non vide (elle contient au moins x), majorée car incluse dans X, donc posséde une borne

supérieure s’.

Comme s est un majorant de X et que Y C X, on en déduit que s est un majorant de Y, donc s > s'.
Comme x € Y, on a alors z < s'.

Si s’ < s, alors s’ n’est plus majorant de X, donc il existe y € X tel que s’ < y.

Comme z < &', on a alors < y, donc y € Y. Ceci contredit le fait que s’ soit majorant de Y.

Exercice 2.

e 1. Le polynome X* —3X3 +7X% —5X a0 et 1 comme racines évidentes.
Il est donc divisible par X (X —1) = X? — X.
La division eulidienne de X* — 3X?3 4+ 7X2% — 5X par X2 — X nous donne

X4 —3X3 47X? —5X X2 X
-X* 4+Xx3 X2 —2X 45
—2X3 4+7X7?
+2X3  —2X?
+5X% —5X
—5X? 45X
0

Donc X% —3X?+7X%2-5X = X(X —1)(X?-2X +5). Le discriminant du polynéme X2 —2X +5
est (—2)2 —4 x 1 x5 =—16 < 0. On en déduit que ce polyndome est irréductible sur R, et que la
décomposition en facteurs irréductibles sur R de X4 —3X3 +7X2 —5X est

X4 —3X34+7X% -5X = X(X —1)(X? - 2X +5).
Les racines du polynéome X2 — 2X + 5 dans C sont

2 +14V/16
2

=1+2 et =1-2i.

2 —-1v16
2

On en déduit que décomposition en facteurs irréductibles sur C de X% —3X3 4 7X2 — 5X est

Xt 3X3 4 7X? -5X = X(X —1)(X —1—2i) (X — 1+ 2i).

e 2. Les racines complexes du polynéme X °+64 sont les racines 6—ieme de —64. Comme —64 = 26¢°™,

les racines complexes 6—ieme de —64 sont

20 =2e% = V340,  Fy=2e""6 =3—i, oz =2GTF) =2 = /34



=201 = VB i, 2y =20FE) =200 = —9; 3, = 2i.
La décomposition en facteurs irréductibles sur C du polynéme X° + 64 est donc

X064 = (X =v3-i) (X = vB+i) (X +VB—i) (X +VB+1) (X —20)(X +2i).

Pour avoir la décomposition en facteurs irréductibles sur R du polynéme X6 4 64, on regroupe les

termes de degré 1 dont les racines sont conjuguées :
(X = 20)(X +2i) = X2+ 4, (X—\/é—z') (X—\/§+i) = X2 92/3X +4

ot (X+\/§—i) (X+x/§+z‘):x2+2ﬁx+4.

donc
X6 464 = (X2 4 4)(X% - 23X +4)(X? +2V3X +4).

e 3. La division euclidienne de X% + 64 par X? + 4 nous donne

X6 +64 X% 4
—-X6 —4x* X4 —4Xx?% +16
—4X*
+4X* +16X2
+16X2 464
-16X2 —64
0

On en déduit que (X6 + 64) = (X2 +4)(X* — 4X? + 16), donc que
X4 —4X? 416 = (X2 - 2V3X +4) (X2 +2V3X +4)

= (x=vB-i) (X = VB4i) (X +VB—i) (X +V3+i)

d’apres ce qui précede. Les racines du polynéome X* — 4X? + 16 sont alors

V3+i, V3—i, —V3+i,  —V3-—i.

Exercice 3.

e 1. la suite (u,) tend vers +oo si et seulement si

VA € R, N €N, Vn € N, n>N=— u, > A

e 2. Soit A € R. Comme (v,) tend vers +oo0, il existe un rang N tel que, pour tout n > N, on ait
v, > A.

Donc pour tout n > N, nous avons u, > v, > A.

On a donc prouvé que, pour tout A € R, il existe NV € N tel que, pour tout n > N, on ait u, > A,

ce qui prouve bien que (u,) tend vers +oo.



e 3. Pour n € N,

n+l—n n+1 n+1 1
=—-vn+1.

= >
vn+l+yn Vn+l+yn = 2¢yn+1 2

La suite (% n+ 1), tend vers +oo car si A € R et si N > 442, nous avons, pour n > N,

w,=Mnm+1)(Vn+1-+yn)=(n+1)

1 1
GV 1z gViA =4z A,

On déduit de la question précédente que (wy,) tend vers +oo.

Exercice 4.

ol up =142/3=5/3. uy=1+3/5=28/5. ug =1+5/8=13/8. uy =1+8/13 = 21/13.
us =1+ 13/21 = 34/21.

e 2. Montrons par récurrence sur n € N la proposition P(n) : ”3/2 < u,, <2”. Comme 3/2 < ug < 2,
la proposition P(0) est vraie.

Supposons que la proposition P(n) soit vraie pour un entier n € N. Montrons que P(n + 1) est

vraie.

11 découle du fait que 3/2 < wu,, <2, que
Upg1 =1+ 1/u, >14+1/2=3/2

et que
Upt1 =1+ 1/u, <142/3=5/3 <2,
donc 3/2 < upt1 <2, et P(n+ 1) est vraie.

Nous avons donc prouvé par récurrence sur n € N que :

Vn € N, <u, <2.

N W

e 3. Si (up) converge vers £, la suite (u,+1) converge elle aussi vers £. Il découle du résultat de la
question précédente que £ € [%, 2], ce qui implique aussi que 1 + 1/u, tend vers 1 + 1/¢. In fine,

nous obtenons que ¢ vérifie 'équation ¢ = 1+ 1/¢.

En particulier, si on multiplie a gauche et a droite 1’égalité précédente par £ # 0, nous obtenons
0? = { + 1, soit encore 2 — ¢ —1=0.

La résolution de cette équation donne

ou { =

1-v5
2

< 0, nous en déduisons que

,_1tV6
==

Comme ¢ € [3,2] et que




e 4. Soit n € N. Nous avons )
Un+1 Zun+1—€= 14+ — — /.

Un

Or€:1+%,d0nc

1 1 1 1 {—u, Uy,
Unt1 + U, ( + Z) U, £ Upl Y,

e 5. Montrons par récurrence sur n € N la proposition Q(n) :

2 n
ol < (37) Il

La proposition Q(0) est vraie car |vg| < (%)0 |vo.

Supposons que la proposition Q(n) soit vraie pour un entier n € N. Montrons que Q(n + 1) est

vraie.
Comme
Upa1 = —ivn,
nous obtenons donc
] = gl € gylval  (ear w2 372)

2 2\"
< EY] (3g> |vo (grace a 'hypothese de récurrence)

92 n+1
(@)

Nous avons donc prouvé par récurrence sur n € N que

et Q(n + 1) est vraie.

2 n
Vn € N, vn| < | = Vo
ol < (%) T
e 6. Comme 0 < % < 1, nous en déduisons que (v,,) converge vers 0.

En en déduit que (up)n = (¢ + vp), converge vers £ = 1+2\/g.

Exercice 5.

e 1. Un groupe est un ensemble muni d’une loi de composition interne associative, possédant un

élément neutre, et tel que tout élément possede un symétrique.

e 2. (a). Supposons axb = ax*c. a posséde un symétrique a=. On a alors a=! * (axb) = a~t* (ax*c).

-1

L’associativité de la loi de composition interne nous donne (a~'*a)*b = (a~'xa)xc, donc exb = exc

ou e est ’élément neutre du groupe, donc b = c.
(b) 11 découle de la question précédente que ¢ est injective. Vérifions que f est surjective. Soit
y €G. Sionposex =a ! *y, nous avons p(z) =a*xx=ax*(a " xy)=(axa Hxy=exy=y,

ce qui prouve bien que f est surjective.



Il en résulte que ¢ est bijective.

© est un morphisme de groupe si et seulement si, pour tous z,y dans G, p(z *xy) = p(z) * p(y).
Si a = e, il est clair que ¢ est un morphisme de groupe, car ¢ est 'identité.

Si par contre a # e, faisant © = a~! et y = e, nous avons d’une part

-1 1

plz*xy) = ¢(a *e):go(a_l):a*a_ =e

et d’autre part
p(@) % o(y) = p(a™) xple) = (axa™') x (axe) =exa=a,
donc p(x *y) # o(x) * p(y), ce qui prouve que ¢ n’est pas un morphisme de groupe.

3. (a) La table de multiplication est la suivante :

012345
000O0OOTDO0TO
1012345
202 40 2 4
303030 3
40420 42
505 4321

(b) on voit que 1 est 1’élément neutre.
(c) 1 est inversible et son inverse est 1.
5 aussi et son inverse est 5.

2 n’est pas inversible car on lit sur la table de multiplication que le produit de 2 avec un autre

élément ne donne jamais 1.
Il en est de méme pour 3 et 4. Donc les seuls éléments inversibles sont 1 et 5.

(d) Z/67Z \ {0} n’est pas un groupe car le produit de 2 et 3 qui vaut 0 n’est pas dans Z/67Z \ {0},

donc la multiplication n’est pas une loi de composition interne sur Z/6Z \ {0}.

(e) Par contre, I'’ensemble {1,5} muni de la multiplication est un groupe : il est stable pour la

multiplication, a 1 comme élément neutre et ses éléments sont inversibles.



